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Fastar

g =9,82m/s? Miungt = 7,35 - 10*2kg  1AU =1,50- 10" m
¢c=300-108m/s Mjsp = 5,97-10** kg G =6,67- 10" Nm? /kg?
Uhljéa =343 IH/S Msél = 1,99 . 1030 kg Rjéré = 6371 km

Staerofraedi

Ubringur = 277, Anringur = 12, Akala = 4772, Agivalningar = 2770, Viala = 2%, Vinvalningur = 772C.

m: 1073, p: 107, n: 1079, p: 10712, £ 10715, k: 103, M: 105, G: 10°, T: 10'2
Ovissureikningar

A(A£B)=AA+AB, A(AB)=AB(22+52), A(5) =432 +52), A(f(2) = f'(x)Az.
Gangfradi

As Av ds _dv

1 2
Um = Ry Om = Rxg, V=T, a=TF, v=uv+tat, s:so+v0t+§at2, 20As = v2 —v3, v, = ot

Kasthreyfing

xz\  [To + vzt + %axtQ x\ To + v cos Ot g\ Vox 5o (voz) _ 10| cosf
y Yo + oyt + Sayt? ’ Yy Yo + vosin bt — Sgt* ) Uy voy —gt)’ " ° Voy o1\ sing )
Orka
E=K+U, K=1m?=2_ U,=mgh, Uy=2ika®, W=F.d=Fdcosy, Ei+W =E.
Skridpungi
ﬁ: mz_f, ﬁ = %7 Ptyrir = Peftir-
Kraftar
7Gm1m2

F=mid, F,=mg, Fp=—kr, Fuum=pP, Fg=

Hringhreyfing



Fastar

Py =latm = 101,3kPa  pio, = 1,23 kg/m? R =38,315J/mélK R =10,082atm L/mo6l K
8o =10dB peatn = 1000kg/m® kg =1,38-10"38J/K  ciiss = 3,00 - 103 m/s
Ip = 1072 W/m? pis = 920kg/m3 N4 =6,022-102%1/mél  cpjjep = 343 m/s

Sniningsstodujofnur

W, = ﬁ—f, Ay = %7 0 = 0y + wot + %atQ, w=wy+at, 20A0=w?—-wZ w,= %
Hverfitregdur

Ivita = 2mr?,  ILitong um enda = 3%, Lstong um mioju = 130, Lsvamingur = 3mr?, I = Iy + md>.
Sniningar

r=la=FxF=r F=rF, L=Iw=7Fxpg=rip=rpi, Kui=3Iw?, Lipir= Letir, W =T7A0.
Prystingur og flaediefni

p=1, P= %, Fop=pVyg, P=PFo+pgd, &=Av, Ajv; =Aws, P+ pghi+ %pv% = Py + pghs + %pv%.
Einfold sveifluhreyfing

i =—wr, xz(t) = Acos(wt+ ¢) = Asin(wt + ¢), Wgormur = \/%, Wpendill = \/J, w= Zn = orf.

Bylgjur

b=, o) = Asin(ke —wt + o), k=2, w=2, f=1L c=%2=)f

T P AFE P I +
Cstrengur — \/;; Chljéd = 4/ ’YPTO7 B = %a P = AL I= Ao B = BO log(TO)7 f = (giZ) fO'

An = %7 fn:nflu An = 27?{1; fn:(2n_1)f1a B:2ACOS(§AT)7 Ar =nA, Ar:(n—i—%))\, fhviaur:Af'

Varmafraeoi
PV = NkpT =nRT, Q.=cmAT, Qp=Lym, Q4= Lym.

f+2 _ Wae
7 T Qe

inn

K=3kgT, AE=Q-W, AE=CnAT, C=1LiR, dW=Pdv, PV =PRV,, ~



Fastar

k= 8,98-10°Nm?2/C? e=1602-1071"C ;& =176-10" C/kg

€ =8,85-1072C?/(Nm?) m.=9,11-10"%" kg cjj6s = 3,00 108 m/s

po =47 -107"Tm/A m, = 1,67-107%7kg
Maxwellsjofnurnar

= Qi B s o dd e
%EdA:Qi, %BdAZO, fEd£:7737 deg:NOImm
€0

dt

Rafstodufraedi

Lk k Lk kQ 4 - L

F:%r U = q;q27 B, = r?f, v, = TQ F, =qE, U=qV, &, =FE A, u,=1ecFE

A 2
Eplata = m, Eplétubéttir = 60%’ Cplétubéttir = 6057 Uplétubéttir = %7 Vplétubéttir = Ed» € = €efni€o-
Rafsegulfraedi
L opoIdlx T 4 L s piol poIN  pol 11oN? Agpsa
dB = — F, = B=1I¢ B Bvir a_ spdla — — , — 1 Lsc’)a:i-
e x x5 2mr Pl 14 b pel ¢

1 dd I
Uspola = SLI?,  u, = 7327 RIt)=E(t)=——2, dp=DB-A4

Rafrasir

-1
AV, =@, AV,=IR AV, =LY%, P=IAV, 1= R=pk Ruo=Ri+FRy Ruo=(#&+74)

—1 —1
Crap = (Ci1 + c%) v Cuio=C1+C2, Liag=Li+ Lz, Luis = (Li1 + L12) ; AVheita =0, inn = Lt

Timapréun

Sveifluhreyfing: 2 = —w?2 = 2(t) = zmax cos(wt + ¢), Hrérnunarhreyfing: 2 = —az = 2z(t) = zpe~ .

RC-rds: Q(t) = Qe "o, RLrds: I(t) = Ipe™ &, LC-rds: Q(t) = Qumax cos(wt), w = \/%

X1 - X
RCL-rés: I(t) = Igcos(wt — @), Io = %2, Z = \/R? + (X, — X¢)?, X, =wL, Xc = =, o= arctan(LRC).



Fastar

leV =1,602-10719] lu=1,66-10">"kg = 931,49 ¥V & =176-10" C/kg
c=3,00-108 12 me =9,11-10"31kg = 0,511 MY ¢, =3,00-10% 2
h=6,626-10"34Js =4,136-10"%e¢Vs m, = 1,673 -10~? kg = 938,3 %”

h=2 =105-10"34Js my = 1,675-10"2"kg
Takmarkada afstaediskenningin

v 6:50

_ 1 _ 1 _
’Y(U) - \/1_% - \/1_[32’ ﬂ - B

<

T =Ty, Az =v(Az—vAt), A =~ (At—%Az), w= {4

H
+

3
m‘@

[

E = fych, Ey=mc?, K= (v— 1)m02, p = ymu, E? - (pc)2 = Eg (A5)2 = (cAt)2 — (AI)Q, Eijss = hf.
Kjarna- og oreindafraedi
- +
AX Y A hy it X DAY de 4w X 2 AV +et tu, 5X T SX 4.

r=rgAY3, rg=12fm, N(t)=Noe ™, G(t)=—2% =ANpe ™ =Goe ™™, 7= @) g = wiE

Ljos

Nefni = i, nysinf; =nosinfy, c=Af, dsinf, =nX, vy, =~,tanb,, %—i— % = %, % = g.
Skammtafraedi

Ey=hf="% p =8 Np=2% E =E+K., E,=L2% AsAp>85 ABEAt>L ALAG>L

rn=mrn2r =05298 0, = v =ac,a = L E,=£L1 F =-13,66V.




Griska stafrofio

Hér ma sja forngriska stafréfio i allri sinni dyro:

| Heiti | Takn | Samsvarar |
Alpha | A/« A/a
Beta B/s B/b
Gamma | I'/y G/g
Delta AYA) D/d
Epsilon | E/e E/e
Zeta Z/C Z/z
Eta H/n H/h
Theta ©/0 b/b
Iota 1/. I/i
Kappa | K/k K/k
Lambda | A/A L/1

Mu M/u M/m
Nu N/v N/n

Xi =/¢ X /x
Omicron | O/o O/o
Pi /= P/p
Rho R/p R/r
Sigma Yo S/s
Tau T/t T/t
Upsilon | T/v Y/y
Phi | ®/¢ F/t
Chi X/x X/x
Psi | /¢
Omega | Q/w 0/6

Pad ber sidan ad minnast & ad sumir stafirnir hafa fengio svokalladar handskriftaratgafur eins og

B/ /e €/e 0/9

Til deemis er ¢ meira notad en ¢ og € er meira notad en .



Hvernig a ad leysa edlisfraedidsemi

Hér setjum vio fram lista af hlutum sem er gott ad hafa i huga pegar pio erud ad fast vio eolisfraedideemi.

Skref 1.
Skref 2.
Skref 3.
Skref 4.
Skref 5.
Skref 6.
Skref 7.
Skref 8.
Skref 9.

Ad

Lestu deemio vandlega.

Teiknaou skyra mynd (helst eins stéra og b hefur plass fyrir).

Attadu big 4 steerdunum sem b pekkir og steerdunum sem b ert ad reyna ad finna og merktu 4 mynd.
Veldu hnitakerfi eda viomidunarkerfi.

Akvardadu upphafsdstand og lokadstand kerfisins sem pu ert ad skoda.

Koma kraftar fyrir i verkefninu? Pa er alltaf g6d hugmynd ad teikna kraftamynd.

Er einhver vardveitt steero? T.d. skriopungi, orka eda hverfipungi?

Gefou 6llum télunum sem koma fyrir { verkefninu steerdfraedilegt tdkn. (t.d. g = 9,82m/s?).

Leystu verkefnio taknraent.

leysa taknraent

Ef vid erum ad leysa verkefni pa er betra ad leysa verkefnin steerofraedilega med taknunum sem fyrir koma {
verkefninu. Pad er g6d pumalputtaregla ad reyna ad bida med pad eins lengi og haegt er ad setja inn télurnar
(og helst bara { svarinu).

PAD ER FLJOTLEGRA. ad margfalda tdknin g og ¢ saman heldur en ad margfalda saman steerdirnar
sem a0 steedirnar standa fyrir og sld bad inn & reiknivélina. Stundum purfum vid ad framkvaema fimm
eda tiu slikar margfaldanir til pess ad leysa demid og pao er fljott ad stela af manni tima ef maodur
parf alltaf a0 sld inn & reiknivélina i hvert skipti.

PADP ER OLIKLEGRA AP MADUR GERI KLAUFAVILLUR. ef madur reiknar med tdknum frekar heldur en
med télum. Pannig tekur madur ut allar klaufavillur eins og ad sld inn 8 & reiknivél pegar madur setladi
ad sla inn 9.

PAD ER ALMENNARA. bvi ef tolunum er sidan breytt, t.d. ¢ = 2,4m i stadinn fyrir £ = 1,3m ba er
taknraena svario 6breytt.

VIb GETUM SKOPAD VIDDIRNAR. Eftir ad vid hofum leyst deemid er miklu audveldara fyrir okkur ad
atta okkur & pvi hvort ad vio hofum gert einhverjar klaufavillur & leidinni med pvi ad skoda viddirnar
& svarinu okkar.

VID GETUM SKODPAD JADARTILFELLI. Pad er miklu audveldara a0 skoda hvad gerist t.d. ef vid breytum
horninu @ fra pvi ad vera 22° { ad vera 90°.
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Kafli 1

Einingar

1.1 Alpjodlega einingakerfio

Alpjbolega einingakerfid eda SI-kerfid hefur sjo grunneiningar sem sjd mé { toflu (10.1). Vio ritum oft forskeyti
fyrir framan staerdir SI-kerfisins til a0 lysa betur staerdargraou hlutarins sem um raedir. Forskeytin ma sja i
toflu (1.2).

Forskeyti | Skammstofun | Gildi
tera T 102
giga G 109
Meelistaerd | Skammstofun Eining mega M 10°
Lengd m Metri kilo k 103
Timi s Sekinda hecto h 102
Massi kg Kilégramm deka da 10
Hiti K Kelvin deci d 101
Efnismagn mol Mol centi c 1072
Rafstraumur A Amper milli m 1073
Ljoésstyrkur cd Kandela micro I 1076
nano n 1079
Tafla 1.1: Grunneiningar alpjédlega einingakerfisins. pico p 10—12
femto f 10-1

Tafla 1.2: Helstu forskeyti alpjéolega einingakerfisins.

Til deemis tolum vid um millimetra (mm), kilégromm (kg) og nandsekindur (ns). Vid besetum bessum
forskeytum lika fyrir framan meelisteerdir sem ekki eru grunneiningar SI-kerfisins. Til deemis t6lum vio um
terabeeti (TB), desilitra (dL) og megaviku (MV). Takio eftir pvi ad grunneiningin fyrir massa, kilégramm, er
skilgreind med forskeyti 6likt hinum grunneiningum SI-kerfisins. Ut fr4 pessum einingum getum vio skilgreint
allar afleiddar steerdir SI einingakerfisins, t.d. getum vid skilgreint litrann pannig ad 1000 L jafngildi 1 m?.

1.2 Stadalform og markverdir stafir

Allar meelingar {1 edlisfraeoi fela 1 sér einhverja dvissu. Vid getum til deemis verid med dvissu vegna bess ad
meelitaekin okkar eru ekki négu géd, t.d. er mesta ndkveemni sem venjuleg reglustika getur synt upp 4 1 mm.
Pao pyoir ad ef vio meelum staerd med reglustiku sem 12,3 cm pa erum vid i rauninni ad fullyroa ad raun-
veruleg lengd reglustikunnar sé pvi neest ad vera 12,3 cm midad vid meelikvarda reglustikunar. Ef vio hefoum
notad nakveemara meeliteeki, eins og t.d. millimetramzeli sem hefur maelidvissu upp 4 0,1 mm ba hefoum vid
kannski sagt a0 lengd reglustikunnar veeri 12,34 cm (og ba hefdum vid verid ad ndmunda nidur midad vid
maelingu med reglustikunni). Pannig begar vio segjum ad reglustikan hafi lengdina 12,3 cm bd erum vid {
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rauninni ad fullyroa ad hun hafi lengd sem er einhverstadar inni & bilinu frd 12,25 cm upp 1 12,35cm. Svo
vio erum i rauninni a0 fullyrda ad raunveruleg lengd reglustikunnar sé 12,30 4+ 0,05 cm. En par sem ad vid
hefoum getad fario linuvilt & reglustikunni pegar vid framkveemdum maelinguna ba er éruggara og fallegra
ad staekka matio okkar & ovissunni og vid segjum bess vegna idulega ad lengdin sé gefin med 12,3 +0,1cm ,
b.e. vid tvofoldum oftast meelidvissuna til 6ryggis.

Pao tiokast { raunvisindum a0 setja fram melingar & stadalformi. Segjum ad vi0 héfum einhverja télu a sem
hefur n markteaeka stafi. Pegar vio setjum téluna a fram & stadalformi pa skrifum vid hana pannig ao:

a:bl,b2~--bn~100 [k’]

bar sem [k] tdknar samsetningu af grunneiningum SI-kerfisins. Sem deemi bd myndu 12,3cm = 0,123 m
4 stadalformi. Astzdan er st ad stadalformid hefur ymsa kosti. Fyrst ber ad nefna ad pad gefur okkur
hugmynd um Ovissuna i melingunni. Annar kostur er s a0 pad verdur miklu audveldara ad vinna med
tugveldin, pannig sparar madur sér oft mikla insleetti { reiknivélar.

1.3 Fermi vandamal

Italski edlisfreedingurinn og nébelsverdlaunahafinn Enrico Fermi var pekktur fyrir ad geta gefid étrilegustu
nalganir 4 fléknum deemum 0t fra nanast engum upplysingum. Sagan segir ad pegar fyrsta kjarnorkusprengj-
an, Trinity, var sprengd, 16. juli 4rid 1945 i Los Alamos, Nyju Mexikd, b4 hafi Fermi verio btiinn ad rifa nidur
blad sem hann sleppti sidan begar hoggbylgjan barst fra sprengjunni. Ut fra pvi hversu langt bladsnifsin
barust mat hann sem svo ad steerd sprengjunnar veeri af steerdargradunni 10 kilétonn af TNT, sem er ekki
i fjeerri lagi fra vidteknu gildi, 22 kilétonn. Pad getur verid mikilveegur eiginleiki a0 leera slumpreikninga
Fermis. P4 brjétum vid nidur deemid i moérg minni skref og leysum hvert skref med 4giskun. Utkomman
verdur s{0an merkilega ndkveem. Fraegt Fermi vandamél (sem hefur t.d. birst { atvinnuvidtolum hja Google)
er eftirfarandi spurning:

e Hwvad eru margir piandstillarar i Chicago borg?

Nt purfum vid ad brjéta nidur vandamalid. I einhverjum skilningi er heaegt ad segja ad pvi meira sem vid
brjétum verkefnid nidur pvi ndkveemari veorur niourstadan okkar. Til deemis gaetum vio byrjad & pvi ad giska
4 hversu margir bda yfir h6fud { Chicago. Vid gaetum giskad 4 ad par bii um 5 milljén manns (ndkveema
talan er samt 2,7 milljénir). Vid geetum sidan reynt ad meta fjolda peirra sem eiga pfané { Chicago borg. Pad
eru frekar fjolskyldur heldur en einstaklingar sem eiga piand og pad er eflaust svona fimmta hver fjolskylda
sem & piand. Ef hver fjolskylda hefur fjéra einstaklinga pa hofum vio ad heildarfjoldi pianéa i Chicago borg
er:

1 1
5.000.000 - = = 250.000.
Chicagobuar N~~~

pianéfjolskyldur

Svo 1 heildina eru 250.000 piané { Chicago borg. Pad parf sidan a0 stilla piané 4 5 ara fresti svo pad parf a0
stilla 50.000 piané & ari. Ef pad tekur 4 tima a0 stilla piand pa neer reyndur pianéstillir ad stilla 2 piand a
einum degi mioad vio 8 tima vinnuviku. Hann vinnur sidan { 300 daga & ari med frium svo einn piandstillir
naer ad stilla 600 piand 4 4ri. En ba eru 50.000/600 = 83 piandstillarar { Chicago borg. Petta passar lika
dgeetlega vid bad ad 4 Islandi eru 6 piandstillarar en 83 - 300.000/5.000.000 =~ 5.



1.4 Viddargreining

Viddargreining er afar 6flugt t6l sem vid munum beita mikio sidar. Pad er baedi
notad til pess ad giska & ny l6gmal og til pess a0 stadfesta ad pau logmal sem vid
héfum séu samkveem sjalfum sér. Sem stendur pa pekkid pid ekki négu mikid af
afleiddum einingum (eins og t.d. eininguna fyrir kraft, Newton, eda eininguna fyrir
orku, Joule) og bvi verdur fyrsta umfjollunin okkar heldur lausleg - { rauninni setlum
vid bara a0 taka eitt deemi.

Hugsum okkur ad vid viljum meta sveiflutima penduils, T. Fyrir pbau ykkar sem
langar til ad spurja: ,Hvad er pendull?” ba meeli ég med ad skoda mynd 1.1 hér
til heegri. Pendull er semsagt massi, m, sem hangir ar bandi af lengd ¢ og sveiflast
fram og til baka i pyngdarsvidi med pyngdarhréoun g. Viddargreining geeti alveg
eins heitid einingargreining pvi pad er { rauninni pad sem vid erum ad gera. Vid
erum ad pussla saman einingunum & steerounum pannig ad peer passi saman. Pad
bara vill pannig til a0 viddargreining hljémar eins og ad pad sé merkilegra heldur en Mynd 1.1:  Pendull,
einingargreining svo vio veljum pad nafn frekar. Vio setlum semsagt a0 skoda vidd- b.e.a.s. massi, m, sem
irnar & eftirfarandi steerdum 1 pessu deemi: Massinn m, Sveiflutiminn, 7', lengdin hangir i bandi af lengd
¢ og byngdarhrédunin g. Pegar vid viljum taka fram viddirnar p.e.a.s. einingarnar ¢ {1 pyngdarsvidi med
4 einhverri steerd pa gerum vio pad med hornklofum, eins og t.d. { pessu tilviki pA pyngdarhréoun g.
hoéfum vio:

m

[T] =, [m] = kg, [€] = m, l9] = =-
Par sem ad einu steerdirnar sem koma fyrir i pessu deemi eru pessar fjérar pa getum vio fullyrt ad til séu
fastar «, 8 og vy pannig ad:

T =mePg"

Reyndar, er petta teeknilega séd ekki alveg rétt, bvi pad er lika eitthvad haedi 4 einingarlausa horninu 6 svo
teeknilega sé0 settum vid ad segja ad til sé fall f(#) bannig ad:

T = f(O) m®ePg”

Vid skulum hunsa fallid f(6) { bili og einbeita okkur ad pvi ad dkvarda fastana «, 5 og v 1t fré einingunum.
Vio tékum nina hornklofa b4ddum megin (b.e.a.s einingar/viddir) og héfum ao:

7] = )" [0 g = s = ke’ ()
Ef vio t6kum niina saman veldin haegra megin og vinstra megin ba sjdum vio ad:
s'kgm® = s PkgmP T
Meo bvi ad bera saman stig og studla ba sjdum vio ad vid héfum fengid eftirfarandi jéfnuhneppi:
—2v=1
a=0

B+~v=0

En at frd pvi dlyktum vid ad lausnin sé (o, 8,7) = (0, %, —%) og pvi hofum vid synt ad sveiflutiminn hlitur
ad vera gefinn meo:

T =100+

Fallid f(#) reynist sidan (hefdi kannski verid haegt ad giska & bad?) vera f(6) = 27 fyrir einfaldan penddl,

en ba er sveiflutiminn gefinn med:
14
T =2my/—.
g



1.5

Daemi

Einingar, markverdir stafir og stadalform

Daemi 1.1.

Daemi 1.2.

Daemi 1.3.

Daemi 1.4.

Daemi 1.5.

Daemi 1.6.

Daemi 1.7.

Daemi 1.8.
Daemi 1.9.
Daemi 1.10.
Deaemi 1.11.

Daemi 1.12.

Vio Evrépubtarnir buum svo vel ad hafa alist upp med Sl-einingakerfid og notum pvi metra i daglegu
tali. En vidsvegar um heiminn notar f6lk adrar (6heppilegar) lengdareiningar enn pann dag { dag. Vio
skulum skooda nokkrar peirra hér i to6flu 1.3 hér fyrir nedan:

Staero Enska | Skammstofun | Jafngildir
Pumlungar Inch in 2,54 cm
Fet Feet ft 30,5 cm
Alnir Ell el 49,1 cm
Yardar Yard yd 91,44 cm
Milur Mile mi 1,609 km

Tafla 1.3: Adrar einingar sem notadar eru vidsvegar { heiminum.
Breytio eftirfarandi steeroum yfir 4 stadalform:
(a) 6ft 6in (b) 410mi

(c) 120 Alnir vaomals (d) 100 yards

Breytio eftirfarandi steerdum yfir & stadalform:

(a) 286,6 mm (b) 760mg (c) 22,5nm (d) 62,1ps

Porgeir er mikill hlaupagarpur. Hann leetur alltaf iPodinn sinn meela vegalengdirnar sem hann hleypur.
Pvi miour kann hann ekki a0 breyta stillingunum { honum svo iPodinn er alltaf stilltur & milur. Ef
hann setlar ad hlaupa 16,0 km hversu margar milur & hann pa ad hlaupa?

Hversu margar sekundur eru i einu ari?

Medalfjarleegdin milli jardarinnar og sélarinnar kallast stjarnfreedieining og er tdknud med 1 AU sem
jafngildir 149,6 milljén kilémetrum. Setjio fram stjarnfraedieininguna & stadalformi.

Ljosér, er pratt fyrir nafnio, lengdarmaelieining og jafngildir vegalengdinni sem 1jésio ferdast & einu ari.
Ef hraoi ljésins er ¢ = 3,00 - 108m/s, hver er b4 lengd eins ljésars, 11y, 4 stadalformi?

Hversu margar stjarnfraedieiningar eru { einu ljoséari?

Fermi vandamal

Hversu margir tennisboltar keemust fyrir inni { flugvél?

Hversu margar hargreioslur eru tfeerdar 4 hverju ari { Bandarikjunum?
Hversu margir litrar af vatni eru i Atlantshafinu?

Hverjar eru arstekjur Dominos & fslandi?

Hvao eru margir litrar af vatni { Tjorinni { Reykjavik?



Kafli 2

Ovissureikningar

2.1 Formlegar reiknireglur vid medhondlun 6vissu

[ Skilgreining 2.1. Vid segjum ad A £ AA sé meelistaerd ef A og AA hafa sému vidd.

Deemi um meaelisteerd veeri til deemis lengd pumlungs, maeld med reglustiku sem 3,8 + 0,2 cm, eda lengd fétar
meeld meod reglustiku sem 26,8 £+ 0,5 cm. Vid viljum skilja hvada 6vissu 10 pumlungar hafa gefio ad vio vitum
lengdina & einum pumlungi med 6vissu. Vid viljum lika skilja hver évissan er vid samlagningu og fradratt
maelisteerda, t.d. er haed Michael Jordans idulega s6gd vera 6 fet og 6 pbumlungar. Hvernig eigum vio ad meta
6vissuna i slikum afleiddum steerdum? Ad lokum purfum vid sidan ad dtta okkur & pvi hver évissan verdur
pbegar vid margfoldum saman staerdir eda deilum peim. Til deemis ef vid myndum vilja reikna rammal hlutar.

7

Regla 2.2. Latum A + AA og B + AB vera melisteerdir og latum k vera fasta. P4 gildir ao:
(i) k(AL AA)=FkA+EkAA.
(ii) (A+AA)+ (B+AB)=(A+ B)+(AA+ AB).

(iii) (A+ AA)— (B AB)=(A—-B)+ (AA+ AB).

(iv) (A£AA)(B+AB)=AB+ AB (82 + 4B).

A+AA A A (AA AB
R = £ E 1 N O

Sonnun. Vio gerum betta koll af kolli:

(i) Vid tengjum meelisteerdina A + AA vid talnabilid [A — AA, A+ AA]. Pegar vid skolum allar tolurnar &
bessu talnabili med &k fAum vio talnabilid [k(A — AA), k(A + AA)] = [kA — kAA),kA+ kAA)| en bar
med hofum vid synt ad k(A £ AA) = kA + kEAA.

(ii) Vid erum nina a0 leggja saman bilin [A — AA, A+ AA] og [B— AB, B+ AB] en b4 fdum vio einmitt:
[A—AA A+ AA|+[B—AB,B+AB]=[A+B—AA—AB,A+ B+ AA+ AB|
En pad er jafngilt pvi a0 (A+ AA)+ (B+ AB)=(A+ B) £ (AA+ AB).

(iii) Vid erum nina ad draga bilid [B — AB, B+ AB] fra billinu [A — AA, A+ AA] en ba er laegsta titkoman
einmitt fengin med pvi ad taka leegstu toluna { menginu [A — AA, A+ AA], b.e. A— AA og draga fra
henni steerstu téluna { menginu [B — AB, B+ AB], b.e. B+ AB. Pvi er leegsta talan { nyja menginu:
A — B — AA— AB. Steersta hugsanlega itkoman { nyja menginu er fengin med pvi ad taka steerstu
toluna 1 fyrra menginu, p.e. A+ AA og draga fra henni minnstu téluna { sidara menginu, p.e. B — AB

16



en pa faum vio einmitt ad steersta talan i nyja menginu er A — B+ AA + AB en bar med héfum vio
synt ao:

[A—AAA+AA] - [B-AB,B+AB|=[A—B—- (AA+ AB),A— B+ (AA+ AB)]
En bad er jafngilt pvi ad (A + AA) — (B+ AB)=(A— B)+ (AA+ AB).

(iv) Leegsta dtkomman er fengin med bvi ad taka leegri toluna 4 hvoru bilanna fyrir sig og margfalda peer
saman svo vid héfum ad nedri mork bilsins eru gefin med:

(A— AA)(B—AB)=AB—~AAB— AAB+AAAB ~ AB — AAB — AAB

Par sem vid hofum notad ad baedi AA og AB eru litlar steerdir svo vio getum hunsad steerdina AA AB
bvi margfeldi tveggja litilla talna er pa pa orlitil tala. Steersta ttkomman er fengin med pvi ad margfalda
saman steerri tolurnar tveer, en b4 héfum vid einmitt ad:

(A+ AA)(B+AB)=AB+AAB+ AAB+ AAAB~ AB + AAB + AAB

Par sem vio hofum aftur nytt okkur a0 AAAB er litil steerd. Vid hofum pvi ad margfeldi bilanna gefur:

[AB— AAB— AAB; AB+ AAB+ AAB| = [AB — AB (Ajf + f) yAB + AB (Ajf + A,f)}
Par sem vid hofum tekid AB 1t fyrir sviga 1 seinni lidnum. Petta er jafngilt pvi ad:

(A+AA)(B+AB) = AB + AB (AAA + ABB)

(v) Vid burfum nd ad nota nalgunina (1 + )™ ~ 1 4+ nz en hin gildir fyrir 1itil . Vio tokum eftir pvi a0
steeroin AB/B er litil svo vio hofum bé ao:

1 1 AB\ ' 1 AB
BiAB_B(liB> ’“B(”B>

En b4 fadum vido samkvaemt margfoldunarreglunni { 1id (iv) ad:

A+ AA 1 AB A A[AA AB/B2 A A[/AA AB
BiABN(AiAA)(BiB?>BiB<A+ /B )BiB<A+B>'

O

Aodferdina sem vio notudum til pess a0 sanna sidasta lidin ma gera formlegri med svokolluoum Taylor-
nalgunum en bannig mé til deemis meta hvort a0 nalgunin sé gbéd eda ekki. Vid setjum fram almennu
reikniregluna en hiin er adeins til yndisauka & bessu stigi malsins:

Regla 2.3. Latum f vera samfellt, diffranlegt fall og A & AA vera meelisteerd. P4 gildir ao:

F(A£ AA) ~ f(A) £ f'(A)AA

par sem ad f’ taknar afleidu fallsins f.

Til frekari skyringar b4 héfum vid fyrir fallid f(z) = 1/x ad f/'(x) = —1/2% en b4 héfum vid einmitt ad:

1 1 1

BIAB BT mEtP

f(B+AB) =

Sem var einmitt bad sem vid notudum { ttleidslunni & 1id (v) { setningu 2.2 hér 4 undan.



2.2 Synidaemi um o6vissureikninga
Synideemi 2.1. Vid tékum vatn vid upphafshitastig 77 = 18,5 + 0,3°C og hitum bad upp bar til pad hefur nao loka-
hitastigi 75 = 22,0 £ 0,3°C. Hver er hitastigsbreytingin, 75 — 77, med évissu?

Lausn: Takio eftir pvi hvad rithdtturinn okkar er éheppilegur pvi vid notum A bedi fyrir breytingu og
6vissu! Pess vegna nota sumir litla 0 fyrir dvissu i stadinn. Vid hofum bpa ad hitastigsbreytingin er:
T, -1, =35£0,6°C

Synidsemi 2.2. Litum 4 flot sem hefur lengd £+ A¢ = 1,50 + 0,02m og breidd b+ Ab = 20 + 1 cm. Akvardid flatarmal
flatarins, A + AA, med 6vissu.

Lausn: Vid héfum pa ad:
A+ AA =L+ AL+ Ab)=Lb+ (b (A€£+Abb>
Vid athugum ad: A =¢b=1,50m-20cm = 1,50m - 0,20 m = 0,30 m? og
B Al AbY 2 (0,02m  lcm | 2
AA=10b <€ + b> =0,30m (175Om + 20cm) =0,019m

En par med alyktum vid ad A £ AA = 0,30 £ 0,02m?. Takid eftir ad vid nAmundudum évissuna upp par

sem bad hefur enga merkingu ad skrifa 0,30 £ 0,019 m?2. I rauninni dkvardast fjoldi markverdra stafa {
utkommunni 4 steerd évissunnar.

Synideemi 2.3. Hlaupari nokkur hleypur vegalengd, s = 100,0 + 0,2m, 4 tima, t = 9,85 + 0,06s. Akvardid medalhrada
hlauparans, vy, = %, { hlaupinu med évissu.

Lausn: Vid faum ao:

4 A, = L
v M= Ar i\ s T

~100,0m " 100,0m < 0,2 0,06)
9,855 9,85s \100,0 9,85

=10,15m/s + 0,08 m/s

= 10,2 +0,1m/s.

stAs s S(As At)

Takio eftir a0 hlutfallsovissur eru alltaf viddarlausar steerdir svo vid getum sleppt pvi ad skrifa einingar par.
Synidaemi 2.4. Litum & ror med geisla r = 5,2 + 0,2 cm og lengd ¢ = 63 + 2cm. Akvardid rammal rorsins, V + AV.
Lausn: Vid héfum pa ao:

Ar  Ar AL
_l’_

—+—+ é) =5,352-10°m®+582-10"*m?® = (5,4 +0,6) - 10 ® m?.
T T

V 4+ AV =7r2l + 7r?¢ (
Synideemi 2.5. Litum meelistzerdina = + Az vera gefna. Akvardid évissuna { steerdinni 2.

Lausn: Vid hofum ba ad f(z) = 2™, en f/'(z) = na™ svo vid alyktum ad:

(x+ Az)" = f(x + Azx) = f(z) £ f/(x)Az = 2™ £ na" ' Ax = 2" inx"%.

Synidaemi 2.5. Latum melistzerdina 6 + Af vera gefna. Akvardid Gvissuna { staerdunum sin() og cos().
Lausn: Vid hofum ba ad f(0) = sin(6), en f/(6) = cos(6) svo vid dlyktum ad:
sin(0 + Af) = f(6 + A0) = f(0) + f'(0)Af = sin 6 + cos(0) A6.
Eins feest fyrir g(f) = cos(d) ao:
cos(0 4+ Af) = g(0 = AB) = g(0) + ¢’ (0) A = cos 0 + sin(0) Ad.

Takio eftir bvi ad hér parf évissan { horninu 6 ad vera meeld { radiénum (annars passa viddirnar ekki).



2.3 Daemi

Daemi 2.1.

Daemi 2.2.

Daemi 2.3.

Daemi 2.4.

Daemi 2.5.

Daemi 2.6.

Daemi 2.7.

Daemi 2.8.

Arid 240 f.Kr. meeldi griski steerdfreedingurinn Eratospenes ummal jardar. Nidurstada hans var ad
ummal jardar vaeri 250.000 =+ 10.000 skeid. Skeidid er lengdarmaelieining sem notud var { Grikklandi til
forna og eitt skeid samsvarar 158 m. Setjid fram nidurst6ou Eratospenesar dsamt évissu me0 einingunni
km og segid til um hvort rétt gildi & ummali jardar, 40.075 km, sé innan évissumarkanna.

Halldér Kiljan Laxness er a0 velta fyrir sér hversu mérgum békum hann geti komid fyrir { sundlauginni
sinni vid Gljifrastein. Rimmal einnar békar er Vg = 1270 & 50 cm? en rdmmaél sundlaugarinnar er
Viaug = Ibd bar sem | = 10,0 £0,1m er lengd, b = 4,5 £0,1m er breidd og d = 2,1+ 0,1m er dypt
sundlaugarinnar. Hversu morgum bokum kemur skéldio fyrir { sundlauginni sinni?

Rétthyrnd jarnplata meelist 330 £ 4mm 4 lengd og 170 + 2mm & breidd.

(a) Reiknid ummaél plétunnar med 6vissu og skraio med réttum fjolda markverdra stafa.

(b) Reiknid flatarmél plétunnar med évissu og skrdid meo réttum fjolda markverora stafa.

Sivalningur hefur lengd ¢ = 22,0 £ 0,5cm, geisla r = 2,5+ 0,1 cm og massa m = 3500 £5g. Finnid
eOlismassa sivalingsins med évissu.

Hafd{s var a0 hita m = 100 + 2 g af vatni. Upphafshitastig vatnsins var 77 = 7,3 £ 0,2 °C en lokahitastig
bess er T, = 85,0 £ 0,2°C. Edlisvarmi vatns er cy,en = 4,186 kJ/kg°C. Notid jofnuna Q = cyatnmAT
til pess a0 finna hversu mikinn varma @ 4+ AQ hun purfti til pess a hita vatnid. Skrdid svarid meo
ovissu og réttum fjolda markverdra stafa.

Bergljét vaknar 4 ékunnuglegum stad. Hun dregur pvi pa alyktun ad henni hafi verid reent af geimver-
um. Bergljot er vel undirbuin fyrir slikar adstaedur og hefur pvi avallt med sér gorm med gormstudul
k. Hun festir massa m = 5,0 + 0,1 kg vi0 gorminn og leetur hann sveiflast 1 160rétta stefnu. Huin veit
ad 4 jordinni gildir a0 k = 47r2% par sem T er umferdartimi sveiflunnar.

(a) Bergljét meelir umferoartima sveiflunnar sem 7' = 3,0 £ 0,5s. Reiknid gormstudulinn med 6vissu
og skraid nidurstéduna med Ovissu og réttum fjolda markverdra stafa.

(b) Bergljét hefur meelt gormstuoul gormsins { tilraunastofunni sinni heima og veit ad gormurinn
hennar hefur gormstudulinn 30 & 2N/m. Syna maelingar Bergljétar fram & ad henni hafi verid
reent af geimverum?

Pegar tvo vidnam R; og Rs eru hlidtengd nytur heildarvionamio, Ryeiq, 1 rasinni eftirfarandi jofnu:

L1
Rheita 1 R

Latum ni Ry =254+ 0,5Q og Ry = 17,8 +0,58. Hvert er pa heildarvidonamio, Rpejq 1 rasinni?

Fraeg er sagan af Arkimedesi og krinu Hiero II Syraktusukonungs. Hiero hafdi fengio gullsmid nokkurn
til pess ad smida kéronu handa sér. En faskarinn blandaoi silfri i blonduna og hélt eftir hluta gulls-
ins. Utaf undarlegri 16gun kérénunnar reyndist erfitt ad meela raimmal hennar (og par med edlismassa
hennar). Pao0 var ekki fyrr en Arkimedes uppgotvadi sniduga leid til bess ad maela rimmaél éreglulegra
hluta meo pvi ad s6kkva peim { vatn sem pad komst upp um svikahrappinn. Sagan segir a0 Arkimedes
hafi eftir uppgdétvunina hlaupid nakinn um streeti Syrakiusu og Oskrad: ,Eureka!” sem & forngrisku
merkir ,,Eg hef fundid”. Edlismassi gulls er peunl = 19,30 £ 0,01 g/cm?® en edlismassi volframs (einnig
nefnt pungsteinn) er pyolfram = 19,25 £ 0,01 g/cm3. Vegna bess hve litlu munar 4 edlisbyngd malm-
anna tiokast pad { dag a0 fuskarar komi fyrir volfram inni i gullstongum. Ein gullsténg vegur undir
venjulegum kringumstaedum 1000 £ 1g. Segjum ad 1g af gulli kosti 8514kr & medan 1g af volfram
kosti 48 kr. Hversu mikid geta fuskrarnir greett & pvi a0 skipta Ut volframi fyrir gull per sténg? Gerum
rad fyrir a0 peir séu sniougir og reyni ad halda edlismassa blondunnar innan évissumarka gullsins.



Kafli 3

Gangfraedi

Helsta markmid aflfreedinnar er ad dkvarda stadsetningu hluta sem fall af tima. A sidari hluta 19. aldar
4 William Thomson (einnig bekktur sem Lord Kelvin) a0 hafa sagt a0 bad veeri ekkert eftir til bess ad
uppgotva 1 edlisfreedi lengur. Pad eina sem edlisfreedingar settu eftir 6gert veeri ad reikna fleiri aukastafi med
betri maeliteekjum og nalgunum. Honum skjatladist sem betur fer hrapalegal

3.1 Stada, hradi og hrédun

Vio skulum byrja & pvi a0 tala um einvida hreyfingu. Pa0 er mikilveegt ad nefna ad pad er alltaf hegt ad
snia hnitakerfinu pannig ad hreyfing hlutarins sé adeins { eina vidd.

Skilgreining 3.1. Litum & hlut sem hreyfist { einni vidd. Stadsetning hlutarins er taknud med s.
Vid skrifum stundum s(t) til pess a0 taka fram ad stadsetningin s sé fall af tima, ¢. Vid notum idulega
rithattinn sy til pess ad tdkna upphafsstadsetningu hlutarins. Feersla hlutarins fra stadsetningu
s1 til s er tdknud med As = s9 — s7.

Takid eftir ad upphafsstadsetningin er mioud vio timann par sem vio byrjum melingu. Okkur er frjalst ad
stilla klukkurnar okkar pannig ad hin synir upphafstimann sem ¢y = 0 pegar hluturinn er i upphafsstadsetn-
ingu sinni. Pad er mjog hentugt par sem ad vid héfum einungis dhuga & breytingu i tima, p.e.a.s. At =t —ty,
en pa med pvi ad velja tg = 0 b4 hofum vio a0 At = t¢.

Okkur er pvi baedi frjdlst ad stilla klukkurnar okkar & ¢ = 0 og ad velja hnitakerfid okkar pannig ad sg = 0.

Pegar vid hugsum um ordid hradi, pa tengjum vid pad idulega vid upplifuna okkar af pvi i daglegu tali sem er
oftast 1 tengslum vid bila og 6nnur fararteeki, t.d rafmagnshlaupahjélin fra Hopp. Vid hugsum um pad sem
mealikvarda & pad hversu fljét vid erum 4 milli tveggja stada s, og sp. Ef vid keyrum hratt pa komumst vid
fljétt & stadinn! Pad sem félk gleymir a0 taka inn i reikninginn er ad pad skiptir lika gridarlega miklu mali
hvort a0 vid séum ad breyta hradanum okkar & leidinni. Vid erum til deemis mjog lengi ad hlaupa marapon
ef vio tokum okkur tveggja tima lir { midju hlaupi. Breyting i hrada nefnist hrooun. Ef engin hrédun verkar
4 fararteekio ba t6lum vid um ad pad ferdist med jéfnum hrada. Ef vid keyrum med jofnum hrada 90 km /klst
ba er audvelt ad deetla hversu lengi vid erum & leidinni til Selfossar sem er i 60 km fjarleegd. Pad er bvi
edlilegt a0 skilgreina (sérstaklega midad vio einingarnar)

Skilgreining 3.2. Litum & hlut sem ferdast fra upphafsstadsetningu sg til s; 4 tima ¢t. Medalhradi
hlutarins, v,,, er ba skilgreindur pannig ao:

s1—89 As
Uy 1= = —.
" t At

20



Hinsvegar ba keyrum vid ekki alltaf med jofnum hrada. Pvi midur virkar umferdin ekki nema a0 sumir
stoppi stundum & raudu ljosi. Pess vegna er skilgreining ad ofan ekkert sérlega g6d. Til pbess a0 betrumbaeta
hana b4 getum vid skodad medalhradan & styttri timabilum. Pegar timabilid At verdur 6rlitid (og par med
lika vegalengdin As) ba faum vid bad sem kallast augnablikshraoi hlutarins, sem er pad sem vio kollum
einfaldlega hrada hlutarins. Pad er hradinn sem bid sjdid i meelabordi bilsins. Til pess a0 tutskyra petta
nanar skulum vio kynna tvo afar hentug tél, p.e.a.s. stodu-tima grafio og hrada-tima grafio.

S A voA

Vo
S A -
0 ) »
t=0 t t=0 t

Mynd 3.1: Hér ma sja vinstra meginn stoou sem fall af tima og haegra meginn hrada sem fall af tima.

A stédu-tima grafinu pa teiknum vid stodu hlutar, s, sem fall af tima ¢t. Vid teiknum pad oft pannig ad
so =0 vid t = 0 eins og sést 4 mynd ?? hér ad ofan. A hrada-tima grafinu pa teiknum vid hrada hlutarins, v,
sem fall af tima t. Vio getum hinsvegar ekki eins audveldlega skilgreint upphafshradann vy pannig a0 hann
sé null (bad er samt heegt en ba purfum vio ad tala um afsteda hreyfingu!). Deemi um slikt graf m4 sjé 4
mynd ?7? hér a0 ofan.

s A 5 A
S5
Sq
53
52
S1

t, t t t t
t=0 " 0 1 2 3 4 ts .
(a) A pessu stédu-tima grafi taknar rauda linan (b) Til ad f4 ndkveemara mat & hradann ba er
feril hlutar sem hefoi haft fastan medalhrada. heildartiminn brotinn nidur { minni timabil.

Mynd 3.2: Vinstra meginn sést munurinn 4 hlut sem ferdast med breytilegum hrada og hlut sem ferdast med
fostum hrada. Heegra meginn sést sami ferill par sem vio baett vid skiptipunktum til ad minnka timabilio.



S5
54

53

52

S1

S0 >
to tq to ts ta ts .

(a) Pvi minni timabil sem vid veljum, bvi betra
mat & raunverulegan hrada hlutarins.

5 A

ds {[TT0AT v = %

S0 D o
— >

t=20 dt "

(b) Hradinn er skilgreindur sem hallatalan { sér-
hverjum punkti & stéou-tima grafi.

Mynd 3.3: Med bvi ad stodugt minnka timabilid pa faest ndkveemara mat & punkthrada hlutarins.

Skilgreining 3.3. Vi0 skilgreinum hrada hlutar sem hallatélu snertils vid st60u-timagrafio, b.e.

Skilgreining 3.4. Vid skilgreinum hrédun hlutar sem hallatélu snertils vid hrada-timagrafid, p.e.

dv {
Vo

= >
t=0 dt t

(a) A pessu hrada-tima grafi sést baedi augna-
blikshrédunin a og medalhrédunin a,.

voA

Vo

to

Asz/vdt

t1

tl t2

»
>
t

(b) Flatarm4lid undir hrada-tima ferlinum jafn-
gildir breytingu { st6ou hlutarins.

Mynd 3.4: Vinstri: Augnablikshrédun/medalhrédun. Heegri: Samsvorun flatarmals undir ferli vio faerslu.

Logmal 3.5. Flatarmalio undir ferli hrada-tima grafsins jafngildir faerslunni.




3.2 Usain Bolt

Pio kannist eflaust vid pad a0 Usain Bolt sé fljétasti madur heims. Til pess a0 skyra stéou-tima og hrada-tima

grofin nanar pé mé sjd gogn sem lysa hlaupi hans 4 Olympiuleikunum i Beijing 4rid 2008 hér fyrir nedan. I

myndbandsupptokum af hlaupinu pa sést hvernig Usain Bolt heegir 4 sér sidustu 20 m hlaupsins. Pad sést
einnig greinilega 4 hrada-tima grafinu hér fyrir nedan. Margir hafa velt fyrir sér hversu hratt hann hefoi

getad hlaupid ef hann hefdi ekki heegt 4 sér sidustu metrana i pvi hlaupi.

Vegalengd [m] | Timi [s]

5.0£0.5 1.10£0.01
10.0£0.5 1.85£0.01
20.0£0.5 2.87+0.01
34.0+04 4.00+£0.01
41.3+£0.5 4.50 £ 0.01
52.1+0.5 5.40 £0.01
55.9£0.5 5.80 £0.01
61.5£0.5 6.20 £ 0.01
64.8+0.4 6.50 = 0.01
69.6 £0.2 6.90 £+ 0.01
73.3+£0.2 7.30 £ 0.01
81.7+0.2 8.00 £ 0.01
85.6 £0.2 8.30 £0.01
89.2£0.2 8.60 = 0.01
91.3+0.2 8.80 £ 0.01
98.6 = 0.2 9.40 £ 0.01
100.0£0.1 9.69 £ 0.01

Tafla 3.1: Tafla med maelingum Bolts.

Medalhradi [m/s] | Timi [s]
4.54 1.10
5.40 1.85
10.0 3.78
11.5 4.65
11.8 5.50
12.2 6.32
12.2 7.14
12.2 7.96
12.0 8.79
11.1 9.69

Tafla 3.3: Melingar 4 medalhrada Bolts.

100

80

60

Feersla [m]

40

20

Feersla sem fall af tima

4 6 8 10
Timi [s]

Tafla 3.2: Graf sem synir st6du Bolts sem fall af tima.

Hradi [m/s]

Hradi sem fall af tima

4 6 8 10
Timi [s]

Tafla 3.4: Graf sem synir medalhrada Bolts sem fall af tima.



3.3 Fost hrooun og stodujofnurnar

Vi0 skulum nina skoda sértilfellio pegar hrodun hlutarins, a, er fost. Pid gaetud haldio ad pad veeri afskaplega
6ahugavert tilvik, en pbad er afskaplega mikilvaegt. Til deemis er pyngdarhrédun jardar, g = 9,82 m/s?, fost.
Helsti kosturinn vid ad skoda fasta hréoun er ad pad einfaldar 16gun hrada-tima grafsins afskaplega mikid og
bad samanstendur adeins af beinum linum (sem bydir ad paod er audvelt ad reikna flatarmélio undir ferlinum).

v A
vA
|
|
|
P 0 +—a(t2—t1)2:
v=20 1 . >
t 2
—§(lt12 1 t
Vo
>
_ t
t=0 (b) Hrada-tima graf med neikvaedan upphafs-
(a) Hrada-tima graf hlutar sem ferdast med hrada vy og fasta hrédun a.

fastri hréoun a.

Mynd 3.5: Hrada-tima grof med fastri hréoun a.

Logmal 3.6. Litum & hlut sem er upphaflega staddur { sg og hefur upphafshrada vy. Gerum rao fyrir
a0 hluturinn verdi fyrir fastri hréoun a. Latum s tdkna stéou hlutarins og v tdkna hrada hlutarins
eftir timann ¢t. P4 gilda stédujofnurnar:

(i) v=wo+ at.
ii) s = sg + vot + Lat?.
2

(iii) 2aAs =v? — v}

Utleidsla: Med mynd 3.5a { huga b4 athugum vid ad:

(i) Par sem hrodunin er fost er hin jofn medalhr6ouninni, b.e.a.s. a = % en pad pydir einmitt ad

Av = a/At sem er pad sama og ad segja ad v — vy = at, p.e. v = vy + at.

(ii) Meo 16gmél 3.5 { huga béa hefjumst vid handa vid ad reikna flatarmalid undir hrada-tima grafinu. Vio
tokum fyrst eftir ferhyrningnum & mynd 3.5a sem hefur haedina vy og breiddina ¢ og hefur pvi flatarmalio
vot. Hinsvegar tokum vid eftir prihyrningnum & mynd 3.5a sem hefur haedina at samkvaemt st6dujéfnu
(i) hér & undan og breiddinna ¢. En bar med er flatarmal prihyrningsins gefid me0 %(at)t = %atQ.
Heildarflatarmalid er pvi einmitt:

1
As = vot + iatz.

(iii) Samkvaemt stooujofnu (i) hofum vid a0 ¢ = “=*2. Vid stingum bvi inn 1 st6dujofnu (ii) og faum:

2
U—U0)+1a vV — Vg _'UUO_’U()2 f_vvo 1}02_1)2—1)02
5 = — - — — _—

a a 2a a 2a 2a

1
As = vot + §at2 = (

Med pvi ad margfalda i gegn med 2a faum vid einmitt ad 2aAs = v2 — vy2. O



3.4 Daemi

Daemi 3.1.

Daemi 3.2.

Daemi 3.3.

Daemi 3.4.

Daemi 3.5.

Daemi 3.6.

Daemi 3.7.

Daemi 3.8.

Hradi

Okumenn burfa ad geeta ad priggja sekiindna reglunni til ad tryggja neaegilegt bil 4 milli bila { umferdinni.
Bill keyrir 4 90 km /klst. Hversu langa vegalengd ferdast hann 4 premur sekindum?

Vegalengdin fra Reykjavik til Leifsstodvar er rimir 50 km. Anna og Baldur eru { kapphlaupi. Anna
keyrir 4 16glegum hédmarkshrada, 90 km/klst 4 medan Baldur keyrir éloglega 4 100 km /klst. Ef Anna
og Baldur leggja af stad 4 sama tima fra Reykjavik, hversu miklum tima munar & pvi hvenaer pau koma
fram & afangastadinn?

Heidléan er farfugl sem kemur til Islands { lok mars eftir vetrarsetu { Bretlan(}seyjum. Hun getur flogio
med allt ad 80 km /klst medalhrada. Ef vegalengdin fra Bretlandseyjum til Islands er ramir 1500 km,
hversu langan tima tekur pad heidléuna ao fljiga til Islands?

Medalfjarleegdin milli jardarinnar og sélarinnar er 1 AU = 1,50 - 10'' m. Timinn sem pad tekur jérdina
a0 fara einn hring { kringum solina er eitt ar. Hver er medalhradi jardarinnar & braut sinni um sélina?

Lilja sér blossa fra flugeldi og heyrir hvellinn 3,00s sidar. Hve langt fré flugeldinum stendur Jéhanna
ef hlj60hradinn er vhjjss = 343 m/s?

Jormunrekur er maettur { Keiluhollina 1 Egilsholl. Keilubrautirnar par eru 18,3 m langar. Jormunrekur
hendir kulunni sinni pannig a0 hin rennur eftir brautinni med féstum hrada. Hann heyrir kdaluna skella
4 keilunum 2,80 s eftir a0 hann kastadi kilunni. Hver var hraoi keilukilunnar?

Tveer jarnbrautalestir ndlgast 60fluga 4 sdmu lestarteinunum. Badar lestirnar eru ad ferdast med jéfnum
hrada, 155 km/klst. Vegalengdin 4 milli lestanna er til ad byrja med 8,5km. Hversu langur timi mun
lida par til ad lestarnar skella saman?

v =
155 km/h

v =
155 km/h

Mynd 3.6: Mynd af lestunum tveim.

Bill sem ferdast med jofnum hrada 95 km /klst tekur fram dr flutningalest sem ferdast meo jéfnum hrada
75km/klst. Flutningalestin er 1,30 km ad lengd.

(a) Hversu langan tima tekur bad bilinn a0 taka fram dr lestinni?

(b) Hversu langa vegalengd hefur billinn ferdast 4 peim tima?

[« 1.30 km "

v =75 km/h

: ¥ = 95 km/h

Mynd 3.7: Mynd af bilnum og lestinni.



Daemi 3.9.

Daemi 3.10.

Daemi 3.11.

Daemi 3.12.

Daemi 3.13.

Daemi 3.14.

Daemi 3.15.

Daemi 3.16.

Daemi 3.17.

Daemi 3.18.

Daemi 3.19.

Hrooun

Formulubill Lewis Hamiltons getur tekio af stad tr kyrrst6du og ndd 200 km/klst 4 4,4s.

(a) Hver er medalhrédun bilsins & beim tima?

(b) Metid vegalengdina sem hann ferdast & beim tima.

Bill keyrir med 50 km/klst hrada pegar hann kemur inn { gbtu par sem hdmarkshradinn er 30 ki /klst.
Hann hemlar { 3,6 til a0 heegja 4 sér. Hver var medalhréoun bilsins & peim tima?

Usain Bolt tekur af stad ur kyrrstédu og neer 12,2m/s hrada 4 5,68s. Hver var medalhrooun Bolts?

Stodujofnurnar

Bill breytir hrada sinum ur 14m/s { 21 m/s 4 6,0 s. Hver var medalhrédun bilsins 4 beim tima? Hversu
langa vegalengd ferdadist billinn & peim tima?

Einkaflugvél Jeff Bezos barf a0 nd 35m/s hraoa til ad geta tekio 4 loft. Hversu long barf flugbrautin
a0 vera ef medalhrédun flugvélarinnar er 3,0 m/s%?

Pyngdarhrédun jardar er g = 9,82m/s%. Kottur nokkur dettpr fram af sv6lum & pridju haed og lendir
4 jordinni 1,1s sidar. Kétturinn lifir af fallid sem betur fer! Ur hversu mikilli haeo féll kétturinn?

Heesta bygging { heimi er Burj Khalifa turnin sem er stadsettur i Dubai { Sameinudu arabisku fursta-
deemunum. Hann er 830 m & haed. Hugsum okkur manneskju sem fellur fram af toppi turnsins. Hversu
langur timi lidur par til ad manneskjan lendir & jérdinni? Hver veeri hradi manneskjunnar rétt adur en
hiin skellur & joroinni og upplifir voveiflegan dauddaga sinn?

I 6kuskéla 3 er félk stundum fengid til pess ad naudhemla 4 80 km/klst hrada. Mesta hemlunarhrédun
sem ad Skumadur getur haldid stjérn 4 bilnum vid er um bad bil 6,0m/s?. Hver er minnsta vegalengdin
sem bilinn ferdast par til 6kumadurinn neer ad stédva bilinn &n pess b6 ad missa stjorn 4 honum?

Sigga litla er braogafuo og eetlar ad meela dyptina & brunninum { sveitinni sinni med snidugri adferd. Hin
sleppir stein ofan i brunninn og heyrir hann lenda 1 vatninu eftir 1,3s. Hversu djupur er brunnurinn?

Sigga og Magga eru a0 taka patt i Maraponhlaupi. Pegar Sigga er 22m fra endamarkinu er hraoi
hennar 5,0m/s. Magga er 5,0m fyrir aftan Siggu og hleypur med hrada 4,0 m/s. Sigga telur sigurinn
vera i hofn og byrjar ad heegja 4 sér med fastri hrédun —0,40 m/s? par til hin kemur { mark. Magga
sér sér leik & boroi og dkvedur ad gefa i sidustu metrana. Hver parf hrodun Moggu ad vera restina af
hlaupinu til pess a0 peer komi jafnar i mark?

Mary Sally

4.0 m/s 5.0m/s
i 3
‘_r
| |
«—5.0m— |

| |
[ 22m |

Mynd 3.8: Sidustu metrarnir { maraponhlaupinu.

Lalli leynilogreglumadur ferdast i bil med upphafshrada 95km/klst pegar 6kunidingur nokkur tekur
fram tr honum & 135 km/klst. Ndkvaemlega 1,00s eftir ad dkunidingurinn tekur fram dr Lalla byrjar
Lalli ad gefa { og eykur hradann sinn med jafnri hrédun a = 2,60 m/s%. Hversu langur timi lidur par
til a0 Lalli neer 6kunidingnum ef ckunidingurinn heldur jéfnum hrada?



Stodu-tima og hrada-tima grof
Dzemi 3.20. Litum & stodu-tima grafid hér fyrir nedan 4 mynd 3.9. 1
hvada punktum
(a) Var hraoi hlutarins mestur?
(b) Var hluturinn ad ferdast til vinstri?
(c) Var hluturinn ad auka hrada sinn?

(d) Var hluturinn ad snia vio?

Dami 3.21. Litum & hrada-tima grafid hér fyrir nedan 4 mynd 3.10.
I hvada punktum

(a) Er hluturinn ad auka hrada sinn?
(b) Er hluturinn ad haegja 4 sér?
(c) Er hluturinn ad ferdast til vinstri?

(d) Er hluturinn ad ferdast til heegri?

Daemi 3.22. Litum 4 eftirfarandi graf sem fengio er ar hlaupaforritinu
Runkeeper. A larétta &s grafsins ma greina km fjolda
hlaupsins. A 16drétta dsnum mé greina hrada hlauparans
i einungunum sem samsvara pvi hversu fljétur hann veeri
ad hlaupa 1km ef hann héldi peim hrada. Gréa linan
taknar medalhrada hlauparans.

(a) Hver var medalhradi hlauparans { m/s?
(b) Hver var mesti hradi hlauparans { hlaupinu?

(c) Hver var minnsti hradi hlauparans { hlaupinu?

Daemi 3.23. Litum 4 hrada-tima grafio & mynd 3.12 sem synir hrada
jarnbrautalestar sem fall af tima, ¢.

(a) A hvada tima var hradi lestarinnar mestur?

(b) Feroaoist lestin einhvern timann me0 jofnum hrada?
(c) Feroaoist lestin einhvern timann med jafnri hrédun?
(d) Vid hvada tima var hrédun lestarinnar mest?

(e) Hversu langa vegalengd ferdadist lestin?

Mynd 3.9: Stada, x, sem fall af tima, ¢.

Mynd 3.10: Hradi, v,, sem fall af tima, ¢.

05:09
04:57
04:45
04:33

04:22

Mynd 3.11: Hrada-st60u graf hlauparans.

v(m/s)
o
=]

N
J/
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

r(s)

Mynd 3.12: Hrada-tima graf lestarinnar.



Daemi 3.24.

Daemi 3.25.

Daemi 3.26.

Daemi 3.27.

Daemi 3.28.

Daemi 3.29.

Daemi 3.30.

Daemi 3.31.

Gomul préfdaemi

Ef bolta veeri sleppt bannig ad hann myndi falla nidur ad eilifu med fastri hrooun, g = 9,82m/s? pa
myndi hann 4 einhverjum timapunkti né ljéshrada, ¢ = 3,00 - 10% m/s.

(a) Hversu margar sekindur myndi pao taka boltann ad né ljéshrada?
(b) Hversu marga daga myndi pad taka boltann ad nd ljéshrada?
(c) Hversu langa vegalengd hefdi boltinn fallid b4?

Sigurlaug er ad bruna nidur Kringlumyrarbrautina 4 100 km/klst begar hin sér gamla konu 4 veginum
50,0 m fyrir framan sig. Hn naudhemlar med fastri hréoun a = —7,80m/s% { von um ad na ad bjarga
géomlu konunni. Hversu langt fer Sigurlaug 4dur en hin neer ad stéova bilinn? Neer hin ad bjarga
gdébmlu konunni?

Vilbert vorubilstjori keyrir 4 hradanum 16 m/s nidur Svioholtsvor. Skyndilega verour hann var vio
Leif litla sem er a0 byrja ad fara yfir gangbraut & hlaupahjélinu sinu med hradanum 1,6 m/s. Vilbert
er { 20m fjarleegd pegar hann byrjar ad hemla med hroduninni —6,2m/s? { von um ad Leifur néi ad
forda sér undan vorubilnum i teeka ti0. Breidd vorubilsins er 2,5 m. Neer Leifur litli ad forda sér undan
vorubilnum ef hann heldur sama hrada?

Geimflaug er skotid upp { loftid. Pegar geimflaugin hefur ndd hradanum 200 m/s er pad { 5,0 km haed.
P4 attar Neil Armstrong sig 4 pvi a0 hann gleymdi geimbiningnum sinum heima. Hann stekkur pvi
ar geimflauginni til pess ad saekja buninginn. Honum til mikillar undrunar byrjar hann ekki ad detta
niour alveg strax. Hann fer fyrst upp med sama hrada og geimflaugin svo haegist & honum sméatt og
smatt par til hann stoppar um stund og fellur svo til jardar med pyngdarhréduninni g.

(a) Finnid timann ¢ sem lidur 4dur en hann byrjar ad detta nidur.

(b) Finnid spyax > 5000m sem lysir hversu hatt hann kemst 40ur en hann byrjar ad detta.

Lambert loftbelgskéngur hefur gaman ad pvi ad fljiga um fronsku héloftin. Hann tekur sér
matarpdsu { 800 m haed. Skyndilega rekur fugl gogginn { loftbelginn (sem er kyrr) og gerir gat 4
hann. Loftbelgurinn byrjar b4 ad hrapa med 160réttri hrodun 2,4 m/s%. Hunsid loftmétsstodu.

(a) Hversu langur timi mun 1ida bar til ad loftbelgurinn skellur & jordinni?

(b) Lambert neer hinsvegar ad loka fyrir gatid med baguette tr matarkorfunni sinni eftir ad
hafa hrapad i 10s. P& er hann { 680 m haed og hefur hradann 24m/s nidur & vid. Eftir
ad gatinu er lokad fezer loftbelgurinn hrédun 1,3 m/s? upp & vid. Hver verdur minnsta hzed
loftbelgsins yfir jorou?

Herdis situr vio glugga uppi 4 3. heed. Huan er ad leika sér med litla malmkialu. Hun hendir kdlunni
upp { loft med hradanum 2,0m/s og gripur hana aftur.
(a) Hversu hatt upp fer kilan?

(b) Nu tapar Herdis athyglinni eitt augnablik og missir af kdlunni svo hun fellur alla leid nidur 4
stétt. Kulan lendir & stéttinni 1,4 s sekindum eftir ad Herdis sleppir henni. Hversu hatt uppi er
glugginn?

Litum & hlut sem ferdast med fastri hrédun a. Latum upphafshrada hlutarins vera gefinn med vy og
latum lokahrada hans vera gefinn med v. Synio med skilgreiningu 4 medalhrada, v,,, ad v, = “*%

Vagn med massa m = 0,65 kg stendur & braut sem hallar um horn 8 mioad vid larétt. Hann byrjar ad
renna nidur 2,4 m langa brautina tr kyrrstodu { heedinni 0,63 m. Timinn sem betta tekur meelist 1,45s.

(a) Finnid meoalhrada vagnsins, v,,, 4 leidinni nidur.

(b) Finnid lokahrada vagnsins & leid sinni nidur brautina.



Daemi 3.32.

Daemi 3.33.

Daemi 3.34.

Daemi 3.35.

Daemi 3.36.

Daemi 3.37.

Daemi 3.38.
Daemi 3.39.

Daemi 3.40.
Daemi 3.41.

Daemin sem 5.Y samdi

(Elisa, Eva og Hildur) Lalli er { teygjustokki sem er 50m. Hann leetur sig falla beint nidur meo
hréoun g = 9,82 m/s2.

(a) Hver er hradi Lalla rétt 40ur en hann er kominn nidur?

(b) Hvad tekur pad langan tima ad komast nidur?

(Adalheidur og David Poér) Eiffel turninn er 324m & haed. Ef bu letur bolta detta af toppnum,
hver er hradi boltans rétt 40ur en hann skellur & jordina?

(Egill og David Freyr) David og Egill eru { listflugi { 12,8 km haed en allt { einu dettur David tr
vélinni. Ad 5s lionum fattar Egill ad Davio datt og ba steypir hann vélinni beint nidur med hrada 52m/s
(og med somu hréoun og David). Naer Egill ad gripa David 40ur enn hann verdur ad pénnukoku? Eftir
hversu langan tima ef svo er?

(Kristjan og Oddur) Jordin er hnottétt. Pao leggja tveer flugvélar af stad og eru i 36,3 km heed.
Flugvélar A og B fljiga af stad fra Ecuador og fljiga medfram miobaug jardar austur. Jordin snyst
1600 km /klst. Flugvél A fljgur 4 800 km/klst en flugvél B 4 750 km /klst.

(a) Eftir hve marga kilémetra hringar flugvél A flugvél B?
(b) Yfir hvada lengdarbaug hringar flugvél A flugvél B?

Daemin sem 5.X samdi
(Maria, Ylja, Sandra og Ingibjorg) Siggi litli er biinn a0 eyda allri asevi sinni { ad grafa holu {
gegnum jordina. Gummi stéri stendur hinum megin & jordinni og bidur eftir floskuskeyti fra Sigga.

(a) Hversu hratt fer flsskuskeytio { gegnum jordina midad vio ad g = 9,82m/s?
(b) Hvad er floskuskeytid lengi & leidinni til Gumma?

(Stefan, Benedikt, Einar Atli) Stefin er ad verda seinn 4 sefingu. Hann keyrir 4 200 km /klst. Hann
parf a0 keyra 366,3 km til a0 komast 4 lasertag sfingu. Pegar hann a4 69 km eftir 4 Afangastad fattar
hann ad pad er bara korter 1 &finguna. Hvad parf hr6dunin ad vera mikil til a0 hann nai sfingunni?

(Stefan, Benedikt, Einar Atli) Hversu margar pingpong ktlur keemust fyrir inni { tunglinu.

(Haraldur, Hjortur, Olafur) Hjortur byrjar med 2000 m forskot & Toyota Corola. Haraldur er &
Golf R og beir byrja 4 sama tima. Haraldur kemst frd 0 km /klst upp { 240 km /klst 4 8 s. Hjortur kemst
fra Okm/klst upp { 140km/klst 4 25s. Hversu lengi er Haraldur a0 nd Hirti & beinni braut.

(Alex, Jovan og Bergur) Hversu morg sdrefnisatém eru { himinhvolfinu?

(Gisli, Einar Skuli) Hallgrimskirkja er mjog stor en b6 ekki jafnstor og Esjan. Hversu morg skdkpeo
keemust inn i Esjuna ef hin veeri hol a0 innan?



Kafli 4

Orka, skriopungi og vardveislulogmal

I pessum kafla munum vid kynna til ségunnar tvé helstu vardveislulogmal edlisfraedinnar, annars vegar
orkuvardveislu og hinsvegar skridpungavardveislu. Til pess a0 skilja pessi hugtok almennilega verdum vid
fyrst a0 skilja hvad pad pyoir a0 steerd sé vardveitt:

Skilgreining 4.1. Vi0 segjum ad steerd sé vardveitt ef hin tekur sama gildi fyrir alla tima ¢.

Vardveittar steerdir eru eitt af lykilhugtokunum i edlisfreedi en peer reynast hafa afar djipstaed tengsl vid
samhverfur. Hugmyndin er upprunalega komin fr4 Emmy Noether, en hin var einn feerasti steerofreedingur
tuttugustu aldarinnar. Albert Einstein skrifadi i New York Times pegar hann frétti andlat hennar:

»In the judgment of the most competent living mathematicians, Frdulein Noether was the most
significant creative mathematical genius thus far produced since the higher education of women
began. In the realm of algebra, in which the most gifted mathematicians have been busy for
centuries, she discovered, methods which have proved of enormous importance in the development
of the present-day younger generation of mathematicians.“

- Albert Einstein
En Albert Einstein atti Emmy Noether einmitt mikid a0 launa pvi &n hennar hefdi almenna afsteediskenningin

aldrei 1itid dagsins 1j6s pvi hin byggir & setningum Noethers um djupstae0 tengsl samhverfu vid varoveislu-
16gmal edlisfraedinnar.

4.1 Hreyfiorka og stoduorka

Skilgreining 4.2. Litum & hlut med massa m og hrada v. Hreyfiorka hlutarins, K, er staerdin:

2

K = —mv~.
2
Vid tékum eftir pvi ad einingar hreyfiorku eru gefnar med: [K| = [3mv?] = [m]-[v]? = kg(m/s)? = kgm?/s%.
Pessi steerd hefur fengio nafnid Joule og er tdknud med J = kgm?/s2.

Skilgreining 4.3. Litum & hlut med massa m 1 pyngdarsvidi med pyngdarhréoun, g, sem er staddur
i haed h. Stoduorka hlutarins, U, er steerdin:

U = mgh.

Einingar stéouorkunnar eru gefnar med: [U] = [mgh] = [m] - [g] - [h] = kg - m/s? - m = kgm?/s? = J.

30



Yo
Lo o
v K= 5™ U = mgh h
(a) Hreyfiorka bils med massa m sem keyrir med (b) Stoduorka bolta med massa m sem er staddur {
hradanum v. haed h { pyngdarsvidi med pyngdarhrédun g.

Mynd 4.1: Myndreen skilgreining & hreyfiorku og stéduorku.

Logmal 4.4. Litum & hlut med massa m i frjalsu falli { pyngdarsvidi med pyngdarhrédun g. Gerum
ra0 fyrir ad engin loftmotstada verki & hlutinn. Latum v tdkna hrada hlutarins og latum A tékna heed
hlutarins sem fall af tima ¢. P4 er staerdin:

1
E:K—&—U:iva—i—mgh,

varoveitt staerd sem nefnist heildarorka eda einfaldlega orka hlutarins.

Utleidsla: Vid skulum hafa mynd 6.1 { huga { pessari ttleidslu. Segjum sem svo ad upphafshradi hlutarins
sé vy og a0 4 peim tima sé hann staddur i haed hg. Vio héfum bpa samkveemt timadhadu stédujéfnunni ad:

—2g(h — hg) = v? — vp*.

En bad byoir einmitt ad v? = vy? — 2g(h — hg) svo vio faum:

1 1 1
FE = imUQ + mgh = §m (1102 —2g(h — ho)) + mgh = §mv02 + mgho = FEjp.
En bad synir einmitt ad, heildarorkan, £ = K + U, er 6h4d tima og pvi vardveitt. O
4o
m
g
Vo

ho

\

Mynd 4.2: Hlutur med massa m sem fer ur haed hg i hed h i pyngdarsvioi med pyngdarhréoun g.

Ef orkan er vardveitt { kerfinu sem vid erum ad skoda (hun er ekki endilega alltaf vardveitt { 6llum beim
kerfum sem vid skodum) ba skrifum vio einnig:

Efyrir = Leftir-



4.2 Arekstrar

Til pess a0 tala um areksta pa er gott ad kynna til sogunnar hugtakid um skridpunga:

Skilgreining 4.5. Litum & hlut med massa m og hrada v. Skridpungi hlutarins, p, er steerdin

p=muv.
Vid tokum eftir pvi ad einingar skridpunga eru gefnar med [p] = [mv] = [m] - [v] = kgm/s. Vid tékum einnig
eftir pvi a0 vid hofum:
K=-mv?= il = ﬁ
2 2m  2m’

Med mynd 4.3 i huga skulum vid setja fram naesta vardveislulogmal:

Logmal 4.6. Litum & tvo hluti, annan med massa m; og upphafshrada v;, hinn med massa mso og
upphafshrada vs. Gerum rad fyrir pvi ad beir lendi 1 arekstri vio hvorn annann. P& gildir:

miv1 + MoV = MUl + MaUs

pbar sem w; er hradi massans m, eftir areksturinn og wuy er hradi massans msy eftir dreksturinn.

Utleidsla: Vid frestum formlegri ttleidslu par til { kafla 6. Sannreyna ma 16gmalid med tilraun! O
vy
; ha ; : ; u1 ; ;
(a) Fyrir dreksturinn ) Eftir dreksturinn

Mynd 4.3: Arekstur tveggja bila fyrir og eftir areksturinn.

Ef skridopunginn er varoveittur { kerfinu sem vid erum ad skoda (hann er ekki endilega alltaf vardveittur {
6llum peim kerfum sem vid skodum) pa skrifum vio einnig:

DPtyrir = Peftir

Undir venjulegum kringumstaedum glatast hluti af hreyfiorkunni { drekstrum { mismunandi paetti eins og til
deemis hljéo og varma. Pess vegna skoppar skopparabolti ekki eins hatt upp eftir hvert skopp. Vid héfum
hinsvegar eftirfarandi 16gmal:

Logmal 4.7. Orkan, W, sem losnar i arekstri er jofn breytingunni i hreyfiorku kerfisins,

W =AK = Keftir - Kfyrir-

Utleidsla: Vid frestum formlegri ttleidslu par til { kafla 6. O

Vio viljum einnig hafa einhverja leid til pess ad meta hversu skoppandi hlutir eru eda med 60rum ordum,
hversu fjadrandi.

Skilgreining 4.8. Vio0 segjum a0 arekstur tveggja eda fleiri hluta sé
(i) alfjadrandi ef hreyfiorka kerfisins er varoveitt.
(ii) 6fjadrandi ef hreyfiorka kerfisins er ekki vardveitt.

(iii) fullkomlega 6fjadrandi ef hlutirnir festast saman eftir dreksturinn.




Logmal 4.9. Litum & tvo hluti, annan med massa m; og upphafshrada vy, hinn med massa mso og
upphafshrada vs. Gerum rad fyrir pvi a0 peir lendi 1 alfjadrandi arekstri. Pa gildir ao:

V1 + U1 = v2 + us.

Utleidsla: Vid héfum samkveemt skridpungavardveislu ad:
mv1 + Mavz = MUy + Mauz,

og par sem a0 areksturinn er alfjadrandi pa héfum vid samkveemt orkuvaroveislu ao:

%mle + %m2U22 = %mluf + %mquQ.
Nt kemur smé algebrutrikk, vio athugum ao vid getum umritad orkujéfnuna sem:
%ml (Ul2 - U12) = %mQ (U22 - 022) )
og med bvi ad nota samokaregluna sjaum vio ao:
%ml (v —uy) (v +uq) = %mg (ug — va) (ug + va). (4.1)

Vid getum umritad skridpungajéfnuna sem:
mi (’Ul — Ul) = M2 (UQ — UQ) (42)
Deilum nina jofnu (4.1) med jofnu (4.2) og styttum 1t tvistinn til ad fa:

V1 + U1 = v2 + us.

Pegar vi0 tolum um arekstra pa getur verid paegilegt ad gefa peim t6lu sem lysir pvi hversu fjadrandi peir
eru, vio kynnum pvi:

Skilgreining 4.10. Vi0 skilgreinum fjadurstudul eda skoppstudull areksturs sem staerdina:

afsteedur hraoi eftir arekstur — u; — ug

~ afsteedur hradi fyrir drekstur vy — vy

Takio eftir a0 fjadurstudullinn er einingarlaus steerd. Yfirleitt gildir a0 e € [0, 1] bvi ad hlutirnir glata hluta
af hrada sinum { arekstrinum. Hinsvegar eru til efnasamsetningar pannig ad € > 1 en bad er afar sjaldgeeft.

"L()

/Ll
}LQ

o hs

h4

Mynd 4.4: Skopparabolti missir hluta af haed sinni vegna bess ad skoppstudullinn hans er laegri en 1.




4.3 Daemi

Daemi 4.1.

Daemi 4.2.

Daemi 4.3.

Daemi 4.4.

Daemi 4.5.

Daemi 4.6.

Daemi 4.7.

Daemi 4.8.

Daemi 4.9.

Orka
Bill med massann m = 650kg keyrir med hradanum v = 95 km /klst.

(a) Hver er hreyfiorka bilsins?
(b) Hver er stéduorka bilsins?

(c) Hver er heildarorka bilsins?
Prostur nokkur hefur massa 35g og flygur med hradanum 45 km /klst { 4,8 m haed.

(a) Hver er hreyfiorka prastarins?
(b) Hver er stéduorka prastarins?

(c) Hver er heildarorka brastarins?
Litum & bolta med massa m = 0,58 kg sem er sleppt tr kyrrst6ou i upphafshaed hy = 14,3 m.

(a) Hver er stéduorka boltans 40ur en honum er sleppt?

(b) Hver er heildarorka boltans?

(¢) Hver er hreyfiorka boltans pegar hann hefur fallid nidur { haed h = 7,3m?
(d) Hver er hradi boltans pegar hann er { haedinni A = 7,3 m?

Litum & mynd 4.5 hér ad nedan. Hvada kassi er med mesta hreyfiorku?

20¢g 20¢g
a [ b ———> 200 g
1 m/s 2m/s
e 2
10g 10g 0.1 m/s
¢ ——p d —d>
2m/s 1 m/s

Mynd 4.5: Nokkrir kassar.

Hjélmtyr hjdlreidamadur er 90kg. Hann hjdlar & jafnsléttu med hrada 6,0 km/klst en gefur sidan { og
nger hradanum 12 km /klst. Hversu mikil breyting vard { hreyfiorku Hjdlmtys. Hvadan kom bessi orka?

Vid stofuhita er hreyfiorka strefnissameindar, Oy, gefin med K = 6,21 - 102! J. Massi einnar réteindar
er m, = 1,67 - 10727 kg. Metid hrada strefnissameindarinnar.

Kérahnjikavirkjun er 193 m & haed. Par rennur Jokulsa & Fjollum framaf. Medalrennsli Jokulsar er
110m3/s. Metid orkuna sem heegt er ad virkja 4 einu ari.

Skidakappi nokkur rennir sér nidur Tofrateppio 1 Blafjollum. Brekkan hallar um 12° midad vid larétt.
Brekkan byrjar { 105 m haed. Hver verour hradi skidakappans begar hann kemur nidur brekkunna ef
svo gott sem enginn nuningur verkar & skidin hans? Hvao ef hornid hefdi verio 25°7

Sleda er ytt upp brekku sem hallar um 22,5° mioad vio larétt med upphafshrada v = 7,2m/s. Sledinn
neer mestri haed h 40ur en hann byrjar ad renna aftur nidur. Gerum rad fyrir ad enginn nuningur verki
a sledann. Hversu hatt kemst sledinn? Hver er hradi sledans pegar hann er btinn ad renna aftur niour?



Daemi 4.10.
Daemi 4.11.

Daemi 4.12.

Daemi 4.13.

Daemi 4.14.

Daemi 4.15.

Daemi 4.16.

Daemi 4.17.

Skridpungi
Bill med massann m = 650 kg keyrir med hradanum v = 95 km/klst. Hver er skridpungi bilsins?
Prostur nokkur hefur massa 35g og flygur med hradanum 45 km /klst. Hver er skridpungi brastarins?

Litum & mynd 4.6 hér ad nedan. Hvada kassi er med mestan skridpunga?

20g 20¢g

a ——>» b —— 200 g

1 m/s 2 m/s
e >

10g 10g 0.1 m/s

c ——>p d —>

2m/s I m/s
Mynd 4.6: Nokkrir kassar.
iy = mg =

Tveir klessubilar lenda i alfjadrandi arekstri { Skemmtigardinum { 435 kg 495 kg
Smaralind. Amelia klessir aftan 4 Berg. Heildarmassinn & klessu- P i

bil Ameliu (4samt henni) er my = 435kg og heildarmassinn 4 Up = Vg =
klessubil Bergs er mp = 455 kg. Hradi Ameliu fyrir dreksturinn er 450mis 370 m/s
va = 4,50m/s og hraodi Bergs fyrir dreksturinn er vg = 3,70 m/s. oy
Hver verdur hradi peirra eftir &rksturinn? v’

A Vg
Friobert stekkur um bord { kyrrsteedan fleka { vatni 4 hradanum 5,0 m/s. Massi Fridberts er 50 kg en
massi flekans er 200 kg. Hver verour hraoi flekans pegar Friobert er lentur & honum?

Panos stendur { vagni sem rennur med hradanum vy = 16,0m/s eftir niningslausum fleti. I vagninum
eru sex storir steinar, hver med massann my; = 88kg. Vagninn hefur massann m, = 800kg og massi
Panosar er mp = 445kg.

(a) Hver er skridpungi vagnsins dsamt innihaldi?

(b) Captain Marvel er ad reyna na Panosi og beytist ad honum med hradanum vy, = 200m/s. Panosi
dettur pad snilldarrdd i hug ad kasta steinum fra boroi til pess ad auka hradann sinn. Hvao parf
Panos ad kasta hverjum stein med miklum hrada til pess ad nd hradanum 200 m/s og koma i veg
fyrir a0 Captain Marvel nii honum og berji hann { spad?

Jarnbrautalest med massa 5000 kg rennur medfram nininglausum jarnbrautateinum meo hrada 22 m/s.
Skyndilega byrjar ad rigna og lestin byrja a0 fyllast af vatni. Nokkrum mintutum sidar hefur aukna
byngd vatnsins heegt 4 lestinni pbannig ad hradi hennar er 20m/s. Hver er massi vatnsins?

Lalli 16gfraedingur hefur massa M = 87kg og heldur & skjalatosku -
med massa m = 7,2kg. Hann fellur évart framaf skrifstofubygging-
inni sinni ar haed H = 95m. Sekindu sidar, pegar hann er staddur
i haed h = 90m &ttar hann sig 4 pvi a0 fyrir nedan hann er hart
malbik en { 160réttri fjarlaeegd x = 1,5 m er tjorn sem geeti bjargao 1ifi

hans. Hann nytir sér pvi skridpungavardveislu og hendir pvi skjala-
toskunni sinni med hrada v fra tjorninni. Finnid minnsta hrada v H
sem ad hann getur kastad toskunni pannig ad hann lifi af fallio. Hvar h
lendir taskan?
L x—
b L e R

hard ground pond —



Daemi 4.18.

Daemi 4.19.

Daemi 4.20.

Daemi 4.21.

Daemi 4.22.

Daemi 4.23.

Daemi 4.24.

Daemi 4.25.

Daemi 4.26.

Daemi 4.27.

Vardveislulogmalin Qm

Kristinn keerulausi er ad vinna lagerstarf hji Olgerdinni. Hann er
med kassa med massa m = 6,0kg sem hann lsetur renna nidur ntn-
ingslausa braut ir 3,0m had. Vid enda brautarinnar sendur kassi
sem hefur massa 2m = 12,0 kg.

3.0m

(a) Gerum rdo fyrir ad kassarnir festist saman eftir dreksturinn, b.e. ad beir lendi { fullkomlega
ofjadrandi aresktri. Hver verour hradi kassanna eftir areksturinn?

(b) Gerum nt rad fyrir ad kassarnir lendi { fullkomlega fjadrandi drekstri. I hvada haed kemst kassinn
me0d massa m pegar hann fer aftur upp brautina?

Tveer jarnbrautalestir, bidar med massa m = 66.000kg og hrada v = 120km/klst lenda i drekstri.
Hversu mikil orka losnar vio areksturinn? Hvert fér orkan?

Kulu A er skotid med hrada 4,0m/s 4 kilu B sem er kyrr. Pegar A klessir & B endurkastast A med
hrada 0,5m/s { somu stefnu og htin kom dr. Hvada hrada feer B ef dreksturinn er alfjadrandi?

Bolta er sleppt ar upphafshaed hy = 1,60 m og skoppar aftur upp i haed BEERREN
hy = 1,20 m eftir fyrsta skopp. Hver er skoppstudull boltans? Hversu

oft mun boltinn purfa ad skoppa par til ad heedin sem boltinn neer eftir

skopid verdur orodin laegri en 0,1 m?

Pendull samanstendur af kubb med massa M = 672g sem hangir {

massalausum vir af lengd ¢ = 0,32m. Nu er byssukilu med massa A
m = 3,56 g og hrada v skotid inn { kubbinn pannig a0 kulan festist inni ¢

i honum. Hvert er minnsta gildid 4 hradanum v pannig ad pendullinn

nai ad sveiflast framhja haestu sté6du?

Loftsteinn med massa m, = 4,6 - 10'° kg lendir i 4rekstri vid jordina

(sem hefur massa M; = 5,94 - 10>* kg). Hradi loftsteinsins fyrir drekst- v )

urinn var v, = 25km/s (afstaett midad vid vidmidunarkerfi par sem m —> -7
jordin er kyrr) og areksturinn er fullkomlega 6fjadrandi (loftsteinninn — EEEES
stadneemist 4 yfirboroi jardarinnar).

(a) Me0 hversu miklum hrada endurkastadist jordin eftir dreksturinn?
(b) Reiknid orkuna sem losnadi vid areksturinn, AK = Kegir — Keyrir-

(c) Til samanburdar er orkan sem losnar i kjarnorkusprengju um bad bil 4,0 - 10¢ J. Hversu marg-
ar slikar sprengjur pyrfti ad sprengja a4 sama tima til pess ad jafnast & vid eydileggingarmatt
loftsteinsins?

Kubbur med massa 50kg ferdast med hrada 20 km/klst. Hann lendir { drekstri vido annan kubb med
massa 20kg sem ferdast { gagnsteeda stefnu med hrada —10km/klst. Kubbarnir festast saman eftir
areksturinn. Hver er hradi kubbanna eftir areksturinn? Hver er skoppstudull kubbanna?

Kassi med massa m = 1,5kg ferdast med hrada v = 2,2m/s og rekst 4 annan kyrrsteedan kassa me0
massa 2m = 3,0kg. Léttari kassinn stadnaemist eftir dreksturinn. Hver er skoppstudull kassanna?

Kassi me0 massa M og hrada V lendir i alfjadrandi arekstri vid kyrrstaedan kassa med massa m. Latum
Vi og vy, takna hrada annarsvegar M og hinsvegar m eftir areksturinn. Synid ad:

(M —m)V _2MV

Vs = -
M M+m '’ v M+m

Synid a0 arekstur sé alfjadrandi pa og pvi ad eins ad hann hafi fjadurstudul ¢ = 1.



Erfid deemi Mo

Dami 4.28. (Edlisfraedikeppni framhaldsskélanna 2012) Tennisbolti med massa
mey situr & korfubolta med massa mj. Nedsti hluti korfuboltans er 1 haed h my d
en nedsti hluti tennisboltans er 1 haed A + d. Boltunum er sleppt samtimis.

Pegar tennisboltinn skoppar aftur upp kemst nedsti hluti hans haest 1 haeo
H. Gerum rad fyrir ad my > my, a0 allir arekstrarnir séu alfjadrandi og ad } h
hunsa megi loftmétst6du. Akvardid haedina H sem fall af h og d.

Daemi 4.29. (3bluelbrown) Litum & tvo kassa med massa, m og M eins og 4 mynd 4.7. Latum upphafshrada
massa M vera vy til vinstri. Gerum rad fyrir ad enginn niiningur verki 4 kassana og ad allir arekstrarnir
sem beir lenda { séu alfjadrandi arekstrar.

(a) Skooum tilvikid pegar ad massarnir hafa sama massa, M = m = 1kg. Til einféldunar latum vio
vg = 1 m/s. Hversu margir arekstrar verda ef vid teljum lika med drekstra vid vegginn?
(b) Skodum tilvikid begar v = 1m/s, m = 1kg en M = 10kg. Hversu margir drekstrar veroa ba?

(¢) Reyndar er {joldi drekstra 6hddur upphafshradanum vy. Heildarfjoldi drekstranna verdur:

M
N~ my\/ —.
m

Latum nii m = 1kg og M = 10*?kg bar sem d € N. Hver verdur heildarfjoldi drekstra pa?

Vo

Mynd 4.7: Kassarnir tveir 1 3bluelbrown deeminu.

Dzmi 4.30. (IPhO, 1967) Litill bolti med massa m —
M = 0,2kg hvilir ofan & 160réttri sulu i - T~

hed h = 5m. Byssukilu med upphafs-
hrada vy = 500m/s og massa m = 0,01 kg \ ~
er skotio i 4tt ad boltanum. Byssukilan \ N
fer 14rétt { gegnum midju kilunnar. Bolt- \
inn lendir { laréttri fjarleegd, s = 20m, fra N
silunni. Hvar lendir byssukidlan? Hversu h \ N
stért hlutfall af hreyfiorku byssukdalunnar
breyttist { varma pegar hin fér { gegnum
boltann? Hunsio loftmadtstoou.



https://youtu.be/HEfHFsfGXjs

Kafli 5

Kasthreyfing

HIt’s mot the fall that kills you; it’s the sudden stop at the end.
- Douglas Adams

Stada, hradi og hréoun eru vigrar. Hingad til hofum vid hunsad pad og adeins skodad gangfraedi { einni vidd.
Nt skulum vid skoda hvad gerist ef ad vio latum stéduna okkar vera vigur { tveim viddum (bad er sidan
einfalt a0 sjd hvernig vid alheefum upp { brjar viddir eftir ad vid hofum kynnst tveim viddum). P4 getum
vid ritao:

Hér takna x,y larétta og 160rétta stadsetningu hlutarins. Hradinn verdur sidan

ds dv
=20 = (Y ,  og hrodunin verdur a = & (%),
dt Uy dt Gy

Hér tdknar v, hradi hlutarins 1 larétta stefnu, v, hrada hlutarins i 160rétta stefnu, a, tdknar hré6dun hlutarins
i larétta stefnu og a, tdknar hréodun hlutarins i 160rétta stefnu. Jofnurnar sem vio héfoum leitt at fyrir
gangfraedi { einni vidd verda allar nakveemlega eins nema nu 4 vigra formi. Vio héfum pé stéoujofnurnar:
Logmal 5.1. Litum 4 hlut sem er upphaflega staddur i 55 og hefur upphafshrada vy. Gerum rad fyrir

ad hluturinn veroi fyrir fastri hréoun @. Latum § tdkna stéou hlutarins og ¢ tdkna hrada hlutarins
eftir timann t. P4 gilda stédujéfnurnar:

() 7=+ at.
1) s = sy + vpt + 5at”.
(ii) 5= 5 + ot + gat
(iii) 2a- (35— 50) = v? — 3.

\. .

Ef vio profum ad skrifa ut hvad pessar jofnur eru ad segja pa héfum vid ad stédujéfnurnar gilda hnit fyrir

hnit, b.e.a.s.
o . v\ [(Veo Ay _ [ Vz,0 + azt
U=1up+at erpad sama og (vy) B (Uy,O) - (ay> = (”970 + ayt)

. 1 1 xo + Vg0 + Sayt?
§ =5y 4 Uot + —at> er pad sama og T = (P0) 4 (Y20 ) g 2 (P )2 = (O RO 27 2)
2 Y Yo Vy,0 2 \ay Yo + vy,0 + 5yt
2d- (5§—350) =v>—vj erbad sama og 2 (ax(x — o) + ay(y — yo)) = (va” + vy?) — (va,0” + vy0°) -

Pannig { stad bess a0 vera med prjar stooujofnur pa hofum vid teeknilega séd fimm nina.

38



5.1 AOJ kasta bolta yfir horni

Hugsum okkur ni ad vid kostum bolta med upphafshrada ¢ yfir horni # midad vio larétt (sja mynd 5.1 hér
fyrir nedan). Vio viljum skilja hreyfilysingu boltans eftir ad hann yfirgefur hond bess sem kastar.

Mynd 5.1: Matti kastar bolta med upphafshrada o yfir horni § midad vio larétt.

Pad er pess vegna snidugt a0 brjéta upp upphafshrada boltans i larétta og l6drétta stefnu, vio héfum ao:

G (Veo) 1 cos@\  (vgcosd

0= vyo) O\ sin0) ~ \vpsind /)
Par sem vid ldtum vy = |Uy| tdkna lengd vigursins 7p. Vid nytum okkur sidan ad pad er engin hrodun {
laréttu stefnuna, med 60rum ordoum pa hoéfum vid ad pyngdarhrédun jaroar er gefin & vigurformi sem:

i= (Zz) = (Og) = (g,sgm/SQ)'

Boltinn finnur ekki fyrir neinni annarri hr6dun par sem ad vid hunsum 61l ahrif loftmétstodu 1 bessari grein.
En pa gefur énnur stéoujafnan ao:
1., 42
z\ (%o + Vg0t + 500t
Y Yo + vy,0t + %ayt2
En vid héfum sidan ad 1arétti pattur hréounarinnar er ndll, p.e. a; = 0 bar ad auki sem v, g = vg cosé og

Vy,0 = Vg sin @ svo vid faum:
z\ 2o + vg cos Ot
y) y0+vgsin9tf%gt2 '

Vio hofum semsagt synt fram & eftirfarandi 16gmal:

Logmal 5.2. Pegar hlut er kastad med upphafshrada vy yfir horni # midad vio larétt gildir ad
sta0setning hlutarins eftir tima, ¢, er gefin meo:

z\ o + vg cos Ot
y) y0+vosin0tf%gt2 '




5.2

Daemi 5.1.
Daemi 5.2.

Daemi 5.3.

Daemi 5.4.

Daemi 5.5.

Daemi 5.6.

Daemi 5.7.

Daemi 5.8.

Daemi 5.9.

Daemi 5.10.

Daemi

Tigrisdyr stekkur larétt fram af 7,5m haum kletti med larétta hradanum
3,0m/s. Hversu langt fra kletsbrininni mun tigrisdyrio lenda?

Bergljétu er fleygt 1ldrétt it um gluggann 4 G-stofu meod hradanum 5,1m/s.
Hversu langt fra Gamla skola lendir hiin ef glugginn er { 7,3 m haed yfir jérou?

Kafari nokkur hleypur med hradanum 2,5m/s larétt fram af klettsbrin og
lendir { vatninu 3,0s sidar. Hversu har var kletturinn og i hversu mikilli ~o
laréttri fjarleegd fra kletsbrininni lenti kafarinn i vatninu?

Bolta er kastad med laréttum upphafshrada 12,2 m/s fram af toppi byggingar =
og lendir { laréttri fjarlaegd, 21,0 m, fra byggingunni. Hversu ha er byggingin?
Kalli litli heldur vatnsslongu vio jordina. Vatnid skyst Ut tr sléngunni med
hradanum 6,5m/s. Undir hvada horni, 6y, & Kalli ad halla slongunni pannig
a0 vatnid lendi i laréttri fjarleegd 2,5 m fra henni?

3

Ofurhugar eru pekktir fyrir a0 hoppa fram af El Capitan { Yosemite gardinum

i Kaliforniu i Bandarikjunum. Stokkid er ar 910 m hsed med laréttum upp- ,
hafshrada 4,0 m/s fram af bjarginu. Til bess a0 lifa af fallid opna ofurhugarnir i
fallhlifar { 150 m haed. Vid hunsum loftmétstédu { pessu deemi. u | \

(a) Hversu lengi eru ofurhugarnir { frjdlsu falli 40ur en beir opna fallhlifar

sinar?

(b) Hversu langt fré fjallsbrininni eru ofurhugarnir pegar beir opna fallhlif- :'; %
ar sinar? 7

Or er skotid af boga med upphafshraéa 36,6 m/s undir horni 6 = 42,2° midad
vio larétt tr heeo 1,62 m. Akvardio

(a) Mestu haedina sem orin neer. ~<

(b) Heildartima 6rvarinnar { loftinu. N

(c) Draegi orvarinnar, b.e.a.s. hvar hiin lendir.

(d) Hrada orvarinnar 1,50s eftir ad henni var skotid af stad.

Bjorgunarflugvél etlar a0 sleppa birgdum til fjallgbngumanna sem eru staddir & fjallstindi, 235 m
fyrir nedan flughaed bjorgunarflugvélarinnar. Ef ad flugvélin hefur ldréttan hrada 69,4m/s { hversu
mikilli laréttri fjarleegd setti flugvélin ad sleppa birgdunum bannig ad fjallgdngumennirnir geti gripio
birgdirnar?

Gleefrabkumadur aetlar ad lata bilinn sinn stokkva yfir bilalest med 8 bilum.

(a) Hver er minnsti hradinn sem ad hann barf ad keyra fram af larétt- wr |

um stokkpallinum ef ad 16drétta fjarleegdin milli pallsins og bilanna er
1,50 m og larétta vegalengdin sem hann parf a0 komast er 22m?

==
“OO8 1 5m

; _
S =

(b) Ef ad pallinum er niina hallad upp um horn 6 = 7,0° midad vid larétt,
hver er ba nyji lagmarkshradinn sem hann parf ad stokkva fram af med?

Slokkvilidsmaour skytur vatni Gr haprystislongu i att ad brennandi byggingu. Hradi vatnsins vid enda
slongunnar er 25,0m/s. Slokkvilidsmadurinn stillir hornid § = 23° sem slangan myndar vid jorou
bannig ad vatnid er 3,00s ad ferdast til byggingarinnar. Gerum rad fyrir pvi ad slénguendinn nemi vio
jorou.

(a) Hversu langt frd byggingunni stendur slokkvilidsmadurinn?
(b) T hvada haed hefir vatnid hiisid?



Daemi 5.11.

Daemi 5.12.

Daemi 5.13.

Daemi 5.14.

Daemi 5.15.

A Olympiuleikum fatladra er keppt { Boccia. Markmid leiksins er ad henda
eigin bolta (raudur eda blar) sem neest hvitum bolta 4 afmérkudum velli.
Konrad Ragnarsson, Islandsmeistari { Boccia, stendur 6,3 m fra hvitu kilunni
og kastar kdlunni sinni { 4tt ad hvitu kdlunni 4r 1,5m haed med hradanum
7,0m/s og horninu § = 47° midad vid larétt. Hversu langt frd hvitu kdlunni
lendir kila Konraos?

Roémed er ad kasta steinum i gluggann hja Juliu. Hann kastar steinunum
bannig ad peir lenda & glugganum adeins med laréttan hradapatt. Hann
stendur { résagardinum, 8,0m fyrir nedan glugga Juliu og i 8,5m laréttri
fjarleegd fra glugganum. Hver er hraoi steinanna pegar beir haefa gluggann
hennar Juliu?

Tennisspilari sleer boltann med hradanum v = 15m/s undir horninu 6 = 50°
midad vid larétt. Pegar hann sleer boltann er moétspilari hans { d = 10,0 m
fjarleegd fra boltanum. Métspilarinn byrjar ad hlaupa 0,30s eftir a0 boltinn
er sleginn i von um ad nd boltanum begar hann er i h = 1,70 m haeo yfir e——85m —
upphafsha0.

(a) Hversu langur timi lidur frd bvi ad boltinn er sleginn par til hann er {
1,70 m haed 4 nidurleio?

(b) A hvada medalhrada parf métspilarinn ad hlaupa til pess ad né boltan-
um?
(J6laprof 2018) Herbert heidarlega langar { epli { hddegismat svo hann
kastar stein { eplid. Hann stendur i laréttri fjarlaegd, 5,4 m, fra eplinu. Hann
kastar steininum tr heedinni 1,3 m med upphafshrada 13,1 m/s yfir horninu
0 = 37° midad vid larétt og hittir eplid.

(a) Hversu langur timi leid frd bvi ad Herbert kastaoi steininum og bar til e
hann lenti & eplinu? %'

(b) I hvada had var eplid?
Hlut er kastad fra jordu ur (xo, yo) = (0,0) med upphafshrada vy yfir horninu 6 midad vid larétt. Synio:
(a) Timinn sem lidur frd pvi ad boltanum er kastad og par til hann er { mestri heed er gefinn meo:

Vo sin 6
tij2 = .
g

(b) Heildartiminn sem lidur frd bvi a0 boltanum er kastad og bar til hann lendir er gefinn meo:

2vpsin 6
T:2t1/2:7v081n .

(¢) Mesta haedin sem boltinn neer er gefin meo:

vo2 sin? 6
2g '

(d) Draegni boltans (larétta feerslan) er gefin meo:

2 sin(20)
Yy

(e) Notio nidurstéduna dr lidum (c) og (d) til bess a0 finna yfir hvada horni madur 4 ad kasta til pess
ad boltinn nai mestri haed og yfir hvada horni madur & a0 kasta svo a0 boltinn komist sem lengst.



Kafli 6

Kraftar

6.1 Utdrattur Gr Principia eftir Newton

AXIOMS, OR THE LAWS OF MOTION

Law 1

Law 2

Law 3

Every body perseveres in its state of being at rest or of moving uniformly straight forward, except insofar
as it is compelled to change its state by forces impressed.

Projectiles persevere in their motions, except insofar as they are retarded by the resistance of the
air and are impelled downward by the force of gravity. A spinning hoop, which has parts that by their
cohesion continually draw one anohter back from rectilinear motions, does not cease to rotate, except
insofar as it is retarded by the air. And larger bodies - planets and comets - preserve for a longer time
both their progressive and their circular motions, which take place in spaces having less resistance.

A change in motion is proportional to the motive force impressed and takes place along the straight
line in which that force is impressed.

If some force generates any motion, twice the force will generate twice the motion, and three times
the force wil generate three times the motion, whether the force is impressed all at once or successively
by degrees. And if the body was previously moving, the new motion (since motion is always in the
same direction as the generative force) is added to the original motion if that motion was in the same
direction or is subtracted from the original motion if it was in the opposite direction or, if it was in an
oblique direction, is combined obliquely and compounded with it according to the directions of both
motions.

To any action there is always an opposite and equal reaction; in other words, the actions of two bodies
upon each other are always equal and always opposite in direction.

Whatever presses or draws something else is pressed or drawn just as much by it. If anyone presses
a stone with a finger, the finger is also pressed by the stone. If a horse draws a stone tied to a rope,
the horse will (so to speak) also be drawn back equally toward the stone, for the rope, stretched out
at both ends, will urge the horse toward the horse by one and the same endeavor to go slack and
will impede the forward motion of the one as much as it promotes the forward motion of the other.
If some body impinging upon another body changes the motion of that body in any way by its own
force, then, by the force of the other body (because of the equality of their mutual pressure), it also
will in turn undergo the same change in its own motion in the opposite direction. By means of these
actions, equal changes occur in the motions, not in the velocities - that is, of course, if the bodies are
not impeded by anything else. For the changes in velocities that likewise occur in opposite directions
are inversely proportional to the bodies because the motions are changed equally. This law is valid
also for attractions, as will be proved in the next scholium.
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6.2 Logmal Newtons

»No prediction whatsoever can be made from a definition. One might sit in an armchair all day
long and define words at will, but to find out what happens when two balls push against each
other, or when a weight is hung on a spring, is another matter altogether, because the way the
bodies behave is something completely outside any choice of definitions.”

- Richard Feynman

Vio skulum n1 loksins fjalla um kraftahugtakid. Pad er afskaplega 6flugt en 4 sama tima mjog einfalt:

Skilgreining 6.1. Litum & hlut med massa m sem verour fyrir hrodun a. Heildarkrafturinn sem
verkar & hlutinn er p4 gefinn meo:

Fieila = ma.

Vio skrifum stundum til einféldunar F' = ma. Vid segjum sidan ad hrédunin sem ad hlutur verdur fyrir sé
vegna kraftsins sem verkar & hlutinn. En bad er i rauninni hringskilgreining pvi vio segjum ad krafturinn
sé vegna hréounarinnar sem ad hluturinn finnur fyrir. Vio athugum a0 einingarnar & krafti eru gefnar med
[F] = [ma] = [m][a] = kgm/s?. Pessi staerd hefur fengid nafnid Newton og er tdknud med N = kgm/s2.
Logmal Newtons eru i islenskri pyoingu eftirfarandi:

s ~

Logmal 1 Sérhver hlutur heldur dfram ad vera © kyrrstéou, eda d jafnri hreyfingu eftir beinni
linu, nema kraftar sem d hann verka pvingi hann til ad breyta pvi dstandi.

Logmal 2  Breyting hreyfingarinnar er i réttu hlutfalli vio hreyfikraftinn sem verkar; og hin verour
i stefnu beinu linunnar sem krafturinn verkar eftir.

Logmal 3  Gagnstett sérhverju dtaki er dvallt jafnstort gagntak, eda gagnkvemar verkanir tveggja
hluta hvors d annan eru dvallt jafnstorar og i gagnsteda stefnu.

Fyrsta logmalid

Fyrsta 16gmélid, sem gjarnan er nefnt tregdulogmalio, segir okkur ad eina leidin til bess ad breyta hrada
hlutar sé med pvi a0 beita einhverjum heildarkrafti F' & hann. En F = ma svo bad er jafngilt pvi a0 hann
verdi fyrir hrodun a. En fyrir fasta hréoun a = 0 gildir ad v = vy + at = vg = fasti. Vid héfum bvi ad:

[ F=0 <= a=0 <= v = fasti. ]

Annad 16gmalio

Annad 16gmélio segir okkur a0 hreyfing hlutar er vegna hrédunarinnar sem hluturinn verdur fyrir vegna
samanlagdra krafta sem verka & hlutinn. Ef Fy, Fy, ... F, eru kraftar sem verka & hlut ba ritum vid oft

Frea=F1+ Fo+ ...+ F,.

Pridja logmalio
Loks segir pridja 16gmalid okkur ad ef hlutur A verkar med krafti F4 4 hlut B b4 verkar hlutur B med
jafnstérum gagnverkandi krafti &4 hlut A, b.e.a.s.

Fa=—Fg.




6.3 Nokkrir kraftar

Pyngdarkraftur

Fyrsti krafturinn sem vio nefnum er kannski sé sem flestir pekkja:

Skilgreining 6.2. Litum & hlut med massa m sem er staddur { pyngdarsvidi med pyngdarhrédun g.
ba verkar & hann kraftur

Fy = mg,

beint nidur { dttina ad joroinni, sem kallast pyngdarkraftur.

Mynd 6.1: Hlutur med massa m { pyngdarsvidi med pyngdarhrédun g finnur fyrir pyngdarkrafti F; = mg.

Pverkraftur

Ef vio stondum kyrr 4 jordinni, pa er heildarkrafturinn 4 okkur nill (bvi vid erum ekki 4 hreyfingu svo hréoun
okkar er nill og pvi er heildarkrafturinn pad lika samkveemt fyrsta 16gméli Newtons). En byngdarkrafturinn
verkar alltaf & okkur svo ad pa0 hlitur ad vera jafn stor kraftur sem verkar i 6fuga stefnu midad vio pyngd-
arkraftinn sem heldur okkur kyrrum. Sa kraftur nefnist pverkraftur og er taknadur med P. Pverkrafturinn
verkar alltaf hornrrétt fra yfirbordi flatarins & hlutinn sem hvilir &4 fletinum.

0

Mynd 6.2: Hlutur sem hvilir ofan & 6drum fleti finnur fyrir pverkrafti, P, fra fletinum, hornrétt & yfirboroio.

A mynd 6.2 sjdum vid hvernig pverkrafturinn, P, sem verkar 4 hlut, breytist eftir pvi sem ad vid hollum
fletinum sem hann hvilir & um horn € midad vio larétt. A myndinni vinstra megin héfum vio a0 P = mg en
hinsvegar & haegri myndinni héfum vio a0 P = mg cos .

Varuo: Einfold sal geeti haldid ad pverkrafturinn og pyngdarkrafturinn veeru pridja l6gmals par. Pad er
hinsvegar ekki rétt! Pvi pegar vio stondum & jordinni pa verkum vid med krafti & joroina sem ytir henni
niour. Jordin ytir pa til baka &4 okkur med jafn stérum gagnverkandi krafti. S& kraftur er pverkrafturinn.
Pad er mikilvaegt a0 atta sig & pvi ad kraftarnir sem um reedir i pridja 16gméli Newtons verka alltaf & sitt
hvorn hlutinn. Pvi geta byngdarkrafturinn og pverkrafturinn ekki verio pridja 16gmals par.



Niningskraftur

A milli sérhverra tveggja yfirborda verkar ntningskraftur sem er hadur efnunum sem snertast. Vid lysum
steerd niningskraftsins milli tveggja efna med niningsstudlinum, p. Pvi leegri sem ntningsstudullinn er
pvi minni niningurinn sem verkar & milli yfirbordanna. Til demis er niningsstudullinn milli is og is frekar
lagur (@ = 0,02) en milli malms og vidar har (u = 0,5). Pio hafid eflaust tekio eftir pvi ad a0 okkur hefur
tekist a0 yta hlut af stad pa er audveldara ad draga hann medfram 6dru yfirbordi. Petta er vegna bess ad
vid hoéfum 1 rauninni tveer mismunandi gerdir af niningsstudlum. Annars vegar hreyfintiningsstudullinn, g
sem lysir nuningskraftinum & milli tveggja hluta sem eru & hreyfingu midad vid hvorn annann og hinsvegar
kyrrstoouniningsstudullinn ps sem lysir niningskraftinum 4 milli tveggja hluta sem eru kyrrir midad vid
hvorn annan. Athugid a0 kyrrstéouniningsstudullinn er alltaf steerri en hreyfininingsstudullinn pvi eftir ad
vid h6fum komid hlut af stad er audveldara ad draga hann afram. Vid héfum almennt ad nuningskraftinn
ma reikna med eftirfarandi 16gmali:

Logmal 6.3. Litum & hlut sem er dreginn medfram yfirbordi. Latum ntningsstudulinn milli hlutarins
og flatarins vera p. Latum P vera pverkraftinn sem fléturinn verkar med & hlutinn og latum F4y
vera nuningskraftinn milli flatarins og hlutarins. Pa gildir ad:

Foon = /’Lp

Stefna kraftsins er gagnstaed hreyfingu hlutarins mioad vio flétinn.

Mynd 6.3: Hlutur sem nuddast upp vid annan fl6t finnur fyrir niningskrafti gagnstaett hreyfingunni.

Athugio: Hugsum okkur ad hluturinn sé kyrr (b.e. ekki 4 hreyfingu midad vid yfirbordid sem hann hvilir
4). Ef vid beitum krafti F' < pP 4 hlutinn p4 mun hann haldast kyrr pvi krafturinn F er ekki négu stér til
bess a0 yfirvinna nuningskraftinn. I pvi tilviki er nuningskrafturinn jafn stér og krafturinn F', p.e. Fpgn = F
til a0 halda hlutnum kyrrum. Vio eettum bvi taeeknilega sé0 a0 skrifa Fig, < pP til ad gefa betta til kynna.

Togkraftur

Pegar vio togum {1 reipi pa togar reipid til baka i okkur med jafn stérum gagnverkandi krafti samkveemt
pridja 16gmali Newtons. Pessi kraftur nefnist togkraftur.

Mynd 6.4: Togkrafturinn { reipinu er s sami alls stadar ad pvi gefnu ad reipid sé svo gott sem massalaust.



6.4 Fleiri kraftar

Gormkraftur

Hugsum okkur gorm. Ef vid dréogum hann fra jafnveegisst6ounni sinni og sleppum honum pa skyst hann til
baka 1 4tt a0 jafnveegisstoounni. Pvi meira sem vio dréogum bpvi erfidara er ad halda honum og ef vid missum
tak & honum ba skyst hann peim mun meira af stad. Pessu fyrirbaeri mé lysa med eftirfarandi 16gmali:

Skilgreining 6.4. Litum & gorm med gormstudul k£ sem er i fjarlaegd z fra jafnveegisstoou sinni. Pa
er gormkrafturinn, Fj, sem verkar & gorminn gefinn med:

Fk = —kx.

Gormstudullinn, k, getur verio hadur efninu sem gormurinn er gerour 1r, 16gun gormsins og steerd hans. Vio

skulum skoda hvada einingar gormstudullinn hefur. Nd er [F] =N og [z] = m svo ad [k] = [F]/[z] = N/m.
Fy,
_—
k
m m
T = 2o z=0
k
o U
r=0 p
k
m W
z=0 T =T

Mynd 6.5: Gormkrafturinn er hadur gormstudli gormsins og fjarlaegd gormsins fra jafnveegisstéounni.

Loftmoétsstada

Venjulega hunsum vio loftmdétstéou 1 deemunum sem vid reiknum, en nina skulum vio gera henni g6d skil
(svo a0 vid getum hunsad hana aftur med géori samvisku). Loftmdtstadan sem verkar 4 hlutinn er hao
pverskuroarflatarmélinu, A, edlismassa loftsins, p, og hrada hlutarins v. Med viddargreiningu sjaum vio ao:

[pAv?] = (kg/m?) (m?)(m/5)? = kgm /s? = N.
Vio héfum bd med viddargreiningu a0 til sé fasti o pannig ad loftmétstooukrafturinn, Fy sé gefinn med:
Fr, = apAv?.

Vio hofum par ad auki ad { einfoldum adsteedum er pjor, = fasti og A = fasti. Vid dlyktum pvi ad rita megi:

FL = [‘3’[12.

Par sem 8 = apA er fasti med einingar [] = kg/m og er hddur edlismassa lofts og pverskurdarflatarmélinu.



6.5 Synidaemi

Skabrettadsemi

Skodum kassa med massa m sem hvilir 4 skdbretti sem hallar um 6 gradur midad vio larétt. Gerum rao
fyrir ad niningsstudullinn milli kassans og skabrettisins sé p. P& verka eftirfarandi kraftar & kassann:
Pyngdarkrafturinn, Fy, pverkrafturinn, P og niningskrafturinn, Fi4,. Ef hornid 6 er négu litid b4 mun
byngdarkraftinum ekki takast a0 yfirvinna nuningskraftinn og kassinn mun haldast kyrr. Pvi er til minnsta
horn, O, pannig ad fyrir 8 < O, rennur kassinn ekki niour skabrettio en fyrir 8 > 6,;, rennur kassinn
niour skabrettid. Hlutir sem eru ekki & hreyfingu eru éspennandi svo vio skooum tilvikio pegar 6 > 0y .

Daemi: Akvardid hrédun kassans, a, nidur samsioa skdbrettinu ad pvi gefnu ad 6 > Oi,.-

Lausn: Vid veljum hnitakerfid pannig ad z-dsinn sé samsida sképlaninu (i stefnu nidur) og y-dsinn pvert
4 z-dsinn upp. Samkveemt 60ru 16gmali Newtons er heildarkrafturinn sem verkar & kassann ba summa
allra kraftanna sem verka & kassann. Kraftarnir sem verka & kassann eru pyngdarkrafturinn, pverkrafturinn
og nuningskrafturinn. Vio vitum ad heildarhrédunin { y-stefnuna verour null pvi massinn er ad renna &
skaplaninu an pess ad losna fra pvi. Vid héfum pvi ao:

a\ _ 7 5 7 = mgsinf —ub 0
(5) = = o7 (0000) < () + ()

Vio sjaum ba af nedri jéfnunni ad:
0=—-mgcos +P = P =mgcosb,
en pa verour efri jafnan:
ma = mgsinf — uP = mgsind — pmg cos o

styttum 1t m og tokum ¢ Ut fyrir sviga og héfum pa:

[ a=g(sinf — pcosb). ]

Dzemi: Akvardid minnsta hornid, O, pannig ad kassinn renni nidur skébrettid.

Lausn: Ef 6 > 0, pa er a > 0 en pegar 6 = 0,y pa er a = 0 og kassinn rennur niour skabrettid med
jofnum hrada. Vio fAum bvi ad 0 = g(sin 6 — pcos 6) en bad gefur okkur ad sin @ = pcosf sem er jafngilt pvi
ad u = zgéz = tan §. Petta gildir adeins fyrir hornid = 0,;, svo vid héfum synt ad p = tan(Omin )-
Daemi: Akvardid hrada kassans pegar hann hefur runnid nidur skdbrettid r haed h.




Lausn: Ef vid byrjum & pvi ad hunsa nuninginn pa faum vio einfaldlega med orkuvardveislu ad:

1
§mv2 =mgh = Vorka = \/2gh.

Vio skodum niina hvad gerist pegar hluturinn verdur fyrir ntiningskrafti 4 leionni niour. Ef kubburinn byrjar

i haed h ba er lengdin sem hann & eftir ad renna niodur skébrettio As = Siﬁ - Vio vitum ad hrodun kassans

nidur skabrettio er gefin med a = g(sinf — pcosf). Vio fAum bvi med timadhdou jéfnunni ao:

20As = v — v = v=1V2alAs = \/2g(sin9 —,ucos@)ﬁ =+/2gh (1 — pcot )
in

Vi0 getum pannig fundio hversu mikil orka, Wiy, tapadist { nining 4 leidinni nidur:

1 1
Wain = AK = §mv0rkag - §m 2 = mgh — mgh(1 — pcot ) = pcot  mgh.

Togkraftadaemi

Litum & tvo massa m 4 og mp sem tengdir eru saman meo reipi. Latum Matta verka & massa m 4 med krafti
Fy; yfir horninu € midad vio larétt. Hver er hréoun massans m 4?7 Hver er hréoun massans mg? Hver er
togkrafturinn { reipinu & medan Matti verkar & massann m?

Pa
Pp
Ty  Ta
ma
mp
Fp =mzg Fa=mag

Lausn: Vio stillum upp kraftajéofnum fyrir bada kassana. Hrodun kassans m 4 er jofn hrédun kassans mp.
A kassa A verka kraftarnir Fir, Fy, P og T. Vid héfum ba (ad bvi gefnu ad Fis sé ekki négu stér til bess ad

lyfta kassa A) ad:
ma (@) = Fprcos —Ty
A\0) T \Fusind+by— Fa

Hinsvegar héfum vid fyrir massa B ad kraftajafnan verdur:

me (5) = (0 1)

Leggjum saman badar efri jéofnurnar og notum ad Ty = Tp og faum pa ao:
(ma+mp)a= Fycosf

Fpy cos 6

el Til pess a0 finna togkraftinn { reipinu pa faum vid ao:

svo viod alyktum ad a =

T =T =mpa= mB Fyrcosé.

ma+mp



Trissudaemi

Latum tvo kassa, 1 og 2 med massa mj og ms vera tengda saman med bandi. Kassi 1 hangir i frjalsu falli
yfir niningslausri trissu en kassi 2 liggur 4 bordi. Finnid hréoun kerfisins ef ntningsstudullinn milli bordsins
og kassa 2 er p. Finnio togkraftinn { bandinu.

Fnl’m T

Fr=myg

Vid stillum upp kraftajofnum fyrir massana tvo. Hofum fyrir kassa 1 ad (veljum stefnu { 4tt nidur a0 gélfinu)
Fhena = mia=myg —T
en fyrir kassa 2 hofum vid eftirfarandi kraftajofnu:
Fhena = maa =T — Fuan =T — pmag
Leggjum saman jofnurnar og faum ba ao:
(m1 + m2)a =mig — pmag
svo vio faum ad

mi — ums

- mi + Mo
En b4 getum vio fundio togkraftinn med pvi ad athuga ad
my — [ms 1> B <m1 — pmg — (my + mg)) ~ (p+1)myme
AT ol = —mig —
mi1 + mo my + mo my + ma

7= —ma(a—g) = —mug (

Lyftudesemi

Onefndur nemandi i 5.XY atlar ad reyna ad sleppa vid pad ad purfa ad fara { lyftuna { Césu Nova. Til pess
ad sleppa vid pad eetlar nemandinn ad beita hugviti sinu til pess a0 giska 4 nidurstéournar sem ad vondi,
strangi kennarinn hans (nefnum engin n6fn) eetlar ad spurja hann Gt tr. Hann stillir bv{ upp kraftajéfnunum
sem a0 verka & lyftuna og nemandann sem stendur & voginni. Latum lyftuna hafa massa M og latum
6nefnda nemandann hafa massa m,,. Ef lyftan er 4 leidinni upp er a > 0 (midad vio stefnu skilgreinda upp)
og kraftajafnan verdur fyrir lyftuna:

mra = Fiyga — MLg
en hinsvegar fyrir 6nefnda nemandan verdur jafnan
mnpa =P —my,g

en bar sem ad a > 0 ba fdum vid ad P > m,,g svo ad byngd nemandans virdist aukast (samkveemt voginni)
begar hann fer upp. En hinsvegar ef vid erum & leidinni nidur pa verdur kraftajafnan fyrir énefnda nemandann
(med a > 0 og stefnuna skilgreinda nidur)

Mnpa = Mypg — P

og ef a > 0 bad er mpg — P > 0 svo vid alyktum a0 pyngd nemandans virdist minnka & leidinni niour.
Hinsvegar 4 midkaflanum pa ferdast lyftan med jofnum hrada og pa héfum vid ¢ = 0 og P = m,, g og byngd
nemandans 4 voginni virdist vera si sama.



Vél Atwoods

T

my T

lFlzmlg ma
le = mayg

Ef vio gerum rao fyrir ad m; > mqy ba pykir okkur edlilegt a0 pyngri massinn byrji ad fara nidour med hrédun
a en s léttari feerist upp med hrédun a. Finna & hréounina a og togkraftinn { strengnum.

Lausn: Vio stillum upp kraftajéfnum fyrir massana:
mia=mig—T
og
moa =T — mag
svo vid héfum pa ad
(my 4+ mg)a = (m1 —ma)g
sem gefur pvi a0
mi — mso

mi + mo
en par med héfum vio a0 togkrafturinn sé

— — (my — 2
T:ml(g_a):mlg(l_mlm?>:mlg<m1+m2 (my m2)>:< m1m2)g

my + mo my + ma my + ma

Viddargreining getur lika verid gott tél til pess ad meta hvort a0 svarid sem ad vio héfum fundio standist

nénari athuganir. Til deemis fengum vid ad hrédun massanna i vél Atwoods veeri (ef my > ms)
My — M2

mq +m29

vi0 getum athugad hverjar viddirnar eru beggja meginn jafnadarmerkisins (ba eru oft settir hornklofar {
kringum steerdina) pannig vio héfum ao:

O o] B e N

2 m/s?

m/s

svo vi0 sjdum ao steerdin 712 verdur ad vera hrein tala (b.e.a.s. hafa engar einingar) en bad gildir einmitt

pvi einingarnar fyrir ofan strikid eru i kg en einingarnar fyrir nedan strikio lika svo paer styttast Ut og vio
faum tolu. Pvi er sennilegt ad pessi jafna sé rétt, eda heldur ad vido hofum ekki gert einhver klaufamistok
begar vid vorum ad leida hana tt.




6.6

Daemi 6.1.

Daemi 6.2.

Daemi 6.3.

Daemi 6.4.

Daemi 6.5.

Daemi 6.6.

Daemi 6.7.

Daemi 6.8.

Daemi 6.9.

Daemi 6.10.

Daemi 6.11.

Daemi

Geimfari nokkur hefur massa m = 68kg. Hver veeri pyngdarkrafturinn sem verkar & geimfarann &
joroinni? En 4 tunglinu bar sem pyngdarhrédunin er g, = 1,62m/s?? En 4 Mars bar sem byngdar-
hrédunin er g,, = 3,71 m/s?? Hver veeri pyngdarkrafturinn ef geimfarinn veeri ad ferdast med jéfnum
hrada i utgeimnum?

Manneskja & raunhaefa moguleika & pvi a0 lifa af arekstur svo lengi sem hréoun hennar er ekki meiri
en 30g = 295m/s?. Metid steerd kraftsins sem manneskja getur polad an bess ad deyja.

Kékémjolkur-Kl6i er ad lyfta 160um { reektinni. Pyngstu 160in sem hann getur lyft (4n bess ad drekka
k6komjolk) eru tvo 15kg 160. Til ad syna sig fyrir skvisunum { World Class setlar hann a0 lyfta tveim
45 kg 160um. Hversu mikinn kraft parf hann ad fa ar kékémjoélkinni?

Kassi med massa my = 12kg stendur & bordi. Hver er pyngdarkrafturinn sem verkar a kassann? Hver
er pverkrafturinn sem verkar & kassann? Nu er kassa med massa mgy = 16 kg komid fyrir ofan 4 hinum
kassanum. Hver er pa pverkrafturinn sem bordid verkar med 4 kasann og hver er pverkrafturinn sem
eftri kassinn verkar me0 & ne0ri kassann?

Fata med massa m = 14,0 kg hengur 160rétt i reipi med togkraft 163 N. Hver er hr6oun fétunnar?

Lyftukapall nokkur polir hAmarkstogkraft upp 4 21.750 N 40ur en hann slitnar. Lyftan sjalf er 2125 kg.
Hver er hamarkshr6dunin sem a0 lyftan getur ferdast med an pess a0 kapallinn slitni?

Kona nokkur hefur massa m = 68kg. Hun stendur & badvog i lyftu sem er kyrr. Pegar lyftan fer af
sta0 pa synist henni pyngd hennar minnka nidur { 55kg. Hver er hr6dun lyftunnar og hvort var hun &
nidurleid eda uppleid?

Manneskja med massa m = 75kg stendur 4 vog { lyftu. Hvad les vogin hennar begar lyftan (a) er
kyrr, (b) fer upp med jéfnum hrada 3,0m/s?, (c) fer nidur med jofnum hrada 3,0m/s (d) fer upp med
hrédun 3,0m/s? (e) fer nidur med hrédun 3,0 m/s%.

Laufey linudansari hefur massann m = 50,0 kg. Hun setlar ad labba & milli tveggja bygginga sem eru
i laréttri fjarleegd, 10 m, frd hver annarri. Pegar htin er mitt & milli bygginganna pa4 myndar linan 10°
horn midad vio larétt. Hver er togkrafturinn { linunni pegar hun er stédd i midjunni?

Malningarfata med massa 3,2 kg hengur i reipi fyrir nedan adra mélningarfétu sem hefur
massann 4,5 kg.

(a) Hver er togkrafturinn { hvoru reipi fyrir sig ef féturnar eru kyrrsteedar?

(b) Nt togum vid { efra reipid meo krafti 90 N. Hver er hréoun kerfisins?

Tveer beitidrattarvélar eru ad draga litla vedurathuganarstéd a4 Sudur-
skautslandinu. Onnur beitidrattarvélin dregur vedurathuganarstédina med
krafti F4 = 4500N. Beitidrattarvélarnar draga vedurathuganartédina
bannig ad kraftarnir Fy og Fg mynda hornin o = 48° og f = 32° mid-
ad vid b4 stefnu sem ad beitidrattarvélin er ad ferdast eftir. Akvardid steerd
kraftsins Fg og heildarkraftinn F= ﬁA + F ' sem verkar 4 vedurathugan-
arstodina.

-
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Daemi 6.19.

A myndinni hér til heegri ma sjé kassa med massa m 4 = 13,0 kg sem stend-
ur & nuningslausu bordi i fjarleegd 1,250 m fra bordsbrininni. Kassinn er
tengdur med reipi yfir niningslausa trissu vid kassa med massa mp = 5,0kg
sem hangir fram af bordinu.

(a) Teikniod kraftamynd af hvorum kassa fyrir sig.
(b) Akvardid heildarhrédun kerfisins og togkraftinn { reipinu.

(c) Hversu langur timi lidur bar til ad my4 flygur fram af bordsbrininni
ef hann er kyrrstaedur til a0 byrja med?

(d) Breytum ntna massanum mp = 1,0kg. Hversu stér byrfti my ad
vera til pess ad hrédun kerfisins veeri 1559 = 0,0982 m/s??

Prir kassar, A, B og C' med massa ma = 8,1kg, mp = 9,7kg og m¢ =
8,5 kg standa 4 nuningslausum fleti. Krafti F' = 96,0 N er beitt 4 kassa
A.

(a) Teiknid kraftamyndir af hverjum kubb fyrir sig.

(b) Akvardid hrédun kerfisins.

(c) Akvardid heildarkraftinn sem verkar 4 hvern kubb.
(d) Akvardid kraftinn F_, 4 sem kassi B verkar med 4 A.
(e) Akvardid kraftinn Fa_,p sem kassi A verkar med 4 B.

() Akvardid kraftana ﬁB—)C og F’c_”g sem kassi B og C verka med
4 hvorn annan.

Litum & Atwood vélina & mynd hér til heegri. Tveir massar m; = 1,2kg og
mo = 3,2kg eru tengdir saman yfir niningslausa trissu. Akvardid togkraft-
inn i reipinu eftir a0 moéssunum er sleppt ar kyrrstéou.

Ntningsstudullinn milli 22 kg kassa og gélfsins er p = 0,30. Hversu stéran
laréttan kraft parf til pess a0 draga kassann med jofnum hrada meofram
gélfinu?

mg
Pt | my | my | mc
]
C
_ \\
s
1.2kg 32kg

Hugsum okkur ad vid sténdum um bord { lest sem tekur af stad med hrédun a = 1,95m/s?. Hver er
minnsti niningsstudullinn milli lestargdlfsins og skésélanna til pess a0 vio rennum ekki til?

Ntuningsstudullinn milli bildekkja og malbiks er ;1 = 0,90. Hvert er stzersta hornid mioad vio larétt sem

haegt er a0 leggja bil i brekku vid 4n pess a0 hann renni nidur brekkuna?

Kassa er ytt af stad med upphafshrada vy = 3,5m/s. Hversu langt mun kassinn renna ef niningsstud-

ullinn milli gélfsins og kassans er p = 0,15.

A mynd hér til haegri mé sja kassa med massa m4 sem stendur & bordi
i fjarleegd 1,250 m fréd borosbruninni. Nuningsstudullinn milli kassans og
bordsins er p = 0,20. Kassinn er tengdur med reipi yfir niningslausa trissu
vid kassa med massa mp = 2,0kg sem hangir fram af bordinu. Hvert er
minnsta gildi0 & massanum m 4 pannig a0 kerfid haldist kyrrt?

L




Daemi 6.20.

Daemi 6.21.

Daemi 6.22.

Daemi 6.23.

Daemi 6.24.

Daemi 6.25.

Daemi 6.26.

Kassi med massa m = 7,0 kg hvilir & ntiningslausu skabretti sem hallar um
0 = 22,0° midad vio larétt. y

(a) Akvardid hrodun kassans pegar hann rennur nidur skabrettid. mL

(b) Ef kassinn byrjar { haed h = 12,0 m hver verdur hradi hans pegar hann
kemur nidur & botn skdbrettisins? 8 —

(c) Er heildarorka kassans vardveitt vid a0 renna nidur skabrettio?

Kassi feer upphafshrada vy = 4,5m/s upp ntningslaust skabretti sem hallar um 6 = 22,0° midad vid
larétt.

(a) Hversu hatt kemst kubburinn 4dur en hann stoppar { efstu heed?
(b) Hversu langur timi lidur bar til ad hann er { efstu haed?

(c) Hversu langur timi lidur bar til ad hann er biinn ad renna aftur nidur skédbrettio?

Skooum niina kubb med massa m sem stendur & skabretti sem hallar um 6 = 25,0° midad vio larétt.
Latum nuiningsstudulinn milli kassans og undirlagsins vera p = 0,19.

(a) Akvardid hrodun kubbsins, a, 4 medan hann rennur nidur skébrettio.
(b) Akvardid hrada kubbsins pegar hann kemur nidur skdbrettid ef hann byrjar { h = 8,15 m haed.

(¢) Nt er kubbnum ytt upp skdbrettid med upphafshrada vy = 3,0 m/s. Hversu hatt kemst kubburinn
40ur en ad hann stadnsemist { efstu stéou? Hversu langan tima tok pad?

Barn rennir sér nidur rennibraut sem hallar um 6 = 34° midad vid larétt. A botni rennibrautarinnar er
hradi barnsins helmingurinn af peim hrada sem barnid hefdi haft ef rennibrautin hefoi verid niningslaus.
Akvaroid niningsstudulinn milli barnsins og rennibrautarinar.

Tveir kassar med massa my = 2,0kg og mp = 5,0kg
standa & undarlegu skébretti (sj& mynd hér til heegri).
Kassarnir eru tengdir me0 reipi yfir niningslausa trissu.
Floturinn sem m 4 hvilir 4 hallar um o = 51° midad vio
larétt en fléturinn sem mp hvilir 4 hallar um g = 21° mio-
ad vio larétt. Nuningsstudullinn milli m 4 og flatarins sem
hann hvilir & er g4 = 0,25 en nuningsstudullinn milli mp
og flatarins sem hann hvilir 4 er g = 0,30. Akvardid hroo-
un kerfisins ad pvi gefnu ad m 4 feerist upp skabrettio sitt
en mp feerist niour skabrettio sitt.

Skooum myndina hér til haegri. Tveir kassar med massa
my = 2,7kg og mp = 3,2kg eru tengdir med reipi yf-
ir naningslausa trissu. Kassinn med massa my4 hvilir &
skabretti sem hallar um 6 = 34° midad vio larétt. Nun-
ingsstuoullinn milli m4 og skébrettisins er p = 0,15. (a)
Akvardid hrodun kerfisins pegar bvi er sleppt tr kyrrstédu
a0 bvi gefnu ad mp byrjar ad feerist nidur (og my4 bar af
leidandi upp, samsida skdbrettinu). (b) Hvert er minnsta
gildid & p bannig ad kerfio haldist kyrrt?

Tveir kassar med massa my = 5,0kg og mp = 4,2kg eru tengdir med
reipi og standa & skabretti sem hallar um 6 = 32° gradur midad vid larétt.
Kassarnir eru ar mismunandi efnum svo ad nuningsstudullinn milli kassa
A og skabrettisins er yus = 0,20 en nuningsstudullinn milli kassa B og
skébrettisins er pp. Akvardid hrodun kerfisins og togkraftinn { reipinu.




Daemi 6.27.

Daemi 6.28.

Gomul préfdaemi

Tveir massar m; = 1,0kg og mo = 2,0kg liggja 4 ntningslausum, laréttum fleti. Peir eru festir saman
med vir og eru togadir af 60rum vir sem er festur vio massann ms = 3,0 kg sem hangir undir massalausri,
nuningslausri trissu. Gera ma rad fyrir ad virarnir séu massalausir.

(a) Merkid inn 4 myndina kraftana sem verka 4 hvern massa fyrir sig.

(b) Skrifid nidur kraftajéfnur fyrir alla massana.

(¢) Finnid heildarhréoun kerfisins, a.

(d) Finnid togkraftinn, T5, { virnum sem tengir saman massana msy 0g ms.

T Th

Kubbur med massa m; = 10kg stendur kyrr & skabretti sem hallar um hornid 6 = 27°. Kubburinn er
festur yfir trissu vid vatnsfétu med massa mo = 5,0kg. Gerum rad fyrir ad hlutfallio m og hornid 0

séu pannig ad kassinn byrji ad renna tur kyrrstéou. Nuningsstudullinn milli kubbsins meE) massa my og
skabrettisins er p = 0.20.

(a) Gerid kraftamynd og skrifid nidur kraftajéfnur fyrir bida massana.

(b) Finnid hrédun kubbsins { stefnu samsioa skdbrettinu.

(¢) Finnid timann ¢ sem bad tekur kubbinn ad renna nidur skdbrettid um vegalengd s.

(d) Kubbnum med massa m; er aftur komid fyrir { upphafsstodu og er haldid kyrrum medan vatni er
hellt ofan i fétuna. Hversu miklu vatni, myatn, parf a0 hella ofan i fétuna svo ad m, veroi kyrr &
skabrettinu eftir a0 honum er sleppt?

5 \e/

Daemi 6.29. Finnid larétta kraftinn F sem barf til pess ad M; og Ms haldist M
1

kyrrir mioad vido M. Hunsid ahrif niningskraftsins.

(@] Q




Daemi 6.30. Kubbur med massa m = 13 kg ferdast upp skdplan med upphafshradanum
vg = 6,0m/s. Skédplanio hallar um 6 = 25° midad vio larétt. Kubburinn
kemst { mestu haed 0,80m &4dur en hann stéovast. Finnid hreyfininings- 0
studulinn, u, milli kubbsins og skdplansins.

Daemi 6.31. Bergljot er a0 feera stéra, punga eldavél med massa m = 120kg { ibuidinni sinni. Nuningsstudullinn
milli eldavélarinnar og gélfsins er p = 0,40. Bergljot parf ad draga eldavélina med jéfnum hrada svo
hiin springi ekki. Finnid meo hversu stérum krafti, F', Bergljot parf a0 draga eldavélina svo hun springi
ekki, ef hun togar undir gefnu horni 6 = 31°.

f m N0

\,
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Daemi 6.32. Skabretti med massa M, sem hallar um « gradur, stendur kyrrt 4 niningslausum laréttum fleti. Kassa
med massa m er komio fyrir 4 skdbrettinu, samtimis er laréttum krafti F beitt 4 skabrettid. Gerum
rad fyrir ad enginn niningur verki milli kassans og skabrettisins. Hversu miklum krafti F parf ad beita
til pess ad kassinn med massa m haldist 1 fastri haed?

m

F
#

o

Daemi 6.33. Sigbert skidagarpur rennir sér niour Kéngsbrekkuna { Blafjollum sem hefur
hallann ¢ = 60°. Nuningsstudullinn milli skidanna og brekkunnar er p =
0.25. Skidagarpurinn vegur m = 60kg. Hver verour lokahradi skidagarpsins
ef hann byrjar { toppi brekkunnar og larétt lengd brekkunnar er [ = 15 m.

Daemi 6.34. Skidagarpur med massa 76 kg rennir sér nidur Skalabrekkuna & Boggvis-
stadafjalli. Brekkan er 310m 16ng og hallar um 6 = 22° midad vio larétt.

l
Nuningsstudullinn milli snjés og skioa er p = 0,27.
(a) Gerid kraftamynd af skidagarpinum og skrifid nidur kraftajofnu.
(b) Hver er hréoun skidagarpsins nidur brekkuna? -

(¢) Finnid hrada skidagarpsins pegar hann er kominn nidur brekkuna.

(d) Hversu mikil orka tapadist { nining 4 leidinni nidur brekkuna?

Daemi 6.35. Kubbur med massa m; = 5,0 kg liggur 4 bordi. Hann er festur med massalausu
bandi vid kubb med massa my = 3,0kg yfir niningslausa, massalausa trissu.

Nuningsstuoullinn milli bords og kubbs er p = 0,45. Leifur dkvedur a0 draga pl
kubbinn & bordinu med krafti ' = 52N og horni § = 22° midad vio larétt. O my |10
(a) Teiknio kraftamyndir og skrifid nidur kraftajéfnur fyrir bida massana.

(b) Finnid pverkraftinn sem verkar 4 kubbinn & bordinu.

(¢) Finnio hrédun kerfisins.

(d) Finnid togkraftinn { bandinu.



Kafli 7

Tengsl krafta vio vardveislulogmalin

7.1 Vinna

Skilgreining 7.1. Latum F vera fastann kraft sem verkar 4 hlut. Latum d tékna feerslu hlutarins &
medan ad krafturinn verkar 4 hlutinn. Vinna kraftsins, F', undir feerslunni d er pa tdknud med Wg
og skilgreind pannig ad:

—

Wg=F.d.

Vio athugum a0 [Wp| = [F+d] = Nm = J svo a0 vinna hefur sému einingar og orka. DPad er frekar
Opeegilegt til reikninga ad purfa ad reikna innfeldi vigra Gt fra skilgreiningunni svo ad vio sndum okkur til
steerdfreedinnar til pess a0 einfalda skilgreininguna & innfeldi. Vio byrjum & pvi ad athuga ao:

Regla 7.2. Litum a, b € R? vera vigra me0 stefnuhorn a og 8. Latum v vera hornid 4 milli vigranna
a og b. Pa gildir ao:

@-b=abcos(y).

Par sem a = |@| og b= ‘5‘ takna lengdir vigranna, @ og b.

Sonnun: Litum & mynd 7.1. Par m4 sji tvo vigra @ = (g.) og

b= (2; ) Vid getum umritad vigrana med stefnuhornum beirra,

a og B = a+ v, med eftirfarandi heetti: 9 A frty
a= <a1) :a(c‘.OSOé), &
as sin « 4
o<
x . . " . —
bar sem vid hofum skilgreint a = |d@| = v/(a1)? + (a2)?. Eins er %
» (b1, [cosf
b= <b2> o b(sinﬁ)’
bar sem vid hofum skilgreint b = ’b‘ =/(b1)% + (b2)2. Mynd 7.1: Tveir vigrar, @,5 € R? med

Vid athugum bé ad innfeldi vigranna er gefid med: stefnuhorn o og 3 hvor um sig.
@-b=aby + azby = ab(cos acos B + sin asin B) = abcos(a — B) = abcos(8 — a) = abcos(7).

Par sem vid hofum notad summureglu hornafalla, ad cos(—x) = cos(x) ogloks ad f = a+ysvoy=f—a. O
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Vio hofum pvi synt a0 vid getum umritad skilgreininguna 4 vinnu med eftirfarandi haetti:

Logmal 7.3. Latum F vera fastann kraft sem verkar & hlut og latum d tékna feerslu hlutarins &
medan ad krafturinn verkar & hlutinn. Latum ~ vera hornio & milli vigranna F' og d pba héfum vio ao:

F.d= Fdcos~,

bar sem F' = ‘ﬁ‘ og d= ‘cf’

. J

Vio geetum velt fyrir okkur hvad breytist ef ad krafturinn F er ekki fastur. Er heegt ad skilgreina vinnu fyrir
krafta sem eru ekki fastir? Pad kemur { 1jés ad pad er vissulega haegt en pad parfnast steerdfraedigreiningu
(diffrun og tegrun) svo vio sleppum bvi { bili. Nidurstadan er hinsvegar eftirfarandi:

Logmal 7.4. Latum F' vera kraft sem breytist med stadsetningu hlutarins, s. P4 er vinna kraftsins,
F, undir feerslunni d, Wpg, jéfn flatarmalinu undir krafta-stéou grafinu.

7.2 Geymnir og 6geymnir kraftar

Til bess ad geta talad formlega um orku pa purfum vid ad flokka kraftana sem ad vid héfum kynnst. Vid
hofum &adur séd ad sumir kraftar eins og t.d. pyngdarkrafturinn vardveita orku & medan adrir kraftar eins og
t.d. ntningskrafturinn tapa orku. Vid viljum skilja hvers vegna sumir kraftar varoveita orku en adrir ekki.

Skilgreining 7.5. Latum A og B tdkna tveer stadsetningar. Vid segjum a0 kraftur, F', sé geyminn
ef a0 heildarvinnan, Wg, vid pad a0 flytja hlut fra A til B og aftur til baka i A er null.

Skilgreining 7.6. Ef krafturinn F' er ekki geyminn pa segjum vid ad hann sé 6geyminn.

Vio hugsum um betta pannig ad kraftar sem eru geymnir, eins og t.d. pyngdarkrafturinn og gormkrafturinn,
varoveita orku en kraftar sem eru égeymnir eins og t.d. niningskrafturinn og loftmoétsstada, tapa orku.

[ Logmal 7.7. Pyngdarkrafturinn er geyminn.

Utleidsla: Hugsum okkur ad vid késtum bolta upp { loftid. Vid byrjum & pvi
ad skoda vinnu pyngdarkraftsins fra pvi ad fara dr haed hg upp 1 haed h, en pa
er feersla boltans d = h — hg 1 stefnuna upp svo ad honrid 4 milli feerslunnar og 4.y -}, fs b
byngdarkraftsins er v = 180°. Vio faum bvi ad vinna pyngdarkraftsins & leidinni
upp er gefin meo:
Wy = Fydcosy = mgd cos(180°) = —mgd. Q
F.
J
Athugum sidan ad begar boltinn fellur ir haed A nidur aftur { hed hy ba eru ho

byngdarkrafturinn og fzerslan i sému stefnu svo ad pad er v = 0° en bar med
verdur vinna pyngdarkraftsins & leidini nidur gefin meo:

Wy = Fydcos(y) = mgd cos(0°) = mgd.

En par med er heildarvinna pyngdarkraftsins fra pvi ad fara ar haed hg upp 1 haed h og aftur nidur i hy gefin
me0:

Wheila = —mgd + mgd = 0.



Logmal 7.8. Nuningskrafturinn er 6geyminn.

Utleidsla: Hugsum okkur ad vid séum ad flytja kassa med massa m um vegalengd d medfram gélfi og latum
nuningsstudulinn milli gblfsins og kassans vera p. Pa er niningskrafturinn sem verkar 4 kassann gefinn med
Foan = pwmyg 1 stefnuna gagnsteett hreyfingu kassans. Vio héfum pvi a0 vinnan sem vid vinnum vid pad ad
flytja kassann er gefin meo:

W, = Fhand cosy = pumgd cos(180°) = —umgd
Par sem a0 hornio 4 milli ﬁnﬁn og d er 180°.

P b

L T L

(b) Kraftamynd af pvi ad yta kassa til vinstri.

(a) Kraftamynd af pvi ad yta kassa til haegri.

Mynd 7.2: Hér sést hvernig stefna niningskraftsins breytist eftir pvi { hvada att vio ytum kassanum.

Hugsum okkur nt ad vid ytum kassanum til baka & stadinn par sem hann var upphaflega staddur. P& er
nuningskrafturinn aftur Fl4, = gmg en nina i gagnstaeda stefnu midad vid adur og feersla hlutarins breytir
lika um stefnu en vegalengdin er st sama, d. Vid alyktum bvi ad vinna niningskraftsins vio pad ad flytja
kassann til baka er gefin me0:

W, = Fugnd cosy = pmgd cos(180°) = —pumgd

Par sem a0 hornid & milli ﬁnﬁn og d er enn pba 180°. Vid alyktum a0 heildarvinna nuningskraftsins vio pad
ad flytja kassann svona fram og til baka er gefin me0:

Wheila = —pmgd — pmgd = —2pmgd # 0.

En par med héfum vio synt ad niningskrafturinn er ekki geyminn og par med égeyminn. O

Logmal 7.9. Gormkrafturinn er geyminn.

Utleidsla: Petta parfnast staerdfraedigreiningar (diffrun og tegrun) og bvi sleppum vid bessu { bili.

7.3 Stoduorka

Vid erum béa loksins tilbtin til pess ad skilgreina stéouorku ut fra vinnu geymins krafts:

Skilgreining 7.10. Latum F vera geyminn kraft. Latum A og B vera tveer stadsetningar. Latum
Wp tdkna vinnu kraftsins F' fra A til B. Vio skilgreinum ba stéouorku kraftsins, Up, midad vid
punktinn A sem steerdina:

Up =-Wg.

Takio eftir ad stoouorkan er midud vid einhvern vidomidunarpunkt. Fyrir fasta krafta (eins og t.d. pyngdar-
kraftinn) skiptir litlu méli hvar vid veljum vidmiounarpunktinn. Fyrir byngdarkraftinn pa veljum vid gjarnan



joroina sem nullpunkt heedarinnar en vid getum allt eins valid nallpunktinn uppi & Everesttindi eda ofani
Marfanadjupalnum. Hinsvegar, fyrir krafta sem eru ekki fastir (einst og t.d. gormkrafturinn) er baegilegast
ad velja viomidunarpunkt par sem ad krafturinn er null.

Logmal 7.11. Stoouorka pyngdarkraftsins, Fy, er gefin meo:
Uy = mgh,

bar sem ad h taknar heedina fyrir ofan vidmidunarpunktinn.

Utleidsla: Vid athugum ad F; og d eru gagnstefna svo vid héfum ad vinna pyngdarkraftsins er gefin meod
Wy = —mgh en bar med er stéouorkan gefin med U, = —W, = mgh.

Logmal 7.12. Stoduorka gormkraftsins, Fj, er gefin med
1
Uk; = 5]47132,

bar sem k er gormstudullinn og x er fjarleegdin fra jafnveegisstoounni (sem er viomidunarpunkturinn).

Utleidsla: Vid nytum okkur 16gmaél 7.4 og skodum graf af gorm-
kraftinum Fj = kx sem fall af x. Vi0 sjdum pa ad flatarmalio
undir ferlinum er gefid med:

IV

1 1,
Wy = i(kx)m = iij .

En vid vitum ad gormkrafturinn og feerslan eru gagnstefna svo
a0 vid hofum ad W, = —1ka? (Grafid sem vid teiknudum hér til
haegri eetti i rauninni a0 skipta 1t fyrir graf af F, = —kz sem fall
af ). En bar med getum vid dlyktad ad stoduorka gormkraftsins
midad vid jafnvaegisstéouna er gefin meo:

x Cw]

U, =-W, = %ka. Mynd 7.3: Fy, = kx sem fall af x.

7.4 Orkuvardveisla

Logmal 7.13. (Vinnulogmalid) Latum F; tdkna heildarorku hlutar vid tima ¢; og ldtum Fs tdkna
heildarorku hlutar vid tima to > ¢;. Latum W takna vinnu égeyminna krafta & pessum tima. Pa er:

Ei+W = E;s.

Utleidsla: Vid sjaum nu ad ef & hlut verkar kraftur Fyejq pa er vinnan:
vi —vi

2
Vio skulum nu skipta vinnu kraftanna sem verka & hlutinn upp i vinnu geyminna krafta, W, og 6geyminna
krafta W,,. P4 er AK = Whyejq = Wy + W), og vid héfum aod:

= AK.

Wheild = Fheild . A§= ma - A§= m

AE = AK + AU = AK =W, = AK — (Wy + W, = W,)) = AK — Wieiia + W, = W,

En par med héfum vid einmitt synt ad £y + W, = Es. O

Logmal 7.14. Ef engir 6geymnir kraftar verka & hlut pa er heildarorka hlutarins vardveitt.




7.5 Skridpungavardveisla

Vio hofum enn ekki talad um tengsl skridpunga, p = muv, vid krafta, F' = ma. Pa0 er nefnilega til 6nnur leid
dv

til bess a0 skilgreina kraft. Vio athugum ad a = 97 svo vid héfum ao:

dv d(mv) dp
F = = _— = = —.
TEETGE T T  dt

En petta segir okkur a0 kraftur er pad sama og breyting i skriopunga, dp, & tima dt. Vio sjaum pvi ad:

Logmal 7.15. Ef enginn heildarkraftur verkar & hlut pa er skridpungi hlutarins vardveittur.

Utleidsla: Vid sjaum ad ef F = 0 b4 er % = 0 en bad byodir ad skridpungi hlutarins er ekki ad breytast med
tima svo skridpunginn er vardveittur. O

Logmal 7.16. Litum & hlut med massa m; og hrada v; og hlut med massa my og hrada vs sem lenda
i arekstri. Pa er heildarskridpunginn, pyeiig = mi1v1 + mowve vardveittur i arekstrum.

Utleidsla: I 4rekstrinum pé er eini krafturinn sem verkar 4 milli hlutanna, pridja l6gmals gagnkrafturinn 4
milli hlutanna svo vid héfum ao:

d d d
p1:7 D2 EEN i(p1+p2):0 :>p1+p2:fasti.
——

Bi=-h= dt dt

Pheild

7.6 Synideemi

Litum & kassa med massa m sem byrjar { haed h & skabretti
sem hallar um horn 6 midad vid larétt. Nuningsstudullinn
milli skabrettisins og kassans er ps. Eftir ad kassinn hef-
ur runnid nidur tekur vid hrjaft yfirbord par sem ntnings-
studullinn milli kassans og yfirbordsins er up. Vid viljum
dkvaroa vegalengdina x sem kassinn mun renna medfram
hrjafa yfirbordinu 4dur en hann stédvast. Vid byrjum pvi &
pvi a0 athuga ad vegalengdin d sem ad kassinn mun renna

niour skabrettid er gefin med d = ﬁ Vio héfum sidan
eftirfarandi kraftajofnu fyrir kassann pegar hann er { efstu
haed: Mynd 7.4: Hlutur ad renna nidur skabretti.

ma\ _ (mgsinf — Fyan
0 ) \ P-mgcosf
Sem gefur pvi ad Fuan = psP = psmgcosf. Vinna niningskraftsins & leionni nidur skabrettid er pvi gefin
med: W, = —usmgdcosf bar sem ad d og Fyan eru gagnstefna. Vido hofum samkveemt vinnulégmalinu ad:

1
mgh — psmgdcosf = §m1)2 — v =/2(gh — psgdcos0) = \/2gh (1 — i, cot 6)

Par sem v er hradi kassans pegar hann kemur nidur skabrettid. En sidan vitum vid ad bar tekur vid nytt
yfirbord par sem a0 pverkrafturinn er P = mg og ntningskrafturinn verdur Fyg, = pupP = pupmg og vinna
ndningskraftsins par til hann stéovast er gefin med Wy, = —upmgx svo vio héfum ao:

1 1
—mv* — ppmgr =0 = = — (1 — pscot ) h.
2 12



7.7 Daemi

Daemi 7.1.

Daemi 7.2.

Daemi 7.3.

Daemi 7.4.

Daemi 7.5.

Daemi 7.6.

Daemi 7.7.

Daemi 7.8.

Daemi 7.9.

Vinna

Bergljét er ad feera stéra, punga eldavél med massa m = 120kg i ibidinni sinni.
Nuningsstudullinn milli eldavélarinnar og gélfsins er p = 0,40. Naudsynlegt er ad
draga eldavélina me0 jofnum hrada svo hin springi ekki. Bergljét dregur eldavélina
med krafti F' undir horninu # = 31°. Hversu mikla vinnu vinnur Bergljét vid pad
a0 flytja eldavélina um 8,4 m ad pvi gefnu a0 eldavélin springi ekki?

Piané sem hefur massa m = 380kg rennur nidur 2,9 m langa brekku sem hallar
um 6 = 25° midad vid larétt. Nuningsstuoullinn milli skdbrettisins og piandsins er
u = 0.18. Sigbert sterkbygdi heldur i vid pianéio med pvi a0 yta & bad med krafti
samsioa skabrettinu. Hann passar ad pian6id renni nidur med jéfnum hrada.

(a) Hver er steerd kraftsins sem a0 Sigbert ytir med & piandid?

(b) Hversu mikla vinnu vinnur Sigbert & piandid 4 leidinni nidur brekkuna?
(¢) Hversu mikla vinnu vinnur pyngdarkrafturinn & pfanio & leidinni nidur brekkuna?
(d) Hversu mikla vinnu vinnur niningskrafturinn 4 pian6io 4 leidinni nidur brekkuna?
(e) Hversu mikla vinnu vinnur pverkrafturinn 4 pian6io & leidinni nidur brekkuna?

(f) Hver er vinna heildarkraftsins sem verkar & pfanéio & leidinni nidur brekkuna?

Ktrekahattur med massa M = 130g hvilir & bordi. Nuningsstud-
ullinn milli hattsins og bordsins er u = 0.25. Byssukiilu med massa
m = 5g og ldréttan hrada vy = 550m/s er skotio { gegnum kureka-
hattinn pannig ad hann rennur Az = 1,25 m eftir bordinu. Hver er
hradi byssukilunnar, v, eftir a0 hiin kemur Gt ar hattinum?

Kubbur med massa 3,0 kg rennur dr kyrrstédu niour brekku med
hverfandi nining Gr haedinni 5,0 m. Eftir a0 kubburinn hefur runn-
i0 framhja punkti P tekur vid hrjaft, larétt yfirbord par sem nin-
ingsstudullinn milli kubbsins og yfirbordsins er 0.20. Hversu langt
rennur kubburinn eftir larétta yfirbordinu 4dur en hann stéovast?

Hugsum okkur a0 vid séum ad yta bil med massa m = 950kg upp 710m langa brekku sem hallar um
0 = 12° midad viod larétt. Nuningsstudullinn milli bildekkjanna og malbiksins er ¢ = 0.05. Hver er
minnsta vinnan sem vid purfum ad vinna til ad yta bilnum upp brekkuna?

Tesla Model S sportbill med massa my = 2250 kg skellur harkalega aftan i kyrrstaedri, 1itilli ratu med
massa mpr = 3550kg sem stoovaodi & raudu 1jési. Bilarnir festast saman i drekstrinum og renna 6,6 m
aour en Dpeir stoovast. Lalli 16greglumadur er fjolkunnugur og rifjar upp eolisfraedina sem hann leerdi i
menntaskéla. Hann dkvedur ad reikna vinnuna sem tapadist { nining til pess ad finna hrada Teslunnar
fyrir areksturinn. Hann veit ad niningsstudullinn milli bildekkja og malbiks er u = 0.80. Hver var
hradi Teslunnar fyrir areksturinn?

Byssuktlu med massa m = 5,0g er skotid beint upp med hradanum 500m/s. Byssukilan lendir {
trjagrein, fer { gegnum hana og kemur Gt med hradanum 100 m/s. Efri brin trjdgreinarinnar er { 15m
hao. Trjagreinin er 20 cm pykk bar sem kilan for { gegn. Hversu mikla vinnu framkveemdi trjagreinin
& byssukulunni? Hver var medalkraftur trjagreinarinnar 4 byssukiluna?

Bill med massa m = 2000 kg ekur 4 hradanum 25m/s eftir laréttum vegi. Skyndilega verdur 6kumad-
urinn var vid kott & veginum og naudhemlar til a0 reyna a0 bjarga kettinum. Billinn stoovast eftir
60 m. Metid vinnu niningskraftsins og niningsstudulinn milli dekkjanna og vegarins.

Skidakappi med massa 80 kg stendur efst { Kongsgili { Blafjollum. Hann lsetur sig renna af stad og fer
beint { brunastellingu. Pegar hann kemur nidur 4 jafnsléttu 200 m nedar er hradi hans 120 km /klst.
Ef engir nuningskraftar hefou verkad & skidakappann, hver eetti ba hradi hans ad hafa verid pegar
hann kaemi niour? Hver er heildarvinna 6geyminna krafta & skidakappann fyrst hradi hans var adeins
120 km/klst begar hann kom nidur?



Daemi 7.10.

Daemi 7.11.

Daemi 7.12.

Daemi 7.13.

Daemi 7.14.

Daemi 7.15.

Gormar

Kiddi keerulausi hefur massann m = 62kg. Hann hoppar fram af bil-
skdrspakinu heima hjé sér med 160réttum upphafshrada vo = 4,5m/s og
lendir & trampélini 2,0 m fyrir nedan.

(a) Hver er hradi hans rétt 4dur en hann lendir 4 trampdlininu?

(b) Gera mé pba ndlgun ad trampdlinid hegdi sér eins og gormur med
gormstudul k£ = 5,8 -10* N/m. Hversu langt mun trampélinsdik-
urinn siga nidur?

Friorik fifldjarfi (med massa m = 75kg) fer { teygjustokk fram af bri.
Ostrekkt lengd teygjunnar er £ = 15m svo hann dettur { 15 m 4dur en ad
bad byrjar a0 togna & teygjunni. Lysa ma strekkingu teygjunnar eins og
gormi med gormstudul k = 55N/m. Akvardid fallvegalengdina, d, sem
Fridrik fellur par til hann stadnsemist um stundarkorn i leegstu stédu
og aour en hann skyst sidan aftur upp. Hunsid loftmdtsstodu og massa
teygjunnar.

Kubbur med massa m; = 4,0kg er festur 1 jafnveegisstoou vid gorm med
gormstudul k1 = 20N/m. Gormurinn er sidan bjappadur saman um
lengdina d = 5,2cm. Kubburinn er par losadur fra gorminum og sidan
er honum sleppt. Hann rennur pé eftir niningslausa fletinum sem hann
hvilir & par til hann rekst & kyrrsteedan kubb med massa mo = 3,0kg
sem er festur vio gorm med gormstudul ko = 28 N/m. Kubbarnir festast
saman vid areksturinn.

(a) Finnid hrada kubbsins med massa m; rétt fyrir dreksturinn.

(b) Finnid hrada kubbanna rétt eftir dreksturinn meod pvi ad nota skridpungavaroveislu.

(¢) Finnid mestu bjoppun gormsins eftir dreksturinn.

(d) Finnid orkuna sem tapast vid dreksturinn.

Kassa med massa m = 2,5kg er sleppt efst & ntningslausu
skabretti sem hallar um 6 = 30° midao vid larétt. Par & eftir

‘s

rennur kassinn medfram niningslausu gélfi par til hann prystir 000000

saman gormi sem fastur er vio vegg. Hver er mesta pjoppun
gormsins ef kraftstudull gormsins er k¥ = 400 N/m?

Kassi med massa m = 0,1 kg situr & ntningslausri braut. Honum er ytt upp vid gorm med gormstudul
k = 18N/m b.a. gormurinn sé 50 cm fra jafnveegisstodu. Sidan er kassanum sleppt og hann rennur
eftir 80 cm 16ngum rampi sem myndar 30° horn vio larétt. Hve langt eftir rampinum ferdast kassinn

aour en hann stoppar?

Gormur med gormstudul k& = 600N/m er festur { annan endann vid vegg. Vid hinn endann er kassi
med massa m = 6,8 kg festur. Kassinn stendur & laréttu bordi og niningsstudulinn milli bordsins og
kubbsins er u. Gorminum er nt pjappad saman um x = 18 cm fra jafnvaegisstéounni sinni og sleppt.
Pegar gormurinn er kominn aftur { jafnveegisstoou sina { = 0, er hraoi massans v = 1,3m/s. Reiknio

vinnu ndningskraftsins og niningsstudulinn milli bords og kubbs.



Daemi 7.16. Fer bogaskytta dregur bogastrenginn aftur um 50 cm med 150 N krafti og sleppir 6r med massa 100 g
af stad. Gera ma rad fyrir ad krafturinn sem boginn verkar med & 6rina hegdi sér eins og gormur med
gormstudul k. Hver er hradi érvarinnar um leid og htn losnar af strengnum?

Daemi 7.17. L0 med massa 1,00kg er fest { gorm med gormstudul ¥ = 60N/m. kg0 w/m kg
L6010 er svo tengt, med massalitlu bandi yfir niningslausa trissu i 0,50 kg
massa sem hangir 1 bandinu. Gerum rad fyrir ad bordid sé niningslaust W
til einféldunar. Boro

(a) Hver er strekking gormsins, z, frd jafnveegisstoounni? .

(b) Ef massalitla bandid veeri brennt pannig ad 0,50kg kubburinn
myndi heetta ad toga 1 gorminn, hver yrdi pba mesti hraoi 1,00 kg
kubbsins?
Daemi 7.18. Kyrrsteedur kubbur med massa M = 15,0kg stendur kyrr & nin-
ingslausu, laréttu bordi. Kubburinn er festur vid gorm, med 3.00kg 800 m/s 15.0kg
gormstudul k£ = 525N/m. Steinn med massa m = 3,00kg og 14~ Qi }\(
réttan hrada v; = 8,00m/s til heegri, lendir 4 kubbnum. Steinninn
endurkastast med hradanum vy = 2,00m/s til vinstri.

(a) Notid skridpungavardveislu til pess ad finna hrada kubbsins rétt eftir dreksturinn.
(b) Notid orkuvardveislu til bess ad finna mestu pjéoppun gormsins eftir dreksturinn.

Daemi 7.19. Duge briin neer yfir kinverska fljotid Beipan. Briin er si heesta i heiminum og hefur heedina h = 565 m
yfir vatnsbordinu. Ordrémur er um ad hinn fraegi frumkvooull teygjustokksins, A.J. Hackett, sem hefur
massa m = 75 kg, @tli ad fara i teygjustokk fram af brinni og freista pess ad rétt svo snerta vatnsboroio.

Gera ma rao fyrir ad teygjan sé massalaus, af lengd £ = 120 m, og hegdi sér likt og gormur. Ekki parf
a0 taka tillit til heedar Hacketts.

(a) Finnid gormstudul gormsins med pvi ad nota orkuvardveislu.

(b) Hvada hrédun mun Hackett finna fyrir begar hann snertir vatnsboroio?
Svor

(1) Wp =3200J. (2) F =970N, Wp = —2800J, W, = 4600J, W, = —1800J, Wp = 0, Wheila = 0.

(3) v=486m/s. (4) z=25m. (5) Wp >1700k]. (6) vy = 95km/klst. (7) W = —600J, F = 3000 N.
(8) W, =—-630J, n=0.53. (9) v==63m/s, W, =—113kJ. (10)v=7,7m/s,d=0,26m. (11)d = 53m.
(12) v = 0,12m/s, v = 0,069m/s, z = 3,3cm, AK = —12mJ. (13) z = 22cm. (14) d = 46cm.

(15) W, = —4,0J, p = 0.35. (16) v = 27m/s. (17) z = 82mm, v = 0,64m/s. (18) u = 2,0m/s,

x=34cm. (19) amax = 15,1 m/s%



Kafli 8

Pyngdarlogmalio

8.1 Pyngdarlogmal Newtons

Skilgreining 8.1. Litum & tvo massa, my og meo sem eru i fjarlaegd r fra hvor 60rum. Pa verkar &
milli peirra addrattarkraftur, Fg, sem kallast pyngdarlogmalskrafturinn og er gefinn med:

mimeso
Fe=G"22,
r

bar sem G = 6,67 - 10~ m?/(kgs?) er fasti sem nefnist pyngdarlsgmalsfastinn.

ma

my

Mynd 8.1: Tveir massar, m1 og mo i fjarleegd r frd hvor 60rum.

Petta er utvikkun & pyngdarkraftinum, Fy, sem vid héfum pegar kynnst. Pannig vid vitum ad & yfirboroi
jardarinnar pa purfa pyngdarkrafturinn og pyngdarlogmalskrafturinn ad vera sammala, p.e. vid héfum ad
F, = F¢g & yfirboroi jardinnar en pad byoir ad ef massi okkar er m, massi jardarinnar er M og geisli

jaroarinnar er R, ba gildir ad:

GmM GM

Logmal 8.2. Pyngdarlogmalskrafturinn er geyminn. Stéduorka massans m i fjarlaegd ro frd M mioad
vi0 vidmiounarpunktinn r = +o0o er gefin med:

M
e = =
To

Utleidsla: Vid setjum vidmidunarpunkt stéduorkunnar i r = oo. Par er pyngdarlsgmalskrafturinn sem
verkar & hlutinn gefinn med Fg = 0. Vid viljum sidan reikna vinnuna sem ad hlutur parf ad vinna til pess

ad fara fra r = oo i r = ry. Vio fAum pvi:

ro M Mm]"™ GM
UG:—WG:_/ ¢ zmdr:—{G m] =— mn
too T A o

64



8.2 Hringhreyfing

Skodum ntuna hlut sem er & hringhreyfingu med geisla r og
hrada v. Vio getum bé skrifad stadsetningu hlutarins sem
fall af tima sem:

. x(t rcosf(t

) = (yét%) - (rsin@ét))) ’
bar sem ad r = |7(¢t)| er geisli hringsins og 6(t) er hornid
sem lysir stadsetningu hlutarins sem fall af tima ¢. Joroin fer
einn hring 4 einu ari svo a0 vid vitum ad heildarvegalengdin
sem han parf a0 ferdast & einu ari, T = 1ar, er gefin med
s = 2rr, par sem 7 = 1AU = 1,5-10'' m, er vegalengdin
milli jardarinnar og sélarinnar. Vid vitum bpa ad hradinn
sem a0 joroin parf a0 ferdast med er gefin med:

s  2mr 27-15-101m
= == — = R A — = k S.
YSrT T 365. 21,602 Sokm/s

Mynd 8.2: Hlutur & hringhreyfingu.

Vid viljum skilja hvernig ad hornid breytist sem fall af tima
t. Vid athugum ad ef ¢ tdknar timann sem hefur 1i0id fra
pbvi a0 arid byrjaodi pa er % hlutfallio sem a0 vio héfum fario
medfram hringnum pad arid. En vid vitum ad hringurinn er 360° eda { radiénum 27 og pvi héfum vio ao:

t 0 :0_271'75
T o T

En vid vitum ad v = 2% svo T = 2Uﬂ sem gefur okkur pvi a0:
2rt 27t w

T Tzt

9:

A pessum timapunkti er edlilegt ad kynna steerd sem kallast hornhradi og er tdknud med w og er skilgreind
bannig a0

do
w=—.
dt
Til samanburdar er hradi skilgreindur pannig ad v = %. Fyrir hringhreyfingu pa er hornhraoi hlutarins
fastur og vid hofum einmitt a0 hornhradi jardarinnar & hringferd sinni um sélina er gefinn med:
2 2
i . R—— 2,0- 10" rad/s

T ~ (365-24-602s)

Par sem ad & einu ari pa fer horniod 0 fra pvi ad vera Orad i bad ad vera 2nrad. Eins og sja mé hér ad ofan
eru Sl-einingar hornhrada gefnar med rad/s. En par sem ad hornhradinn er fastur pa gildir ad:

wzg = 0 =uwt

En vio héfum 4dur synt ao:

0 ="t
r

Svo vid alyktum a0 fyrir hlut & hringhreyfingu gildir ad hradi hlutarins og hornhradinn tengjast meo eftir-

farandi heetti:

v
w=—
r



Petta er oftast skrifad linulega sem:
v =Tw.
Fyrir jordina hofum vio synt ad v = 30 km/s. En vid héfum einmitt ao:
wr=2,0-10""rad/s-1,5-10" m = 30 km/s
eins og vio var a0 buast. Vio héfum semsagt synt ad st6ouvigur hlutar 4 hringhreyfingu er gefinn med:
o (r cos 9)
rsin 6

og vid vitum ad hradi hlutarins er hornréttur a4 stoduvigurinn, réttara sagt er hann pvervigur stéduvigursins
(sem hefur aora lengd). En bad byoir ao:
s (Y sin 6
~ \ vcosf

= wr svo vi0 h6fum ao:

R <—wr sin 9> A

v = = Wr.

wr cos
Par sem ad 7 tdknar pvervigur vigursins 7, p.e.
A (T sin 0
~ \ rcosf J°

Vid sjdum ba a0 lengd vigursins breytist bara pannig ad hin margfaldast med w. Vid vitum ad lokum ad

hrédun hlutarins er inn ad midju hringsins (bar sem ad eini krafturinn sem verkar 4 jérdina er pyngdarlog-
malskrafturinn milli jardarinnar og sélarinnar). En par med faum vid ad lokum ao:

2nr

En vio vitum ad v = o

2A

F=—w’F

a=uw
Par sem a0 vio sjdum a0 a@ og 7 eru gagnstefna. En par med héfum vid a0 steerd vigursins @ er gefin meo:
2 2
a=|d =wr= (E) r=2.
r r
Vi0 héfum pvi synt a0 hréoun hlutar 4 hringhreyfingu er inn a0 midju hringsins og er gefin med a = é Pessi
hrédun kallast midséknarhrédun hlutarins og vio kollum kraftinn sem ad veldur hréduninni midséknarkraft.

En vio getum lika skrifad hrédunina & annan veg med pvi a0 rifja upp ad v = 2%” svo vio hofum ao:
v (B antr
e T2

Vid getum einnig leitt petta Gt med viddargreiningu. P4 athugum vid ad:
a = mvPrY
og med bvi ad skoda viddirnar & steerdunum pa héfum vid ad:
B
[a] = [m]*[v]?[r]” = % = kg” (§> m” = kg’m's™? = kg®mP 54
S s

Sem gefur okkur eftirfarandi jofnuhneppi:

o =
B+y=
—B=-2
En bad jéfnuhneppi hefur lausnina (o, 5,7v) = (0,2, —1) sem pydir ad:
2
a=mPrt =2t =
T

Fyrir hlut & hringhreyfingu.



8.3 Pridja logmal Keplers fyrir hringhreyfingu

Vid skulum nii skoda hlut med litinn massa, m, sem hefur hradann m
v og er & hringhreyfingu med geisla r um stéran massa, M. Vio

hugsum okkur til ad byrja med ad litli massinn, m, tdkni jordina

og stéri massinn, M, takni sélina. En bad kemur 1 1j6s ad 16gmalio

gildir engu ad sidur fyrir hvada hringhreyfingu (med fostum hrada)

sem er. Pannig gildir 16gm4alid eins fyrir tungl & hringferd umhverfis

reikistjornu. Vio hofum samkvaemt pyngdarlogmalinu ad krafturinn

sem verkar 4 planeturnar vegna sélarinnar er gefinn meo:

GMm

5 -

o=
r
En par sem a0 petta er eini krafturinn sem a0 verkar & pldnetuna
sem er & hringhreyfingu um sélina pad héfum vid samkveemt 6dru  Mynd 8.3: Litill massi, m, med hrada v
16gmali Newtons ao: 4 hringhreyfingu med geisla r um stor-
an massa M.
Freia = Fa,
og bar sem ad planetan er & hringhreyfingu héfum vid ad:

2 GMm
ma=m— =
r

r2
En med pvi a0 stytta it m og margfalda i gegn med r héfum vid pvi ad:

) GM
e

v
En nu ferdast planetan med joéfnum hrada umhverfis sélina svo vio héfum ad hradi hennar er gefinn me0:
27r

V=

En par med getum vio alyktad ao:

En petta getum vid umritad sem:

Vio hofum pvi synt:

s ™

Logmal 8.3. (Pridja 1ogmal Keplers) Litum 4 litinn massa m med hrada v sem er 4 hringhreyfingu
med geisla r um stérann massa M. Latum T vera umferdartima massans m um stéra massann M.
Pa gildir ad:

3 GM

ﬁ = 472 = fasti.
7

Vid notum betta 160gmdl oft med eftirfarandi haetti. Hugsum okkur ad vid séum med tveer planetur (t.d.
jordina og Venusi) sem eru 4 hringhreyfingu med geisla 71 og 79 hvor um sig frd sélinni og hafa umferdartima
Ty og T5 umhverfis sélina. Vid héfum ba ao:

rs _GM r3 a} a3

7 4n? T3 T3



8.4 Logmal Keplers

Johannes Kepler setti fram 16gmél um hreyfingu himinhnattanna & Arunum 1609-1619. Pad var sidan Isaaq
Newton sem leiddi bau it og syndi ad pau veeru { samraemi vio pyngdarlogmalio hans arid 1687 1 6ndvegisriti
sinu, Principia. Vid gerdum 1 sidustu grein rad fyrir pvi ad planeturnar ferdist med jéfnum hrada 4 hring
umbhverfis s6lina. Pao er ekki alveg rétt, pvi { rauninni ferdast beer 4 sporbaug (sem er eins og egglaga hringur)
en pao er afskaplega g6d nalgun a0 paer séu & hringhreyfingu pvi pad kemur i 1jés a0 midvik sporbauganna
sem planeturnar ferdast eftir er svo litid ad peer eru svo gott sem & hringhreyfingu. Vio byrjum & pvi ad
skilgreina hvad vid meinum med sporbaug;:

Skilgreining 8.4. Sporbaugur (eda ellipsa) er safn peirra punkta sem uppfylla jofnuna:

2 2
S
a b2
Talan a kallast pa langas sporbaugsins en talan b kallast skammas sporbaugsins. Vid skilgreinum
brennipunkta ellipsunnar sem punktana F; = (—c¢,0) og F» = (¢,0) bar sem ¢ = va? — b%. Vid

skilgreinum midvik sporbaugsins sem steerdina e = £.

Vid tokum eftir a0 pegar a = b = r pa faum vid hring, pvi pbad héfum vio ‘Zf—; + ﬁ—z = 1 eda med pvi ad
margfalda i gegn med 2 b4 sjdum vid ad vid héfum 22 + y? = r? sem er jafna hrings. Sporbaugurinn er pvi
i einhverjum skilningi atvikkun & hugtakinu sem vid pekkjum nd pegar fyrir hring. Vid tokum lika eftir pvi
a0 midvik sporbaugsins, ¢ getur mest ordid ¢ = 2 = 1 en bad gerist begar b = 0 (begar ellipsan verdur ad
linu). Vid sjdum einnig ad midvik sporbaugsins, €, getur minnst ordid € = % = 0, en pad gerist pegar b = a
eda begar ellipsan samsvarar hring. Pannig ¢ € [0, 1] og € = 0 samsvarar hring en € = 1 samsvarar linu.

Tmax

(b) Planeturnar ferdast & sporbaug i kringum

(a) Sporbaugur med langds a og skammis b. sélina med sélina i 60rum brennipunktinum.

Fyrsta 16gmal Keplers

Logmal 8.5. Planeturnar ferdast & sporbaug i kringum sélina me0 sélina 1 60rum brennipunktinum.

Vid sjdum ba ad:
_ Tmax 1+ Tmin
— 5
Fyrir joroin b4 hofum vid ad mesta fjarleegdin milli jardarinnar og sélarinnar er gefin med rya, = 1,521 - 10 m

en minnsta fjarlegdin er gefin med rp;, = 1,471 - 10" m. Vid héfum bé ad langas sporbaugsins sem jordin

feroast eftir er gefinn med a, = %(rmax + Tmin) = 1,496 - 1011 m. Vid tokum sidan eftir pvi ad ryax = a + ¢

en b er ¢, = rpax —a, = 0,025- 10" m. Pad bydir ad midvik sporbaugsins sem jordin ferdast { kringum
_0,025-10'"'m
1,496 - 10" m

71 C
sélina med er ¢, =
J
fyrir a0 jordin sé & hringhreyfingu um sélina.

= 0.01671. Sem byoir ad €, ~ 0 og bad er pvi gbéd nalgun ad gera rad



Annad l6gmal Keplers

Logmal 8.6. Linan fra sélu a0 reikistjornu fer 4 hverju timabili yfir jafnstort flatarmal.

ty

A1=A2 eft1:t2

Mynd 8.5: Flatarmadlid, A(t), sem planeturnar sveipa & tima ¢ er alltaf jafn stort.

Prigja 16gmal Keplers fyrir sporbauga

Logmal 8.7. Litum & litinn massa, m sem ferdast & sporbaug um storan massa M sem er staddur i
brennipunkti sporbaugsins. Latum a vera langéds sporbaugsins og latum 7' takna umferdartima litla
massans umhverfis stéra massann. Pa gildir ad:

> GM+m) GM

Tz = P = 1 fasti.

8.5 Synidaemi

Roémeo og Julia

Folk talar stundum um addrattarkraft dstarinnar i daglegu tali. P4 télum vio um ad félk ladist a0 60ru félki
(nefnum engin kyn hérna). I upphafsatridi bandarisku biémyndarinnar ,,Back to the Future® er til deemis
lagid ,, The Power of Love®“ spilad & medan Marty McFly teikar bil i skélann & hjélabrettinu sinu. Hugsum
okkur pvi niina ad Rémeé og Jilia standi { fjarleegd r = 8,5 cm frd hvort 6rou (vid midum vid fjarlegdina &
milli massamiojunnar & peim). Latum Roémeo hafa massa mp = 67kg og Juliu hafa massa m; = 88kg. P4
er pyngdarlégmalskrafturinn sem verkar & milli peirra gefinn meo:
Gmpmy  6,67-107" m3/(kgs?) - 67ke - 88kg s
Fo = 2 = (8510 Zm)2 =5,4-10"°N.

Vid sjdum pé ad addrattarkrafturinn sem verkar & milli peirra er miklu minni heldur en pyngdarkrafturinn
sem verkar & bau vegna jardarinnar, en hann er annarsvegar fyrir Rémedé mgrg = 660N og hinsvegar fyrir
Juliu myg = 860N. Sem er bzedi miklu steerra heldur en Fg = 5,4 -107°N. Vi0 sjdum einnig ad Rémed
ladast meira ad Julfu (einfaldlega bvi hiin hefur meiri massa en Rémed). Hrodun Rémeds til Juliu veeri ba
gefin meod:

F
mpar = Fg = ap=—2==28,0-10""m/s>.
mp
Eins veeri hr60unin sem Julia myndi finna fyrir i 4ttina ad Rémeo gefin med:

F
myay =Fg = aJ:m—i:6,1-1077m/82<aR.



Lagrange-punktar

Par sem ad pyngdarlogmalskrafturinn er aodrattarkraftur sem verkar & milli sérhverra tveggja massa ba
gefur pad til kynna ad til sé punktur & milli jardarinnar og sélarinnar par sem ad heildarkrafturinn sem
verkar 4 hlutinn sé nill. Med 6drum ordum, ef d = 1,0AU = 1,50 - 10" m er fjarlaegdin milli jardarinnar
og sblarinnar ba er til fjarlaeegd 0 < x < d fré sélinni par sem ad heildarkrafturinn sem verkar & hlutinn er
null. Slikir punktar kallast Lagrange-punktar. Vio héfum pa a0 ef Fg tdknar pyngdarlogmélskraftinn sem
verkar 4 milli massans, m og solarinnar og Fy tdknar pyngdarlogmalskraftinn sem verkar & milli jardarinnar
og massans, m. Pa gildir ad:

GMsm  GMm (d—x)? My

§ J x? (d—x)? x? Mg

Sem vid getum umritad pannig aod:

d 2 My d M,
——1) =— = ——1=44/—
(x ) MS X MS

Vio veljum jakveeda formerkid pvi d > x svo (% — 1) > 0. En par med hoéfum vid ad:
d | M. d 1,0AU
E =1 J'_ 7MJ — I = ~ = 72 0 100 = 07998 AU
s [ My 0-
1+ M; 1+ 5,97 - 1024 kgg

Sem er fjarleegdin fra sélinni ad Lagrange-punktinum. En sd punktur er pa i fjarleegdinni d — z = 0,002 AU
fra joroinni. Pessi punktur er reyndar ekki eini Lagrange-punkturinn sem ad jordin og sélin hafa & milli
sin. Pessi punktur er ioulega kalladur L; par sem ad pad eru i heildina fimm punktar i sélkerfinu par sem
ad heildkrafturinn sem verkar & hlut { peim punkti er ndll frad jérdinni og sélinni. Nokkrum gervitunglum
hefur verid komid fyrir { L; eins og t.d. ACE og DSCOVR gervitunglin. Pad er hinsvegar erfitt ad skyla
gervitunglum par fra miklum og 6flugum sélvindum svo slik gervitungl endast ekki lengi.

A0 snua bolta i bandi

Hugsum okkur ad vid séum ad snia bolta { bandi { larétta hringi meo

hrada v. Ef vio skrifum nidur kraftajéfnu fyrir hlutinn pa héfum vio:

ma\ T cos @
0 ) \Tsinf—mg S

En vio sjdum pa Gr nedri jofnunni ao:

T="9

sinf’
En pa gefur efri jafnan ao:

Tcos® mgcosd Mynd 8.6: Bolta med massa m snyst
= = = cot(f)g. i hringi med jofnum hrada v & hring
me0 geisla r. Lengd bandsins er ¢ og

En par sem a0 hluturinn er & hringhreyfingu pa er a = “72 svo vig hornid sem bandid m.v. larétt er 6.
faum a0 hraoi hlutarins, v, er gefinn meo:

v =+/ar = \/cot(0)gr,

bar sem r er geisli hringsins. Ef lengd bandsins er ¢ pa sjaum vio ad r = £ cos 6 og pvi er:

m msin 6

v = /cot(8)gr = \/cot 0 cos gL.



NASCAR beygjur

Hvers vegna eru beygjurnar & NASCAR brautunum { halla? Vio
skulum skoda pad adeins niina.

Fheild:ﬁg+§+ﬁnﬁn'

Sem gefur bad mioad vid venjulega kartesiska hnitakerfio:

ma\ P sin @ + Fpun cos
0 ) \Pcos—mg— Fygnsinf
Vi0 viljum sidan dkvarda steersta kyrrstédununinginn, Fjq, < psP
bannig ad billinn fari ekki utaf brautinni. Vid notum ad hluturinn

Mynd 8.7: Bill keyrir med hrada v i

er 4 hringhreyfingu pannig a0 a = Ul par sem v er hradi bilsins o
SOYInS 8 " s NASCAR beygju.

r er geisli hjufurhrings brautarinnar i beygjunni. Adur en hluturinn
byrjar ad renna er Fyg, = pusP svo vid fAum dr nedri jéfnunni ad:

0=Pcosf —mg — puPsinf = b = L
cosf — pgsinf

En meo pvi ad stinga inn { efri jéfnuna hofum vio ad:

2

inf + pscosd
mv—:mazpsine—l—MSPCOSQ:—Sm + s COS
r

cosf — pgsinf

En bao gefur okkur pvi ad hdmarkshradinn { NASCAR beygju er gefinn meo:

B sin 6 + s cos
v (cos@ — Us sin9) ar

Vio tokum eftir pvi ad pegar 8 = 0 pa faum vio a0 hamarkshradinn i flatri beygju er v = /sgr. Ef brautin
er niningslaus sjdum vid a0 hdmarkshradinn verdur v = y/tan(f)gr. Vio sjdum einnig ad pvi steerra sem 6
er pvi steerri verour hamarkshradinn i brautinni. En pbad pyoir ad NASCAR 6kupérarnir geta keyrt hraodar i
slikum beygjum. T.d. er deemigerour kyrrstéduntiningsstudull milli dekkja og malbiks gefinn med ps = 0,90
og deemigerour geisli hjufurhrings & NASCAR braut er » = 225m og brautirnar halla yfirleitt um 6 = 35°.
Ef brautirnar myndu ekki halla veeri hdAmarkshradinn sem NASCAR 6kumadur gaeti keyrt med i beygjunum
gefinn med v = 45 m/s = 160 km/klst. Hinsvegar, bar sem brautin hallar um 6 = 35° midad vio larétt, b4 er
hdmarkshradinn sem NASCAR 6kumenn geta keyrt { beygjunum gefinn med v = 98 m/s = 350 km /klst.

Hémer Simpson og daudahnétturinn

I biémyndinni , The Simpsons Movie“ sem kom ut &rid 2007 tekst Homer ad keyra hring & métorhjoli i
svokolludum daudahring. Vid skulum skoda minnsta hradann sem Homer barf ad hafa til bess a0 hann detti
ekki niour { efstu stéou. Ef vio skrifum pa nidur kraftajofnu i efstu st6du pa hofum vid ao:

ma =mg+ P

Par sem P er pverkrafturinn fra brautinni 4 Hémer i efstu st6du. Par sem a0 Homer er & hringhreyfingu pa

hofum vio ad a = é svo vio hofum ao:

2
mv—:mg—l—P
r



Vio dlyktum pvi ad pverkrafturinn sem a0 verkar & Hémer fra brautinni i efstu st6ou er gefinn me0:

2
v
P=m— —mg
r

En ef Hémer hefur ekki nsegan hrada { efstu st6ou pa4 mun hann detta nidur. En pa finnur hann ekki fyrir
neinum pverkrafti fra brautinni. Svo minnsti hradinn pannig a0 hann sleppi hefur pann eiginleika ad P = 0
en par med héfum vid ao:

2
Ozmv——mg = v =./gr
r

Er minnsti hradinn sem Hémer getur haft i efstu st6ou daudahringsins an pess ad detta nidur og halsbrotna.

Fjarleegd Venusar fra sélinni

Hugsum okkur ad vid fylgjumst med pvi hversu lengi Venus er ad fara hringinn { kringum sélina. Vid t6kum
ba eftir pvi ad pad tekur Venusi 225 daga ad fara hringinn { kringum sélina 4 medan ad pad tekur jordina
365 daga ad fara hringinn i kringum j6rdina. Vid settum kannski ad taka fram ad hér erum vid a0 tala um
jardardaga bar sem ad einn Venusardagur (p.e.a.s. timinn sem bad tekur Venusi ad sntast um sjilfa sig) eru
ramir 117 jardardagar. Vio segjum ba ad Venusararid sé 225 dagar. Vid vitum ad fjarleegdin milli jardarinnar
og sélarinnar er a, = 1 AU = 1,5 - 101 m. Vid getum b4 notad 16gmél Keplers til bess ad dkvarda fjarleegdina
milli Venusar og sélarinnar. Vid héfum nefnilega samkvaemt pridja 16gmali Keplers ao:

a  GM, d

J \4

T2 = 4n? T2

Par sem ad M er massi sélarinnar. Parna héfum vid notad ad pridja 16gmal Keplers gildir baedi fyrir Jérdina
og fyrir Venusi par sem ad badar planeturnar eru 4 hringhreyfingu um sélina. En par med faum vio ao:

a®  ad T2 T,\*? 225\ %/
J v 3 _ ~v 3 _ \% _ U= U
7J2 = 73 = aV = 7,2 aJ —t a’V = < 2 ) CI,J = <365> 1 A = 0,72 A .

Massi jardarinnar

Pad m4 lika nota pridja 16gmdl Keplers til pess a0 dkvarda massa jardarinnar, M ,. Fjolmargar rannséknir
hafa verio gerdar til pess ad mala vegalengdina milli jarOarinnar og tunglsins. Ein slik er a0 skjota leysigeisla
i Attina ad joroinni og taka timann & bvi hversu lengi geislinn er ad ferdast fram og til baka (hradi 1ljésins,
c=3,00-10%m/s er baedi takmarkadur og fastur). Pad tekur 1j6sid um bad bil 2,5s ad fara fram og tilbaka.
Pannig fzest ad vegalengdin milli jardarinnar og tunglsins er gefin med a, = 3,84 -108m. Vid vitum lika
at fré tunglarinu ad pad tekur tunglio 7, = 27daga a0 fara umhverfis joroina. En bar med hofum vid
samkveemt pridja l16gmalinu ao:

a‘; GM

_ J

T2 42
En med pvi ad leysa fyrir massann M, héfum vio pvi ad:

_dnta, _ dm? (384 -10°m)° _ 6,16 - 10** kg.

M,=""_Z= :
PTG T2 667107 m3/(kgs?) (27 24 - 60%5)2

Sem er ekki { fjarri lagi fr4 vidteknu gildi M, = 5,97 - 10** kg.



8.6 Daemi

Pyngdarlogmalid
Dzemi 8.1. Geisli tunglsins er 1,74 - 10° m og massi tunglsins er 7,35 - 10?2 kg. Hver er pyngdarhrédunin 4 tunglinu?

Dzemi 8.2. Geisli pldnetunnar Mars er R = 3390 km og massi pldnetunnar er M = 6,39 - 1023 kg. Hver er pyngd-
arhrédunin 4 Mars?

Dzemi 8.3. [ Astardiett Studmanna kemur fram ad gstin milli Horpu Sjafnar og Kristins studs sé svo sterk ad pau
séu magnvana og mattlaus. Hversu stor pyngdarlogmalskraftur verkar 4 milli peirra ef massi Kristins
er mg = 88kg og massi Horpu er 67kg og bau (réttara sagt massamidjur beirra) eru { fjarlegdinni
r = 8,5cm fra hvert 60ru? Hver er hrodun Kristins { attina ad Hérpu? En hrédun Hoérpu i attina ad
Kristni? Hvort beirra ladast meira ad hinu?

Dzemi 8.4. Arid 2015 fann NASA fjarreikistjornuna Kepler-452b en hin hefur stundum verid kéllud freenka jard-
arinnar (hvad sem bad na pydir). Fjarreikistjarnan Kepler-452b er fimm sinnum massameiri heldur en
joroin, p.e. Mk = 5M; og geisli hennar er helmingi staerri, b.e. Rx = 1.5R ;. Hver er byngdarhrédunin
4 Kepler-452b?

Daemi 8.5. Hver er pyngdarlégmalskrafturinn sem verkar 4 manneskju sem stendur & jordinni, F;? Hver er
byngdarlégmalkrafturinn, Fg, sem verkar & manneskju sem stendur & toppi Everest 1 8848 m haed yfir
jorou? I hvada heed yfir jorou er pyngdarlogmalskrafturinn sem verkar 4 manneskju adeins helmingurinn
af pyngdarkraftinum sem verkar 4 manneskju & joroinni?

Daemi 8.6. Medalfjarlaegdin milli jardarinnar og tunglsins er d = 384.400 km. Massi jardarinnar er My = 5,97 - 1024 kg
og massi tunglsins er My = 7,35 - 1022 kg. Til er punktur, sem nefnist Lagrange-punktur, 4 milli jard-
arinnar og tunglsins par sem a0 pyngdarkrafturinn frd jordinni er jafn stér og pyngdarkrafturinn fré
tunglinu en pad pyodir ad enginn heildarkraftur verkar a4 hlut sem er stadsettur par. Hversu langt fra
jordinni er Lagrange-punkturinn milli jardarinnar og tunglsins?

Hringhreyfing

Daemi 8.7. Bill med massa 1200 kg keyrir 4 laréttri, hringlaga, kappakstursbraut med geisla 90 m. Hver er mesti
hradinn sem a0 billinn getur keyrt meo ef ad ntiningsstudullinn milli bilsins og brautarinnar er y = 0,65.

Dami 8.8. David stlar a0 slongva steini { hofudid 4 Goliat. Hann setur stein med massa 1 kg i slongvuna og byrjar
a0 sveifla henni { hring i laréttu plani. Slongvan er 40 cm & lengd og midleegur kraftur sem verkar &
steininn er 10 N. Hver er hradi steinsins?

Daemi 8.9. Barn med massa m = 32kg situr kyrrt & risastérum disk sem snyst einn hring & 3.0s. Barnio situr {
fjarleegd 1,3 m fra midju disksins. .
(a) Teiknio kraftamynd fyrir barnio.

(b) Hver er steerd midséknarkraftsins sem verkar & barnio?

1.0m
Daemi 8.10. Tveir virar eru festir vid kilu med massa m = 300g. Kilan er 4 hringhreyf- ~ 030m
ingu um stongina med jéfnum hrada v = 7,5m/s. Hver er togkrafturinn {
virunum?
0.50m
1.0m

Daemi 8.11. Parisarhjél med 20 m geisla snyr vognum i hringi, hver med massa 500 kg.
Vagnana ber vid jorou i legstu stoou. Dag einn bilar vélbinadur hjélsins.
Pad byrjar ad sniast of hratt pannig ad & hvern vagn verkar 3000 N mio-
s6knarkraftur. Allt { einu losnar vagn af hjlinu med beim afleidingum ad
hann pytur beint upp 4 vio. Hvada haed yfir jorou nser vagninn adur en
hann byrjar ad falla aftur til jaroar?




Daemi 8.12.

Daemi 8.13.

Daemi 8.14.

Daemi 8.15.

Daemi 8.16.

Daemi 8.17.

Daemi 8.18.
Daemi 8.19.

Daemi 8.20.

Daemi 8.21.

Skemmtigarourinn { Smaralind var ad fjarfesta { nyju teeki sem kallast
Hamstrahjolio. Farpegar koma sér fyrir & jaori hringsins sem hefur geisla Rotation
r = 8,0m. Hringurinn byrjar laréttur en snyst sidan upp i l6drétta stéou ™
eins og sjd ma & myndinni hér til heegri. Hamstrahjolid snyst einn hring &
4,55 1 160réttri stoou. Farpegi med massa m = 65 kg fer na i taekio.

(a) Hver er bverkrafturinn sem ad farbeginn finnur fyrir { efstu stodu?

(b) Hver er bverkrafturinn sem ad farpeginn finnur fyrir { leegstu stodu?

(c) Hver er minnsti umferdartiminn sem ad Hamstrahj6lio mé hafa &n
bess ad farpegarnir falli Gr teekinu?

Massi mq er & hringhreyfingu meo geisla r 4 laréttu, ndningslausu boroi. @ m,
Massinn m; er festur med bandi vid massa ms (pad er gat { midju borosins)
sem hangir 160rétt undir bordinu. Massinn ms er kyrr. Hver er hradi m? '

n

Tveir virar eru festir vio kiilu med massa m = 2,0 kg eins og sést & myndinni
hér til heegri. Kulan er a laréttri hringhreyfingu med fostum hrada v =
2,5m/s. Hver er togkrafturinn { hvorum vir fyrir sig?

Homer Simpson (109kg) setlar ad keyra { hring & métorhjélinu sinu inni {

60°
daudahnettinum. P4 mun Homer vera & hvolfi efst i hnettinum. Dauda-
hnétturinn hefur geisla 20,3 m. 1.0m
(a) Hver er minnsti hradinn sem Hémer barf ad hafa { efstu st60u pannig
a0 hann falli ekki? o

(b) Hversu mikill pverkraftur verkar & Homer efst ef hann fer med hrao-
anum 80,0 km /klst?

Festum band me0 lengd ¢ vid f6tu sem er full af vatni. Latum heildarmassa vatnsins vera m. Er haegt
a0 sveifla bandinu heilan hring 4n pess ad vatnio detti ar f6tunni?

J6j6 med massa 100 g er sveiflad { bandi { 16drétta hringi meo geisla 40 cm.

(a) Gerid kraftamyndir og kraftajofnur fyrir j6j6id beedi { efstu og nedstu stodu.

(b) Hver barf ldgmarkshraoi jéjosins a0 vera { efstu stodu svo ad ekki slakni & bandinu?

5,5m/s begar bao er { nedstu stédu.

(d) Hver er pa togkrafturinn { efstu stodu?

Logmal Keplers

Nepttnus er { medalfjarleegd 4,5 - 10° km frd sélu. Hversu langt er eitt ar 4 Nepttnusi?

Medalfjarlaegd sélarinnar og jardarinnar er 1 AU = 1,5 - 10 m. Nytio ykkur pridja 16gmél Keplers til
bess a0 akvarda massa sélarinnar.

Medalfjarleegd tunglsins og jardarinnar er 384.400 km. Nytio ykkur pridja logmal Keplers til pess a0
akvarda massa jardarinnar.

Gervihnéttur med massa 5500 kg er 4 sporbraut um jérdina og hefur umferdartima 6600s. Akvardio:

(a) Geisla sporbrautarinnar.
(b) Steerd pyngdarlogmalkraftsins & gervihnottinn.
(c¢) Had gervihnattarins yfir jorou.



Daemi 8.22.

Daemi 8.23.

Daemi 8.24.

Daemi 8.25.

Daemi 8.26.

Daemi 8.27.

Daemi 8.28.

Mars er fjéroa reikistjarnan fra sélu. Mars hefur massa 6,42 - 102 kg og tvo tungl, Fébos og Deimos.
Umferdartimi planetunnar um sélina er 687 dagar. Mars hefur massa 6,42 - 1023 kg, geisla 3390 km.
Fébos er bad tungl i sélkerfinu sem er nzest reikistjornu sinni. Fébos er 1 9380 km fjarleegd fra mioju
Mars.

(a) Hver er byngdarhréounin 4 Mars?
(b) Hversu langt fré sélinni er Mars?

(¢) Hver er umferdartimi Fébosar 4 sporbraut sinni um Mars?

Alpj6dlega geimst6din er & hringlaga braut umhverfis jérdina 409 km fra yfirboroi jardar. Umferoartimi
hennar er 93 minttur. Hubble geimsjénaukinn er einnig & hringlaga braut umhverfis jérdina med
umferdartima 96 minitur. Hve langt fra yfirbordi jardar er Hubble geimsjénaukinn?

Arid 2061 mun halastjarna Halleys sjdst med berum augum fr4 jordinni. Halastjarnan er 4 sporbraut um
solina og mun ljika fjérou umfero sinni um sélu fra pvi ad Edmond Halley spadi fyrir um komu hennar
fyrst, arid 1758. Pegar halastjarnan var sidast { nandarstéou, arido 1986 meeldist han i fjarleegdinni
rp = 0,59 AU fra sélu. Hver er mesta fjarleegdin, r,, sem ad halastjarna Halleys neer { firrdarstoou, fra
solu?

Venus er 6nnur reikistjarnan fra sél. Af 6llum reikistjérnum i sélkerfinu er braut Venusar st sem kemst
neest pvi a0 vera hringlaga. Reikistjarnan lykur einni hringferd um sélina & 245 jardardégum. Jordin
ferdast med hradanum 30km/s um sélina. Hver er hradi Venusar?

Dvergreikistjarnan Plutd gengur um sélu 4 sporoskjulaga braut. Mesta fjarlaegd hennar fra sélu er
49,3 AU og minnsta fjarleegd hennar fra solu er 29,7 AU. Hver er umferdartimi Platé?

Braut Venusar um sélina er nsestum hringlaga. Venus er { 0,72 AU fjarleegd frd sélu. (1AU =
1,5 - 10" m). Notid pridja l16gmél Keplers til ad finna umferdartima Venusar.

Sporbaugur steersta tungls Jupiters, Ganymede, um planetuna er nzerri pvi hringlaga med geisla
1,07 - 108 km. Umferdartimi Ganymede er 7,16 dagar. Hver er massi Jupiters?

Svor

(1) g, = 1,62m/s%2. (2) g,, = 3,71m/s%. (3) Fg = 54uN, a,, = 6,1-10""m/s?, a,, = 8,1-10""m/s?,

Harpa. (4) g, = 21,8m/s%.  (5) Fy = €mMs [ = CGmMy - p — 9640km. (6) = = 346.000 km.

RZ (R;+h)%>

(7) 24m/s. (8) 2m/s. (9) 185N. (10) Ty = 14N, Tp = 8,3N. (11) hpax = 26m. (12) b = 380N,

P =1660N, T =56s. (13) v=,/M2gr. (14) Ty = 15N, T = T9N. (15) vyin = 14,1m/s, P = 1580 N.

(16) v > gl. (17) v=2,0m/s, v = 3,8m/s, P =26N. (18) T, = 1644r. (19) M, = 2,0-10* kg.

(20) M, = 5,7-10*kg. (21) a = 7134km, Fg = 43.000N, h = 763km. (22) g,, = 3,62m/s?,

a,, = 1,562AU, T, = Tklst og 40min. (23) h,, = 545km. (24) rma.x = 35,2AU. (25) v = 34km/s.

(26) T, = 2484r. (27) T, = 223dagar. (28) M, =1,89-10%" kg.



Kafli 9

Snuningar

9.1 Hornstada, hornhradi og hornhrédun

Skilgreining 9.1. Litum & hring med geisla r. Hornstada hlutar & snuningshreyfingu er taknuo
med 6 og er meeld { radiénum. Hun er skilgreind pannig ad:

g="
r
Par sem s taknar bogalengdina sem hluturinn hefur ferdast linulega medfram hringnum. Horn-

hradi, w, og hornhrédun, «, hlutarins eru péa skilgreind pannig ao:

o dw
dt’ Todt’

Vid faAum ba afar sambeaerilegar jofnur fyrir sntningshreyfinguna og fyrir linulegu hreyfinguna:

Logmal 9.2. Litum & hlut sem er upphaflega staddur i hornst6du 6y og hefur upphafshornhrada wy.
Gerum 140 fyrir ad hluturinn verodi fyrir fastri hornhrédun «. Latum 6 tdkna hornstéou hlutarins og
w tdkna hornhraoda hlutarins eftir timann ¢. P4 gilda sniningsstooujofnurnar:

(i) w=wp + at.
(ii) 0 = 0o + wot + Lat?.

(iii) 20¢A0 = w? — w3.

Vio hofum sidan eftirfarandi tengsl milli sniningshreyfingar og linulegrar hreyfingar:

Logmal 9.3. Litum & hlut sem er & sndningshreyfingu me0 geisla r. Latum linulega bogalengd
hlutarins vera gefna me0 s, linulegan hrada hlutarins vera gefinn med v og hréoun hlutarins vera
gefna med a. Latum hornst60u hlutarins vera 6, hornhrédun hlutarins vera w og hornhrédunina vera
«. P4 gilda eftirfarandi vensl:

Utleidsla: Fyrsta jafnan, s = 6 er bara umritun & skilgreiningu (9.1). Hinar fast samkvaemt skilgreiningu:

_ds _d(r) do o - dv _d(rw) rdﬂ e
’ dt At At

YT T Tat  Tdt
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Takio samt eftir ad petta & vio um hréounin samsioa hjélinu sem snyst en ekki hornrétta hréounina & hjélio
(vid hofoum begar skodad ba hrodun - midsdéknarhrodunina). Pvi veeri { raun ndkveemara ad rita:

2

v 2

a| =ra, a)] = — =Tw
r

9.2 Massamidjan

Skilgreining 9.4. Vid segjum ad hlutur sé stjarfur ef ad innbyrois stadsetning agnanna sem hlut-
urinn samanstendur af helst ébreytt vid hreyfingu hlutarins.

Hingad til héfum vid talad um hvernig punktmassar hreyfast. Nuna setlum vio ad reyna a0 taka tillit til
logun hluta { deemunum sem vid reiknum. Pad kemur sidan (sem betur fer) i 1jés ad vid getum hugsad um
alla hluti eins og beir veeru punktmassar staddir i massamioju hlutarins. Vio purfum pvi fyrst a0 skilgreina
hvad vid eigum vid med massamidju:

Skilgreining 9.5. Gerum rad fyrir a0 vio héfum n punktamassa med massa mi, mo, ..., m, sem eru
staddir 1 7,75, ..., 7,. Massamidja kerfisins, 7cp,, er pa skilgreind pannig ad:
— — — n
P miry +moTo + ...+ mpry, 1 me,
cm - s (AN
M M 1
1=

n
bar sem M =m; +mao+...+m, = > m; er heildarmassi kerfisins.

g=1

Mynd 9.1: Vio getum skipt stjorfum hlut upp i punktmassa og fundid pannig massamioju hlutarins.

Petta veeri mjog gagnlegt ef a0 hlutirnir okkar veeru allir punktmassar. Hinsvegar, ef vid setlum ad finna
massamidju hlutar sem er samanhangandi t.d. eins og diskur, spyta eda bdk pa vandast malin. Pvi ba
byrftum vid ad nota skilgreininguna hérna ad ofan fyrir hvert einasta atém { hlutnum! Til bess ad audvelda
okkur slika reikninga til a0 finna massamidjur samfelldra hluta b4 nota menn svokalladan tegurreikning (sem
bid leerio { 6. bekk { MR). En bad er oft lika heegt ad nota eolisfreedileg innsei (einnig bekkt sem ,,common



sense®) til bess a0 finna massamidjur stifrahluta. Til deemis vitum vid ad massamidja einsleitrar kilu er {
midjunni & kdlunni. Vi0 vitum einnig a0 massamidja einsleitrar stangar er { midju stangarinnar. Astsedan
fyrir pvi a0 vid héfum svona mikinn dhuga 4 massamidjunni er vegna eftirfarandi tveggja logmala:

Logmal 9.6. Lysa ma hreyfingu stjarfhlutar 1 heild sinni it fra hreyfingu massamidjunnar.

Utleidsla: Petta foest med orlitilli umritun 4 skilgreiningunni 4 massamidjunni:

n n n
M’chm = E miFi — Mﬁcm = E miﬁi — Mdcm = E mldz
=1 =1 =1

En petta pyoir ad vid hofum ad heildarskriopungi kerfisins er gefinn med:
n
ﬁhcild = Z mlgl = MUcm~

i=1

Eins synir petta a0 heildarkrafturinn sem verkar a kerfio gefinn meo:

oo dpneia imﬁ' _ i

heild dt s [AS2) cm-
i

O
Vio sjaum einnig a0 ef heildarkrafturinn sem verkar & stjarfan hlut er nill ba er heildarskriopungi stjarfhlut-
arins varoveittur. Annad sem vid sjdum er a0 ef U; = m;gh; taknar stéouorku hvers punktmassa fyrir sig ba
er heildarstoouorkan gefin med:

Uneila = Znghz = gzmzhz = thcm = Mghcm-

i=1 i=1

Vi0 munum sidan sidar syna ao:

Logmal 9.7. Hlutir sndast um massamidju sina nema peir séu neyddir til pess a0 sndast 60ruvisi.

Vid minnumst a0 lokum & eftirfarandi nidurstéou sem synir okkur hvernig vio getum fundid massamiojur
samsettra hluta (sem samanstanda af moérgum stifum hlutum).

Logmal 9.8. Latum A vera stjarfan hlut med massamioju 74 og heildarmassa m 4 og latum B vera
stjarfan hlut med massamioju 7g og heildarmassa mpg. Massamidja samsetta hlutarins AB er ba:

. maTa +mprp

Tem =
ma+mp

Mynd 9.2: Pegar vi0 setjum saman tvo stjarfa hluti pa er audvelt ad finna massamidjur beirra.



9.3 Hyverfitregdur og snuningsasar

Skilgreining 9.9. Vid segjum ad vigur 5§ € R? sé sntiningsas fyrir kerfi ef kerfid snyst med jakvaedum
snining umhverfis sniningsasinn.

Pad eru margar leidir til ad snia hlut svo { rauninni geta allir vigrar 5 € R3 verid sniningsés fyrir hlutinn.
Snuiningséasinn getur legid 1 gegnum hlutinn en sniningsasinn getur einnig legid fyrir utan hlutinn.

Skilgreining 9.10. Litum & punktmassa m sem er i fjarleegd r fra sniningsds s. Hverfitregda
punktmassans um sniningsasinn er tdknud meo I og skilgreind pannig ao:

Mynd 9.3: Punktmassi m { fjarleegd r fr4 sniningsdsnum, 5, hefur hverfitregdu I = mr?2.

Vid athugum ad Sl-einingar hverfitregdu eru gefnar med: [I] = [mr?] = kgm?. Vid hugsum um hverfitregduna
sem maelikvarda & pao hversu erfitt er ad sntia massanum m umbhverfis sniiningsasinn { fjarlaegd r frd honum.
Sumir nota ordid sniningsmassi { stadinn fyrir ordid hverfitregda.

Pao er hinsvegar erfitt ad teikna privida hluti 4 bladi svo vid veljum oftast sjéonarhorn i deemunum okkar
bannig ad sniningsasinn liggji { stefnuna pvert & bladio, annad hvort inn i bladid eda 1t ur pvi. Pvi er
baegilegt ad taka upp myndrezenan rithatt til ad lysa slikum sntiningsasum 4 myndum.

W

Ut tr bladinu Inn { bladid
Mynd 9.4: I mérgum dsemum b4 liggur sniningsasinn annad hvort inn { bladid eda 1t Gr pvi.
Astadan sem liggur ad baki pessum ritheetti sem vid sjdum 4 mynd 9.4 er ad vid erum ad hugsa um or.

Vinstri myndin synir p4 orvaroddinn koma { attina ad okkur og heegri myndin synir sidan stélid & orinni
fjarleegjast okkur.



En stjarfir hlutir eru ekki punktmassar. En vid getum Vio héfum hinsvegar dhuga 4 pvi a0 finna hverfitregour
stjarfra hluta um tiltekna sniningsésa.

Skilgreining 9.11. Litum & stjarfan hlut med heildarmassa m. Latum § vera snuningsds. Hugs-
um okkur ad vio smaettum hlutinn upp { punktmassa. Segjum sem svo ad hluturinn skiptist upp i n
punktmassa sem hver um sig hefur 6rlitinn massa dm; og er i fjarleegd r; fréd sniningsdsnum. Vid segj-
um ad hverfitregda stjarfa hlutarins um sniningsasinn sé summan af hverfitregdum punktmassanna
sem hluturinn samanstendur af. Med 60rum ordoum ba hoéfum vio ao:

I =dmyr? +dmori + ...+ dmyr? = Zr?dmi = /r2dm.
i=1

n

Hér héfum vid { sidasta skrefinu innleitt shorthand-rithéttinn [ r?dm { stadinn fyrir summuna Y r2dm;.
i=1

Petta er til a0 spara blyio { skriffeerunum okkar (og pennanum minum) og ekki eitthvao til bess a0 dttast.

- )

Logmal 9.12. (Regla Steiners) Litum & stjarfan hlut med heildarmassa m. Latum §; og S vera
samsida sniningsdsa pannig ad §; liggur { gegnum massamidju stjarfa hlutarins. Latum vegalengdina
milli sniningsdsanna vera d og latum hverfitregduna um sniningsasinn §; vera I, og hverfitregouna
um snuningsasinn sy vera I. P4 gildir a0:

I=1.,+md

Mynd 9.5: Sntningsasarnir §; og So eru samsida og 51 liggur i gegnum massamioju stjarfa hlutarins.



9.4 Hyverfitregour algengra hluta

Mynd Lysing Hverfitregoa

Punktmassi med massa m i fjar-

A I=mr
C:\T\N leegd r fré sniningsdsnum.

Einsleit stong af lengd ¢ med

massa m um snuningsas sem ligg- 1,

, e Iy = —ml
ur pvert i gegnum midju stangar- 12
innar.

Einsleit stong af lengd ¢ med

massa m um snuningsas sem ligg- 1 5

’ d Iendi =—-m/l
ur bvert { gegnum annan enda 3
stangarinnar.

Gegnheil sivalningur med geisla
r, lengd ¢ og massa m um snin- 1,
. . - , ns Iy = =
ingsas sem liggur 1 gegnum midju 2

sivalningsins.

Gegnheil kila med geisla r og
massa m um sniningsas sem ligg- I = =mr
ur i gegnum midju kalunnar.

Tafla 9.1: Hverfitregdur nokkurra algengra hluta



9.5 Utleidslur 4 nokkrum hverfitregdum

Fyrir stongina ba er paegilegt ad byrja & pvi ad reikna hverfitregduna um annan enda stangarinnar. Vid
athugum a0 stongin hefur linulegan edlismassa p = 7. Hugsum okkur ni ad vid skiptum stonginni niour {
litla buta par sem hver butur hefur pykkt dz. P4 er massinn i hverjum but gefinn med dm = pdzr og vid
faum samkveemt skilgreiningu ad:

¢ y .
/w m /0 z°pdx 3¢ . 3( ) 3 S
Par sem vid notudum { sidasta skrefinu ad p = .
dm|= pdx
—= > dv

0

Mynd 9.6: Stonginni er skipt { litla punktmassa med massa dm = pdx 1 fjarleegd = frd enda stangarinnar.

Vid getum sidan notad Reglu Steiners til ad finna hverfitregduna um massamidju stangarinnar (hér erum vio
ad nota ad sndiningsdsarnir eru samsida!). En ba héfum vid ao:

[enda = Icm + md2

En 1 okkar tilviki er d = % svo vid faum ao:

Iem =1 —md? = Iynqa — m { 2:1m€2—7m€2:im€2

cm endaa 2 3 4 12 .
Pad er Agaett a0 minna sig 4 ad 16gmal Steiners segir okkur ad hverfitregdan er alltaf laegst um massamidjuna.
I okkar tilviki sjaum vid a0 1—12 < % eins og vio var a0 buast.

Vio skulum ntna finna hverfitregdu sivalningsins um as sem liggur 1 gegnum massamidjuna. Vio skiptum
gegnheila sivalningnum upp 1 litlar gjardir af pekkt dr og 1 fjarlaego r fra midju sivalningsins. Vid athugum ad
edlismassi sivalningsins 4 flatareiningu er bé gefinn med p = —5=. Hver gjord hefur pad massa dm = 2mprdr
og vi0 faum ao:

dm = 2 prdr

Mynd 9.7: Sivalningnum er skipt upp { pbunnar gjardir med pykkt dr i fjarleegd r fr4 midju sivalningsins.



9.6 Kraftvaegi

az

x - by —
Skilgreining 9.13. Litum & tvo vigra a = (Zy) og b = <by>. Krossfeldi vigranna d og b er

taknad med @ x b, og skilgreint pannig ao:

Mynd 9.8: Vio getum dkvardad stefnu krossfeldisins med svokalladri haegri handar reglu.

En eins og med innfeldi vigra pa er til peegilegri leid til pess a0 hugsa um krossfeldio. Vio héfum nefnilega:

- )

Regla 9.14. Latum da, b € R3. Latum hornid milli vigranna @ og b vera . ba gildir ad:

‘dxb

= absin .

Par sem ad a = |d| og b = ‘5‘

x
Y
0

[SES]

) og eins

acos a
a sin o
0

Sonnun: Vio getum valid hnitakerfid pannig ad vigrarnir @ og b liggi i zy-planinu. P4 er @ = (
a

- ba -
er b= (by ) P4 sjaum vio ad krossfeldi vigranna verdur @ x b = ( ) Skrifum sidan
0

azby—ayby
- bcos B . - 7 (T .
og b= (bsionﬁ ), pbar sem « og § eru stefnuhorn vigranna @ og b. P4 héfum vid ao:

)
a x b‘ = (agby — ayby)? = a?b? (cosasin  — sinacos B)° = a®b?sin?(a — ) = a®b? sin® y

Par sem a0 v = a — f er hornid milli vigranna @ og b. Par med héfum vid synt ad ‘d’ X 5‘ = absin~y. O

Skilgreining 9.15. Litum & stjarfan hlut sem verdur fyrir krafti F { fjarleegd 7 frd sniningsas
hlutarins. Kraftveegi kraftsins F' er tdknad med 7 og skilgreint pbannig ad:

T=rxF.

R60in skiptir malil Vid athugum ad pa er steerdin 4 kraftveeginu gefin med 7 = rF'sin ¢, par sem ¢ er hornid
milli 7 og F. Vido héfum sidan ad 2. 16gmal Newtons fyrir snininga verdur:

Logmal 9.16. (2. 16gmal Newtons fyrir sniininga)

Theild =T1+ T2+ ...+ 7, = Ila.




9.7 Hverfipungi

Hliostaeda skriopungans p = mv er hverfipunginn.

Skilgreining 9.17. Litum & stjarfan hlut sem hefur hverfitregdu I og hornhrada w um tiltekinn
sniningsas. Hverfipungi hlutarins um sniningsésinn er pa skilgreindur pannig ad

L=1w.

Paod er reyndar onnur leid til pess ad skilgreina hverfipunga, en hun gildir fyrir hvern stakan punktmassa.
Vi0 hofum nefnilega ad:

L=Fxp
Fyrir punktmassa. Vid sjdum ad ef p og 7 eru hornréttir pa feest einmitt ad L = rmv = mor. En fyrir
punktmassa héfum vio einmitt lika ad L = Jw = mr2$ = mor. Vi0 sjdum lika ad ef vid skiptum hlut niour
i litla buta pa hofum vio ad:

R n
L=> 7xp =

n
=1 1=

n n - n
- o - S W 2 _ 153
T X p; = m;r; X v; = miTﬂ}ia =w m;r; = 1w.
i=1 i=1 i=1

1

Logmal 9.18. (Hverfipungavardveisla) Heildarhverfibungi kerfis er vardveittur ef engin ytri kraft-
veegi verka 4 kerfio. Med 60rum ordum, ef Ly, tdknar hverfibunga kerfis vid tima ¢; og Legi, taknar
hverfipunga kerfis eftir tima ¢o. Pa gildir ad:

Lfyrir = Leftir-

Utleidsla: Vid athugum ad:

— = — (FXP) =X FHPxp=7x F =7
dt dt ( ) \_,5/
Vio dlyktum pvi ad ef 7= 10 pa er ‘% = 0, p.e.a.s. ad hverfibunginn vardveittur. O

9.8 Snuningsorka

Skilgreining 9.19. Litum & hlut med geisla r sem snyst um massamidju sina med hornhrada w. Vio
segjum ad hluturinn rdlli an pess ad renna ef vid héfum ao:

Vhgran = P, og Aem = TO.

Pad er algengt a0 folk misskilji petta par sem ad petta litur eins Ut og jafna sem vid hofdum leitt it aour,
nefnilega a0 v = rw. En si nidurstada gildir fyrir punkta & jadri hringsins i fjarleegd r fra midju hringsins.
Pessi nidurstada gildir hinsvegar fyrir hradann 4 massamidju hlutarins, vey,. Pad er haegt a0 leida petta Ut
med bvi a0 skoda vegalengdina sem ad massamidjan ferdast & peim tima par sem ad hluturinn er ad sntast
einn hring. P4 héfum vio ad vegalengdin sem ad punktur & gjordinni ferdast er s = 27 og timinn sem bad
tekur er T' = %’T Ef hluturinn rallar 4n pess a0 renna ba er vegalengdin sem massamidjan ferdast & peim
tima einnig gefin meod s¢ = 277 svo vio faum ad

Sem 27r

Vem = —5 = 35 = Tw.




Pegar hlutir sniast hafa peir baedi hreyfiroku vegna pess hversu hratt hluturinn er ad ferdast og hreyfiorku
vegna pess hve hratt hluturinn er a0 sntast pessu méa lysa pannig ad hreyfiorka hlutarins er gefin me0:

Skilgreining 9.20. Litum & stjarfan hlut med massa m og hverfitregou I. Latum massamioju
hlutarins hafa linulegan hrada v¢, og latum hlutinn sntiast um sniningsas sem liggur { gegnum
massamidjuna med hornhrada w. Pa er hreyfiorka hlutarins gefin med:

1 2

1
K = Khrcyﬁ + Ksnﬁnings = §mv2m I ilcmw

A0 lokum skulum vio athuga ao:

Logmal 9.21. Litum & stjarfan hlut sem verdur fyrir fostu kraftveegi 7 i fjarleegd 7 frd midju snin-
ingsassins vegna fasta kraftsins F'. P& er vinna kraftveegisins, 7, vid bad ad flytja hlutinn um horn
A0 gefin me0:

W = tA6.

Utleidsla: Vid vitum ad W = AK. Eina breytingin sem verdur i hreyfiorkunni er { sniningsorkulidnum.
Vio hofum pvi ad:

1 1 1
W =AK = 51& - §Iw§ =51 (w? — i)

En bar sem a0 vaegid er fast pa héfum vid ad hornhrédun hlutarins, «, er fost. En pbar med gilda hornstédu-
jofnurnar okkar svo vid héfum ao:

w=wgy+ at

Vio stingum bvi inn { vinnuna og faum ao:

W = %I ((wo +at)? — wg) = %I (Qwoat + a2t2) =Ia (wot + ;atz) = TaAf = TAG.

O
Samantekt
Linuleg hreyfing | Sntningshreyfing
P L
) o
@ =G =%
5:50+vot+%at2 0 =46, +w0t+%at2
v=v9+at w=uwy+ at
2aAs = v? — v} 20A0 = w? — wi

Tafla 9.2: Stédujofnurnar fyrir snining og linulega hreyfingu.

Linuleg hreyfing Snuningshreyfing
F:ma:% Tzla:rFsingaz%
Frhela =+ ...+ F, Theild = T1 + ...+ Ty
p=muv L=1w=rpsing
K= %mvz Koo = %Iw2
W = Fdcos~y W =71A0

Tafla 9.3: Hliostaedar jofnur fyrir linulega hreyfingu og sniningshreyfingu.




9.9 Synidaemi

Trissa sem er ekki massalaus

Skodum ntna aftur uppstillinguna { tilrauninni togkraftur og hréoun.

m I I

Vio skrifum niour kraftajéfnurnar fyrir massana:
miay Tl - F nin
0 ) \P—-—myg

maoa = maog — Th

Sidan hofum vio:

Pegar trissan er massalaus pa getum vio sagt ad 77 = T». En ntna verdur betta floknara og vid munum fa
a0 T1 # T bar sem a0 trissan hefur massa. Vio hofum eftirfarandi veegisjoéfnu fyrir trissuna:

Theild = la = ToR—T1R= (To - T1)R
Vid notum sidan ad o = & og ba héfum vid eftirfarandi jéfnuhneppi:

mia =11 — umag
maa = mog — 1h
Ia = (T2 - Tl)RQ

Vio notum béd sama samlagningartrikk og 40ur. Viod leggjum saman efri tveer jéofnurnar og faum ad:
(m1+ma2)a=(Ty —Ts) + (ma — umy) g

Vid feerum sidan (77 — T5) yfir jafnadarmerkid og umritum adeins vaegisjéfnuna pannig ad #a =Ty, —T) og
ba sjdum vid ao:

n n I ( ) mo — Umy
mi1+mo + — | a=(ma — pum = a=—
1 2t 73 2~ Hmi)g my +ms + L 9

Vid sjdum a0 pegar ad trissan er massalaus, p.e.a.s. pegar I = 0 ba faAum vid ar veegisjéfnunni ad Th, = T}
eins og vi0 notudum o6spart fyrir jol. Vid sjdum einnig ad pegar I = 0 b4 faum vid gémlu hrédunina

a= (%) g eins og vid leiddum t fyrir jol fyrir massalausa trissu. Nuna beetist hinsvegar vio lidur {

nefnaranum. Pad eina sem vid eigum eftir 4 pessum timapunkti er ad finna hverfitregdu trissunnar (reyndar
veeri haegt a0 framkveema tilraun til bess a0 akvarda hverfitregdu trissunnar med uppsetningunni sem vid



notudum { tilrauninni togkraftur og hréodun). Vid vitum reyndar ad hverfitregdan mun vera & forminu
Livissa = omR? pbar sem o er sniningsstudull trissunnar. Pad pydir ad vid getum einfaldad jéfnuna enn frekar

bannig ao:
oo (e,
mi 4+ mo +om

Par sem ad m er massi trissunnar og o er snuningsstudull hennar. Pessi trissa er reyndar undarleg 1 laginu
(venjulega eru trissur bara sivalingslaga og med hverfitregou I = %mrQ, b.e.a.s. med snuningsstuoull o = %)
Vid purfum adeins ad hafa fyrir pvi ad finna hverfitregduna & bessari trissu. Hun hefur heildarmassann m
og geislann R. Vid sjdum vid ad hin er samsett tir prem stongum sem vid sndum um midju og gjord sem er
snii0 um midju. Ef allir hlutarnir eru jafnpykkir pa sjdum vio a0 stangirnar hafa lengd 2R og gjordin hefur

ummal 27 R svo a0 linulegi edlismassinn er gefinn med:

- m o m
- 3.2R+2rR  2R(3+ )

P

En pé er heildarvaegio gefid me0:

1 1 1+4
I:3Ismng+lgjara=3-m(sz)RQHp%R)RQ:<4 i ) R

G1m Bt R

Vid sjadum ad o = 41(3+f7’:) ~ 0.55 1 pessu tilviki.

Vél Atwoods par sem trissan er hvorki massalaus né ntningslaus

Litum nuna aftur 4 vél Atwoods par sem a0

LU

mia =mig — 1T}

moa = Ty — mag
Loks hofum vid veegisjéfnuna fyrir trissuna:

Ia= (T1 — Tg)’f‘



Vio notum trikkio okkar og leggjum saman allar jéfnurnar (og notum ad o = £) til ad fa:

I
m1+m2+r—2 a=(m1—mz2)g

Notum sidan ad I = %mrz er hverfitregda trissunnar og faum ad:

my —ma
a:—l g.
m1+m2—|—§m

Keilukiila sem rennur adur en hin byrjar ad rilla An pess ad renna

Ef bio hafio fario 1 keilu. Pa hafidi kannski tekid eftir pvi ad keilukilan byrjar fyrst & pvi ad renna medfram
gblfinu par til a0 rétt 40ur en ad hiun reikst & kalukdlurnar pa byrjar hin ad rilla én pess ad renna. Vid
#tlum ad reyna a0 skyra petta fyrirbeeri hér. Hugsum okkur pvi keilukdlu med massa m og geisla r sem
vid kostum af stad pannig ad massamidja kdlunnar hefur linulegan hrada vy til ad byrja med og hornhradi
kilunnar er wy = 0 1 upphafi pegar ktlan leggur af stad nidur keilubrautina. Vid viljum akvarda timann 7
sem liour par til ad kilan byrjar ad rulla an bess ad renna og vegalengdina x sem kilan hefur ferdast pa.

wOZO w

/—\ /—\
calllc:
0

t =

t=r1

Pad sem mun valda snininginum er kraftvaegio fré nuningskraftinum. Nuna er kidlan ad renna medfram
yfirbordinu svo ad kilan finnur fyrir hreyfintiningi Fou, = puP = pmg og hann veldur veegi 4 kiluna sem er
gefid meo:

Ia = Fm'mT

En I = omr? par sem o = % svo vio héfum ao:

erza:,umgr — CY:HQ
r

Vio hofum lika kraftajéofnuna fyrir keilukiluna:

()67

Svo a0 hrédunin er gefin med a = —pug svo ad pad haegist 4 kulunni. Takio sérstaklega eftir pvi a0 pad er
ekki satt ad a = ar = £ g bvi bao gildir einungis pegar kiilan rillar 4n pess ad renna (par erum vid ad nota
a0 Ve = F'w —> Gem = ra). Vi sjdum ad baedi hornhraoi kdlunnar og hornhrédun hennar eru fastar
steerdir svo ad vio vitum ad vid getum notad stoéoujofnurnar. Kidlan mun byrja a0 rdlla an pess ad renna
begar vy, = rw. Vio notum pvi stédujéfnurnar:

w = wy + at, Vem = Vg + Geml

Pegar vio setjum betta saman pa faum vio ao:
Vo - Vo - g
ar —aem  Lgtpg  14opug

Ve = rw = V9 + aemt =7 (wo +at) = t =



Vio dlyktum pvi ad timinn, 7, sé gefinn med:

g Vo
T = —
1+o0pug

Heildarvegalengdin sem kulan hefur pa ferdast 4 peim timapunkti er pa gefin med:

L s 1 2
x:x0+v0t+§at :vor—ﬁugT .

Vio getum metid tolulegt gildi & pessum steerdum fyrir deemigerda keilubraut. Ntuningurinn er frekar litill
{ slikri braut svo ad p = 0,1 og segjum ad vid kostum kdlunni med upphafshrada 7,5m/s. Heildarlengd
keilubrautar er um pad bil d = 20 m. Loks er 0 = % fyrir keilukilu svo vio faum ao:

T = 2,185, og z=14,0m

Eftir pad mun kdlan rilla an pess a0 renna par til hiin rekst 4 keilupinnana.

Hver vinnur kapphlaupid?

Geisli r

Vio hofum samkveemt orkuvardveislu ao:

1
mgh = Khreyﬁ + Kgng = 5 2

mvgm + ifcmw

Vid vitum ad hlutirnir munu rilla 4n pess ad renna svo vey, = rw og ef vid latum I = omr? par sem o er
sniningsstudull hlutanna péd faum vio ad:

1 1 em\2 1
mgh = §mvfm + §Umr2 (q}T ) =3 (1+ o) mv?,

En pad gefur pvi ad lokahradinn pegar hlutirnir koma nidur er gefinn med:

2gh

(1+0)

vCl’l’l

Vid sjdum bvi ad bvi steerra sem o er pvi heegar kemur hluturinn { mark. Vid héfum pvi ad o, = 0 fyrri
punktmassann svo hann sigrar. Sidan er o, = % fyrir kdluna svo hin kemur neest { mark. Fyrir sivalninginn
er o, = % svo hann kemur naest 1 mark og loks er o5 = 1 fyrir hola sivalninginn svo hann kemur sidast i mark.
Asteedan sem liggur parna ad baki er ad stéduorkan breytist beaedi { linulega hreyfiorku og { sniningsorku.
Hversu mikid breytist 1 sniiningsorku er had sntiningsstudli hlutarins. Pvi meira sem breytist 1 sniiningsorku
pvi heegar kemur hluturinn { mark. Ef vio erum ekki satt med bessa skyringu pa getum vid gefio adra



atskyringu sem vio skulum syna ad er jafngild pessari sem vid vorum a0 gefa. Vid athugum pa a0 krafturinn
sem veldur sniningnum i fyrsta lagi er niningskrafturinn. Vio héfum péa kraftveegisjofnunas:

Ta = Fpanr
og vid notum sidan ad o = % og a0 [ = omr? til ad fa ao:
Fogn = oma

Pad er reyndar algengur misskilningur sem & sér sta0 4 pessu stigi malsins. Margir halda ad Fig, = umg cos 6
pbar sem ad P = mgcosf. Pad fyrra er ekki satt. Besta leidin til a0 muna eftir pvi ad petta gildir ekki er ad
atta sig & pvi a0 hér erum vio ad glima vio kyrrstéountninginn en ekki hreyfintininginn. Pad er vegna bess
ad pad er bara einn punktur & gjordinni sem snertir jordina & hverjum timapunkti. Ef ad hluturinn ruallar
an bess a0 renna bé er afsteedur hradi pessa punkts midad vid jordina null (bad er mikilvaegt ad sannfeera
sjalfan sig um ad bad sé svo!). Pad byoir ad Fpnan < pP. Vid vorum reyndar biin ad syna ad Fnga, = oma.
Ef vio skrifum pa nidur kraftajofnu fyrir hlutinn 4 medann hann er a0 renna nidur skabrettid pa er:

ma\ _ (mgsinf — Fygn
0 ) \ P-—mgcosb

En ba gefur efri jafnan asamt Fpy, = oma ad

ma =mgsinf — Fog, = mgsinf —oma = a = gsin 6

1+o

Sem synir ad hréounin nidur skdbrettio er fost! Petta gefur okkur pvi samkvaemt timadéhaou stédujofnunni
ad hradinn pegar hlutirnir koma niour er gefinn meo:

Vem = V2aAs = \/Qah = \/ 2gh

sinf Vi1+o

Sem er pad sama og vid fengum med orkuvardveislu! Petta er frekar magnad pvi vid vorum i rauninni ad
syna ad niningskrafturinn vinnur enga vinnu pegar hlutir ralla 4n pess ad renna! P.e.a.s. engin orka tapast
ar kerfinu pegar hlutir rulla 4n pess a0 renna. Vid sjdum pé einnig ad

Foan = ngsin@ < uP = umgcosf
140

Sem er frekar athyglisvero 6jafnal Vio getum skodad hana & tvo mismunandi vegu. Vid getum annars vegar
velt fyrir okkur hvad gerist ef ad vid breytum horninu. Viod sjdum ao:

1
tanf < (1 + > @ = Opax = arctan (,u + E)
g g

Petta pyoir a0 ef ad skabrettio hallar of mikid b4 mun kilan okkar byrja ad renna. Vid getum lika skodad
petta 1t fré niningsstudlinum. P4 sjdum vio ad

g

w> 1 tan 6.

+ o

Ef svo er ekki pa er niningurinn { fletinum ekki négu mikill og kidlan byrjar ad renna.



9.10 Deemi

Daemi 9.1.

Daemi 9.2.

Daemi 9.3.

Daemi 9.4.

Daemi 9.5.

Hornstada, hornhradi og hornhrédun

(RK 12.1.) BOSCH Hoggborvélin PSB 700-2RE (sem faest { BYKO) hefur hdmarkssniningshrada
3000 snd/min. Pad tekur borvélina 0,75s ad nd peim sniningshrada tr kyrrstoou.

(a) Hver er medalhornhrédun borsins & beim tima?

(b) Hversu marga snininga snyst borinn & peim t{ima sem bad tekur hann ad nd hdmarkssninings-
hrada?

(RK 12.3.) Loftviftur eru snjoll leid til ad dreifa varma og koma hreyfingu 4 loft. Litum & idnadarloft-
viftu sem hefur 142 cm bvermél og snyst med hrada 250 snti/min. Hugsum okkur ad vio slokkvum &
viftunni. P4 tekur pao viftuna 60s ad stéovast.

(a) Hver er medalhornhrédun viftunnar fra bvi a0 slokkt er & viftunni og bar til viftan hefur stédvast.
(b) Hver er hornhradi viftunnar, 18, eftir ad pad hefur verio slokkt 4 viftunni?

(¢) Hversu marga snininga snyst viftan 40ur en ad hin stodvast?

Geisladiskur vardveitir ténlist sem 160 smarra deelda { yfirboroi disksins 1,0 - 1077 m ad dypt. Deeldun-
um er radad eftir ras sem er eins og spirall ad l6gun fra innri ad ytri bran disksins. Innri geisli spiralsins
er 25 mm en si ytri er 58 mm. Pegar diskur er spiladur er rasin skonnud med fostum linulegum hraoda
sem er 1,25m/s.

(a) Hver er hornhradi geisladisksins pegar verio er a0 lesa innsta hluta rdsarinnar? En begar ysti hluti
rasarinnar er lesinn?

(b) Lengsti afspilunartimi geisladisks er 74 min. Hver er lengd rdsar { pannig geisladiski ef vio réttum
ar henni og gerdum tur henni ras eftir beinni linu?

Massamidja

(RK 12.5.) Joéroin hefur massa M; = 5,97 - 1024 kg, tunglid hefur massa My = 7,35 - 10?2 kg og sdlin
hefur massa Mg = 1,99 - 103° kg. Medalfjarlaegdin milli jardarinnar og tunglsins er d = 3,84 - 105 m og
medalfjarlaegdin milli jardarinnar og sélarinnar er R = 1 AU = 1,50 - 10" m. Hugsum okkur ad Sélin,
Joroin og Tunglid liggi { beinni linu ({ bessari r60). Veljum hnitakerfi par sem ad sélin er { = 0, jordin

eriz=Rogtunglioeriz=R+d.
O o

Sélin Jordin  Tunglio

z=0 R R+d

(a) Akvardid massamidju jardarinnar og tunglsins.

(b) Akvardid massamidju sélarinnar og jardarinnar.

(¢) Akvardid massamidju kerfisins.

(RK 12.6.) Akvardid massamidju eftirfarandi kerfisins hér til heegri par sem ad

punktmassarnir prir eru tengdir med massalausum virum og punkturinn A er
staosettur i upphafspunkti hnitakerfisins.




Hverfitregdur og sniningsasar

Daemi 9.6. Finnid hverfitregdur eftirfarandi hluta:

(a) Gegnheil kila med massa m og geisla R (b) Gjord med massa m og geisla R midad vid
midad vio 4s gegnum midju kilunnar. 4s gegnum midjuna, hornrétt & flétinn.

L

t~

(c) Stong med massa m af lengd L midad vid (d) Stong med massa m af lengd L midad vid

4s gegnum midju stangarinnar. as { fjarleegd L/3 fra enda stangarinnar.
y
Daemi 9.7. (RK 12.15.) Massarnir prir sem sjast & myndinni hér til haegri eru festir 200
saman med massalausum virum. A S
(a) Akvardid massamidju kerfisins.
10 cm 10 cm

(b) Akvardid hverfitregdu kerfisins um 4s sem liggur inn { bladid i gegnum

punktinn A.

B C

(c) Akvardid hverfitregdu kerfisins um 4s sem liggur { gegnum punktana C’ 12 cm *

B og C. 100 g 100 g

Dami 9.8. (RK 12.17.) Brunavarnarhurd nokkur hefur massa m = 20kg, haed h = 210 cm, breidd b = 84 cm og
bykkt b = 10 cm.

(a) Hver er hverfitregda hurdarinnar um 16dréttan ds sem liggur { gegnum hjarirnar?

(b) Hver er hverfitregda hurdarinnar um l4réttan &s sem liggur pvert 4 hurdina { hed y = 12cm?

Dzemi 9.9. (RK 12.51) A myndinni hér fyrir nedan er kiila med massa

my = 2,0kg fest vi0 stong med massa M = 3,5 kg sem hefur lr 1y 1r
lengd L = 1,2m. I fjarleegd iL = 30cm fra enda stangar- 2 4 4
innar er kila med massa mo = 1,0kg. @ (D)
=
(a) Akvardid hverfitregdu kerfisins um midju stangarinnar. m Rod Olf/[ my
mass
(b) Akvardid massamidju kerfisins. \Rotation axis

(c) Akvardid hverfitregdu kerfisins um sniiningsés sem ligg-
ur { gegnum massamioju kerfisins.

Daemi 9.10. Uppbygging jardarinnar er pannig a0 hin samanstendur kjarna med geisla r, = 3500 km sem hefur
edlismassa pp = 1,3-10*kg/m3. Utan 4 kjarnanum liggur sidan méttullinn og jardskorpan sem hafa
edlismassa p,, = 4,0 - 103 kg/m3. Geisli jardarinnar er r,, = 6400 km. Hver er edlismassi jardarinnar,
Iy, um as sem liggur i gegnum midju hennar?



Daemi 9.11.

Daemi 9.12.

Daemi 9.13.

Daemi 9.14.

Daemi 9.15.

Kraftveegi

(RK 12.18.) Litum & gegnheila sivalinginn hér til heegri sem hefur massa 0N >
m = 1,5kg og geisla r = 4,0 cm. 4.0 cm
(a) Akvardid kraftveaegid, 7, sem verkar 4 sivalinginn um &s sem liggur it
ar bladinu.
(b) Notio 2. 16gmél Newtons fyrir snininga til bess ad dkvaroa hornhrédun 20N

gegnheila sivalingsins.

(RK 12.19.) Litum & myndina hér til haegri. Par m4a sja gegnheilan rétthyrning
sem hefur hlidarlengdir £ = 10 cm og massa m = 150g. Krafti ' = 50N er beitt
beint upp 4 nedra haegra horn rétthyrningsins. A sama tima er jafnstérum (en
gagnverkandi) krafti beitt beint nidur 4 efra, vinstra horn rétthyrningsins.

(a) Akvardid kraftvaegid um 4s sem liggur at tr bladinu { gegnum nedri, vinstri
hornpunkt rétthyrningsins.

(b) Akvardid kraftveegid um massamidju rétthyrningsins.

(RK 12.59.) Ionadarmadur med massa m = 80 kg situr (ad borda hadegismatinn
sinn) { 2,0m fjarleegd fra enda stélbjdlksins (sem hefur heildarlengdina 6,0 m).
Massi stalbjalkans er 1450 kg. Hver er togkrafturinn { virnum sem heldur bjalk-
anum og idnardarmanninum uppi?

(RK 12.61.) Pid erud a0 taka bétt i framkveemdakeppni framhaldsskélanna. Pid
hafio fengid 4 eins kubba med massa m og lengd L. Markmidio ykkar er ao
reyna ad stafla kubbunum pannig a0 peir geti stadid eins langt fram af bordinu
um vegalengd d eins og sést 4 mynd hér til haegri. Hvert er steersta gildio 4 d?

Fyrir utan bifreidaverkstaedi Palmfridar hengur stort auglysingarskilti sem hefur
massann 21,9 kg. Skiltid er fest med vir { einsleita bému af lengd 1,70 m. Béman
hefur massa 15,8kg. Par ad auki er vir festur vid bémuna 1,35m fra enda
veggjarins. Sa vir myndar 35° horn midad vid larétt. Finnid togkraftana 1 badum
virunum asamt 160réttum og laréttum kréftum sem hjarir bomunnar verka med
& vegginn.

35.0°
o)
< 1.35m —
< 1.70 m—
Paul's
P .

L O O’
Auto Repair

=

10 cm

«—>
—F 5 10 cm
F




Daemi 9.16. Kassi med massa mo = 11kg liggur 4 laréttum fleti med niningsstudul p = 0.3. . mo
Kassinn er festur med vir vid annan kassa med massa m; = 18 kg yfir trissu med
massa m = 3,1kg og geisla r = 0,14 m.
(a) Finnio hornhrédun trissunnar um as sem liggur { gegnum midju trissunnar
at ar bladinu.
(b) Finnid hrodun kerfisins eftir ad pvi er sleppt tr kyrrstodu. m1

Daemi 9.17. Einsleitum bjalka med massa M = 16,8kg og af lengd ¢ = 2,0 m er haldid
uppi af tveimur eins virum med togkroftum T4 og Ts. Litill kubbur meo
massa m = 5,2 kg situr & bitanum i fjarlsegd %Z frd 60rum enda bjalkans.

(a) Skrifid nidur kraftajofnur og kraftveegisjofnur.

(b) Akvardid togkraftana Ty og T { virunum.

(¢) Nt klippum vio virinn sem hefur togkraft T5. Hver verdur hornhrédun

kerfisins rétt eftir ad klippt hefur verid 4 virinn? Um hvada sniningsas snyst kerfio? ¢
Dzemi 9.18. Einsleitum planka med massa m, = 10kg og lengd L = 2,0m er
haldid { jafnveegi med tveimur massalausum virum. A plankanum f L
stendur par ad auki 1fill kassi med massa my = 5kg. FT'/ 34
(a) Finnid togkraftinn T) { virnum sem festur er nidur i golf.
(b) Finnid togkraftinn 75 { virnum sem festur er upp { loft. [ -
(c) Nt klippum vid virinn sem festur er nidur { gélf.
Finnid hornhrédun plankans rétt eftir a0 virinn hefur verio klipptur. l
Deemi 9.19. (RK 12.62.) Skilti af lengd 120 cm hengur dr 5,0kg bému af lengd 200 cm.
Massalaus vir er festur vid enda bémunnar { vegginn 250 cm ofar eins og sji ma
4 myndinni hér til haegri. Hver er mesta pyngdin sem skilti0 ma hafa ef virinn
slitnar pegar togkrafturinn { strengnum fer yfir 300 N?
_Cable
Daemi 9.20. (RK 12.86.) Tveir massar, m; = 4,0kg og mo = 2,0 kg eru festir med massalausu
bandi yfir trissu (sem er hvorki nininglaus né massalaus!) meo geisla r = 12 cm 250 cm
og massa m = 2,0 kg. Vaegi nuningskraftsins er 0,50 Nm um hjélas trissunar (inn
i blagdid). Hversu langur timi, ¢, 1lidur fré bvi ad kerfinu er sleppt tr kyrrstéou
og bar til a0 stéri massinn, mq, lendir 4 jordinni, 1,0 m nedar?
200 cm

PRYSILS
B0cm | ehpppy

4.0kg

1.0m

2.0kg




Daemi 9.21.

Daemi 9.22.

Daemi 9.23.

Daemi 9.24.

Daemi 9.25.

Daemi 9.26.

Hverfipungi og hverfipungavardveisla

(RK 12.46.) Vinylplata snyst med {6stum hornhrada 33% snuninga 4 minitu. Massi vinylplotu er 180 g
og geisli hennar er r = 15,3 cm.

(a) Hver er hornhradi vinylplétunnar?

(b) Hver er hverfitregda vinylplotunnar?

(c) Hver er hverfibungi vinylplotunnar?

(d) Nu er leirklessu med massa m = 240 g sleppt 160rétt ofan & vinilplotuna {1 fiarleed d = 7.5 em fra
midju plotunnar. Hver verdur sameiginlegur hornhradi kerfisins vid pao’

(RK 12.88.) Litll rafmagnsbill med massa m = 200g keyrir af stad ur
kyrrst60u & brautinni sem sést & myndinni hér til heegri. Geisli brautarinnar
er 7 = 30 cm og massi hennar er M = 1,0kg. Litlar daeldir eru { brautinni
fyrir dekk bilsins pannig a0 hann keyri ekki utaf brautinni. Hver verdur
hornhraoi brautarinnar eftir a0 billinn nser hdmarkshrada, v = 0,75 m/s,
afsteett midad vio brautina. -

Fugl med massa m = 500 g flygur med laréttum hrada vy = 2,0 m/s og klessir Bird cm
4 160rétta stong 1 fjarleegd y = 25 cm fra toppi einsleitarar stangar sem hefur p— — — — — ¥ —
heildarlengd ¢ = 0,75 m og massa M = 1,50kg. Sténgin er fest med hjorum
um nedsta punktinn og getur adeins sndist um pann 4s. Areksturinn er pvi
midur pannig ad aumingja fuglinn rotast og fellur medvitundarlaus beint
niour (meo larétta hradann v = 0) eftir Areksturinn. Hver verdur hornhraoi
stangarinnar rétt eftir areksturinn?

Hinge
Tunglid er ad fjarleegjast jordina um 4cm & ari. Petta veldur pvi ad jordin fer ad sniast heegar. %AE)
lokum mun petta leida til pess a0 umferdartimi tunglsins um jordina verdur si sami og umferdar-
timi jaroarinnar (samanber Karon, tungl Plitos). I pessu deemi munum vid reyna ad meta pad hver
lokasniningshradi jardarinnar verour. Latum M tdkna massa jardarinnar, Mp takna massa tunglsins

(a) Finnid hornhrada jardarinnar, wy, og hornhrada tunglsins, wr, um sniningsds jardarinnar (ndiver-
andi).
(b) Finnid hverfitregdu jardar, I;, og niverandi hverfitregou tungls, Ir1, um sniningsds jardarinnar.

(¢) Tédknum na lokahornhrada jardarinnar med w og lokafjarleegdina milli tungls og jardar med d.
Notio pyngdarlogmal Newtons (d4samt bvi ad tunglid sé 4 hringhreyfingu um joérdina) til ad syna:

w2d3 = GMJ

(d) Hverfibungi kerfisins um sniiningsds jardarinnar er ba gefinn med Lo = Ipow bar sem ad I
taknar hverfitregdu tunglsins eftir feerslu tunglsins. Hér hofum vio gert rao fyrir pvi ad I; < I
og a0 pvi megi hunsa lidinn [ w. Nytid ykkur vardveislu hverfipungans dsamt nidurstéounni i 1id
(c) til ad finna baedi lokahornhradan w og lokafjarleegdina d.

(e) Hversu langur yroi sélarhringurinn p4?

(RK 12.78.) Byssukilu med massa m = 10 g og upphafshrada vy = 400 m/s M
er skotid inn { hurd med massa M = 10kg { laréttri fjarleegd x = 80 cm fra

hjorum dyranna. Hurdin hefur breidd b = 95 cm, pykkt b = 5,0 cm og haeo

h = 2,10m. Byssuktlan festist i hurdinni vid areksturinn. Hver verdur

hornhradi hurdarinnar eftir areksturinn?

(RK 12.89.) Kubbur med massa m rennur eftir nininglausu yfirbordi med R
upphafshrada vg par til ad hann lendir i fullkomlega fjadrandi arekstri vio Dm Vo .

nedsta hlutann & einsleitri stong af lengd d og med massa M. Nagli hefur
verid settur i midja stongina pannig ad hin getur adeins sniist um midju
sina. Hver verdur hraoi kubbsins eftir dreksturinn?




Daemi 9.27.

Daemi 9.28.

Daemi 9.29.

Daemi 9.30.

Daemi 9.31.

Daemi 9.32.

Sniningsorka og sniningsvinnulégmalid

(RK 12.69.) Gegnbheill sivalingur med massa m, geisla r og af lengd ¢, rillar é4n bess ad renna medfram
laréttum fleti meo hrada 5,0 m/s par til ad hann kemur ad skébretti sem hallar um 6 = 22° midad vio
larétt. Hversu langt upp skabrettid kemst sivalingurinn adur en ad hann byrjar ad rulla aftur nidur?

m U1 M
(Vorpréf 2018) Byssukilu med massa m = 4,8g og hrada v; = 400m/s er @—— B -
skotid inn i kubb med massa M = 2,2 kg sem hvilir & laréttum fleti. Nunings- L
studullinn milli kubbsins og flatarins er p = 0,10. Kubburinn er festur vio ,
massalausa stong og af lengd ¢ = 50 cm. Kerfid snyst um enda stangarinnar /
eftir hringferli eins og synt er 4 mynd. k

(a) Finnid hornhrada kerfisins, wg, rétt eftir ad byssukilan hefur stédvast \
inni 1 kubbnum, t.d. med pvi a0 nota hverfipungavardveislu. )

(b) Hversu langt ferdast kubburinn 4dur en niningur stédvar hann? Svarid N
i radionum og gradum. Merkid inn 4 myndina stadsetningu par sem Sl -
kubburinn stodvast.

(Vorpréf 2018) Diskur med massa m = 1,2kg og geisla r = 50 cm getur
sniiist um niningslausann, laréttan 4s (sem stefnir 1t dr bladinu). A diskinn
eru festir tveir kubbar eins og sja ma & mynd. Vinstra meginn er festur
kubbur med massann %m = 0,60 kg en haegra meginn er festur kubbur med

massann m = 1,2kg.

(a) Finnid hornhrédun kerfisins rétt eftir ad pvi er sleppt dr kyrrstoou.

(b) Notid orkuvardveislu til pess ad finna hornhrada kerfisins pbegar pyngri massinn er i laegstu stoou
og s& léttari er 1 efstu stéou.

Giftingarhringur med massa 6,0 g og geisla 7,0 mm rullar 4n bess ad renna

ar kyrrstéou niour skaplan sem hallar um 6 = 23°. O\

(a) Hver er hraoi massamiojunnar eftir ad hringurinn hefur rallad 2,0 m
nidur eftir skaplaninu?

(b) Hver er lagmarksntuningsstudull p milli plans og gjardar

til pess ad gjordin ralli 4n pess ad renna? 0/

(RK 12.74.) Blyantur med massa m og lengd ¢ stendur 16dréttur 4 laréttu bordi. Einhver ytir orlitio
vid blyantinum pannig ad hann byrjar ad detta. Hver verour hornhradi blyantsins rétt 4dur en ad hann
lendir & jordinni? Gerum rad fyrir ad nedsti hluti blyantsins haldist { snertingu vio boroid par til ad
hann lendir.

Mass m, radius r

(RK 12.75.) Glerkila med massa m og geisla r rillar 4n pess ad renna
nidur brautina sem sést & myndinni hér til haegri. Hvert er minnsta gildio
4 heedinni, h, bannig ad kilan komist allan hringinn (med geisla R) dn bess
a0 detta { efstu stoou?




Daemi 9.33.

Mynd 9.10: Valslongva fest { hvildarstéou.

Daemi 9.34.

Erfio deemi

I borgarumsatrum midalda voru valslongvur émissandi teeki, en peer valslongvur sem vid pekkjum best
eiga liklegast reetur sinar ad rekja til solddnadeemis Ayyubida 4 12. 6ld e.o.t. (en voru mogulegu
fundnar upp fyrst i Austur Romarveldi 4 11. 6ldinni) og breiddust badan ut til Evrépu og Kina.
Athugum eiginleika einfaldadrar valslongvu, sja myndir 9.10 og 9.11. Valsléngvan virkar pannig a0
massalaus armur af lengd L er festur 4 dzul { haed h fra joroinni sem skiptir arminum 1 kastarm af
lengd /1 og fallarm af lengd ¢5. Vid enda kastarmsins er fest massalaus karfa sem geymir stein af
massa m. Vid fallarminn er fest mdtvigt af massa M. Gerum rad fyrir ad armurinn bogni ekki, ad
enginn nuningur sé i kerfinu og hunsum massa allra festinga og aukahluta sem geetu komio vid sogu.

m —>

el EZ

(a) Finnid hverfitregdu kerfisins, I, um sniningsésinn, sem fall af m, M, £1, {5 og pbekktum fostum.

(b) Steininum er sleppt begar heildarveegid 4 arminn er ndll. Finnid hornhrada steinsins, w, pegar hann
sleppur ur kérfunni sem fall af m, M, ¢1, {5, I og pbekktum fostum med pvi ad nota orkuvardveislu.

(¢) Finnio hversu langt steinninn fer 40ur en hann lendir 4 jordinni sem fall af m, M, €y, €o, h, I og
pbekktum fostum.

(d) Latum massa steinsins vera 45kg, massa métvigtarinnar vera 2000kg, lengd kastarmsins vera
12m, lengd fallarmsins vera 2,0 m og haed 6xulsins vera 6,0 m. Hversu langt kastast steinninn?

Skodum kustskaft med einsleita massadreifingu sem hefur lengd L og massa M. Gerum rad fyrir ad
bykkt bess sé 6veruleg og pad standi 160rétt 1 jafnveegi 4 sléttum fleti. Enginn nuningur verkar milli
flatar og kustskafts. Hleypt er af byssu nalegt skaftinu og henni haldid pannig ad pegar byssukilan
festist 1 skaftinu er kilan { haed x yfir midju skaftsins og hraoi kilunnar v er { larétta stefnu. Massi
byssukulunnar er m.

(a) Notio skridpungavardveislu til ad finna linulegan hrada skaftsins, wu, eftir dreksturinn.

(b) Latum y; tdkna massamidju skaftsins fyrir dreksturinn og ldtum yo tdkna massamidju skaftsins
eftir dreksturinn. Akvaroio baedi y; og y2 dsamt steerdinni y := ys — y;.

(¢) Finnio hverfipungann, Ly, fyrir dreksturinn um 4s sem liggur { gegnum nyju massamiojuna.
(d) Finnid hverfitregdu stangarinnar, I,,, um &s { gegnum nyju massamidjuna, sem fall af m, M, z, L.
e) Nytio ykkur hverfipungavardveislu til pess a0 finna hornhrada stangarinnar, w, um massamidjuna.

yuoy g g )

(f) Finniod z sem fall af L, M, m og v b.a. nedsti punktur skaftsins veroi kyrr rétt eftir dreksturinn.

Mynd 9.11: Valslongva pegar steinninn sleppur.



Svor

(1) a = 410rad/s?, % = 18,3sntiningar. (2) a = —0,43rad/s?, w = 18,3rad/s, % = 125snuningar.

(3) Winnri = 50rad/s, wyti = 22rad/s, s = 5,6km. (4) z,—R = v EEsves +M d=4,67-10m, z, = Yy +M R=1450-10°m

_ (1,7cm). (6) I, = %mRQ, I, = mR? 1. = EmL27

MjyR+Mr(R+d cm
_ MyR+Myp(R+d) _ = 4,56 - 10° m z 33 em

Te = Ms+Mj+Mrp m. (5) (ycm)
Io = $mL% (7)) (32) = ($0eom), In = 2,0-1073kgm?, Ipc = 1,3kgm?.  (8) Iyjarir = 4,7kgm?,

Lsrete = 24,6 kgm?.  (9) Inisja = 1,23kgm?, 2ey = —14cm, Iy = 1,1kgm?. (10) I; = 8,0 - 1037 kgm?.

(11) Theia = —0,40Nm, o = 330rad/s?2. (12) 7, = 5,0Nm, 7, = 5,0Nm. (13) T = 15.000N.

(14) d, < %é. (15) T = 642N, F, = 526N, F, = 1,98N. (16) a = 4,73m/s?, o = 33,8rad/s’.
(17) Ta4 = 95N, Tp = 121N, a = 7,1rad/s®. (18) T} = 196N, T, = 344N, a = 9,1rad/s%.

(19) m, <30,5kg. (20) t = 0,95s. (21) wy = 3,49rad/s, [; = 2,11-103kgm?, L; = 7,35 - 103 kgm?,

we = 2,12rad/s.  (22) Wpraut = 0,42rad/s. (23) we = 1,78rad/s. (24) wy; = 7,27-10"°rad/s,

wr =2,69-10"%rad/s, I; = 8,0 - 103" kgm? ~ 9,7 - 10>  kgm?, I, = 1,1 -10*kgm? > I;, L; = 3,5 - 103* kg m?,
1
d=57-10m = 1,5Ry, w = 1,5-107%rad/s, T = 49dagar. (25) we = 1,06rad/s. (26) v = %vo.

(27) h = 19m. (28) wy = 1,74rad/s, A = 0,77rad = 44°. (29) o = 4,91rad/s?, w = 3,1rad/s.

(30) vem = 443m/s, p > 12 tanf = 021. (31) w = /3. (32) h > ZR. (33) I = 14.500kgm?,

— — _ _mv _ _ _mM _ 1 2 mM .2 _ Ly
w = 2/16rad/s, v = 49,5m. (34) u= et Y = g I = v, Iy = ML + et w = T

1
x—GL.



Kafli 10
Flaedietni og prystingur

10.1 Eodlismassi

Skilgreining 10.1. Litum & einsleitan hlut med massa m og rimmal V. Edlismassi hlutarins er
taknadur med p og skilgreindur sem massi hlutarins & raimmalseiningu b.e.

sz~

Vid sjdum ad viddir edlismassans eru kg/ms3. I eftirfarandi t6flu hofum vid sidan tekid saman nokkra pekkta
eOlismassa:

Efni Edlismassi [kg/m?]
Platina 21.400
Gull 19.300
Kvikasilfur 13.600
Bly 11.300
Silfur 10.500
Kopar 8900
Jarn 7800
Stal 7800
Al 2700
Steinsteypa 2000
Bl16d 1060
Sjor 1035
Vatn (4°C) 1000
Is 920
Olia 900
Bensin 680
Gufa (100°C) 598
Andramsloft 1,29
Helium 0,18

Tafla 10.1: Edlismassar nokkurra efna vid 0°C og 1atm (nema bar sem annad er tekid fram)

Ef vio pekkjum riummal hlutarins og edlismassa hans pa er audvelt fyrir okkur ad reikna massa hlutarins
med pvi ad umrita skilgreininguna & edlismassanum. P4 héfum vid ao:

m = pV.

99



10.2 Prystingur

Prystingur og kraftur eru naskyld fyrirbeeri, { daglegri umfjollun virdist oft vera litill munur & pessum tveim
fyrirbaerum. Pad er hinsvegar munur, sem vido munum skyra nina:

Skilgreining 10.2. Litum 4 flot med flatarmal A sem & verkar kraftur F. Prystingurinn sem
hluturinn finnur fyrir er tdknadur med P og skilgreindur pannig ad:
Fy
P=—
A )

bar sem F'| er sa hluti kraftsins F sem verkar pvert & yfirbordsflatarmélio A.

Vid sjdum ad viddir prystings eru N/m? en st steerd hefur fengio heitid Pascal og er tdknud med Pa = N/m?.
Petta er oft umritad pannig ao:

F, =PA.

10.3 Stadalloftprystingur

Loftid sem vid éndum a0 okkur er fleediefni. Par sem a0 péttleiki loftsins er miklu minni heldur en t.d.
béttleiki vatnsins pa veitir pbad okkur minni viost6ou begar vid hreyfum okkur { gegnum bad. En bad er samt
pbung byrdi sem hvilir ofan & okkur vegna loftsins sem er ofan & herdum okkar. Heildarprystingurinn vegna
byngdar loftsins sem hvilir ofan 4 herdum okkar er gefinn me0:

Skilgreining 10.3. Stadalloftprystingur er prystingurinn, Py, sem vid finnum fyrir vegna loftsul-
unnar sem hvilir ofan & okkur. Gildi hans er gefid med:

Py = latm = 101,3kPa = 1,013 - 10° Pa.

Geimurinn

- .} 3. Péttleiki loftsins verour sidan
“ nill pegar 1t 1 geim er komio.

Loftstlan |~ - : o )
NS -2. Péttleiki loftsins minnkar

begar ofar dregur vegna
byngdarkraftsins.

1. Péttleiki loftsins er mestur
vid yfirbord jardar.

Mynd 10.1: Skyringarmynd af loftstilunni sem synir hvernig ad péttleiki loftsins minnkar pegar ofar dregur.
Heildarmassinn sem hvilir ofan 4 heroum okkur vegna surefnissameindanna dkvardar stadalprystinginn.

Petta er reyndar sma misleidandi pvi einfold sal geeti haldio a0 a0 heildarkrafturinn sem verkar & herdar
okkar, ef herdar okkar hafa yfirborosflatarméal A = 4,0 - 1072 m?, veeri gefinn med:

F=PyA=1,013-10°Pa-4,0- 1072 m? = 4000 N.

En bad myndi b4 samsvara pvi ad massi m = £ = 410kg veeri lagdur ofan & herdar okkar - sem getur ekki
stadist! HvaO er ad gerast? Pa0d sem gleymist oft i prystingsumraedunni er ad pad er ekki prystingurinn sjalfur
sem skiptir méli heldur prystingsbreytingin. I pessu tilviki prystingsbreytingin yfir og undir herdunum 4
okkur (reyndar er prystingurinn meiri vid nedra bord axla okkar svo ad heildakrafturinn sem vid finnum fyrir
vegna brystingsins er upp en ekki nidur!).



10.4 Logmal Pascals

Skodum vokva med edlismassa pyskvi- Vio gerum rad fyrir ad vokvinn
sé um pad bil kyrr. Skooum larétta sneid af vokvanum sem hefur
pverskurdarflatarméli A og haed h. Latum efri brin kassans sem
vid skodum vera vio dypt d en nedri brunina vera vid dypt d + h.
P4 er prystingurinn & efra bord sneidarinnar vegna loftstilunnar og
vokvans sem liggur fyrir ofan pverskurdarflatarmalio fenginn meo:

Pvokvid dA _
—a Py + puskvigd. Kyrr sneid i vokvanum
med flatarmdl A og pykkth

Pofan:PO+

Eins er prystingurinn 4 nedra bord sneidarinnar gefio med:

Pvikvig(d + h)A = Py + puskvig(d + h). Mynd 10.2: Kyrr sneid { vokvanum af
A bykkt h & dypi d sem hefur pverskuro-

Par sem ad dyptin var ad aukast um h. En par med sjdum vid ad arflatarmal A.
brystingsbreytingin er gefin med:

Pneaan:P0+

AP = Pneéan - Pofan = (PO + pvékvig(d + h)) - (PO + pvékvigd) = pvbkvigh = pvékvigAd'

Par sem a0 h = Ad er dyptarbreytingin { vokvanum. Vio sjdum a0 prystingurinn eykst med vaxandi dypt.
Vio héfum par med synt ao:

Logmal 10.4. (Logmal Pascals) Litum & vokva med edlismassa pyskyvi- Latum P; tdkna brysting
vokvans & dypi d; og latum P» tdkna prysting vokvans & dypi do. Pa gildir ad prystingsbreytingin er
gefin meo:

AP = puskvigAd.

I raun héfum vid synt mun almennari nidurstédu heldur en 16gmal Pascals hér ad ofan. Vid héfum synt ad
prystingurinn P vid dypid d i vokva me0 edlismassa pyskvi €r gefinn med:

P= PO + pvékvigd

par sem P, taknar stadalloftprystinginn. Pad sem er merkilegt vio pessa framsetningu er ad vid sjaum ad
prystingurinn helst fastur alls stadar vid sama dypi i vokvanum!

10.5 Logmal Arkimedesar

Freeg er sagan af Arkimedesi og krinu Hiero II Syraktusukonungs. Hiero hafoi fengid gullsmid nokkurn til
pbess ad smida kérénu handa sér. En faskarinn blandadi silfri i blonduna og hélt pannig eftir hluta gullsins.
Utaf undarlegri 16gun kérénunnar reyndist erfitt ad meela raimmaél hennar (og bar me0 edlismassa hennar).
Pao var ekki fyrr en Arkimedes uppgotvadi sniduga leid til pess a0 maela riummal 6reglulegra hluta med pvi ad
sokkva peim { vatn sem pad komst upp um svikahrappinn. Sagan segir ad Arkimedes hafi eftir uppgétvunina
hlaupid nakinn um straeti Syrakisu og dskrad: ,, Bureka!* sem & forngrisku merkir ,, Eg hef fundio“. 1 daglegu
tali b4 er 16gmal Arkimedesar oftast sett fram me0 eftirfarandi heetti: , Sérhver hlutur sem sokkt er ad hluta
til eda alveg 7 vokva léttist um pad sem nemur pyngd pess vokva sem hann rydur frd sér.“ En formlega hofum
vio ad:

Logmal 10.5. (Logmal Arkimedesar) Litum & hlut med edlismassa ppjytyr 0g rammal Vi, sem
sokkt er 1 vokva med edlismassa pyskyi sem umlykur hlutinn. P& verkar 4 hlutinn uppdrifskraftur,
Fluppdrif, vegna prystingsmunarins, sem er gefinn meo:

Fuppdrif = pvékvthluturg~




Utleidsla: Vid skulum leida nidurstéduna ut fyrir kassa med edl-
ismassa pplutur 0g rammal Vi = Ah bar sem A er pverskurd-
arflatarmal kassans og h er haed hans. Hugsum okkur ni ad vio
dyfum kassanum i vékva med edlismassa pysivi- Pa er ljost ad a Naxcandi
nedra bord kassans verkar meiri kraftur vegna brystingsins heldur  |prystingur Froppur

en & efra borodid par sem ad prystingurinn er meiri nedar { vokvan- * Al
um. Latum ynotn tédkna haedina sem botn kassans er vio og latum
Ytoppur takna heedina sem toppur kassans er vio. P4 héfum vid ao:

= H)()tu - Ftoppur

Fbotn

Fuppdrif = Footn — Ftoppur

= ABon = APioppur Mynd 10.3: Uppdrifskrafturinn orsak-

= AAP ast af prystingsmuninum vid efra og
= ApyskvigAy nedra boro hlutarins.
= pvékvivhluturg~ O

10.6 Inngangur ad vokvaaflfraedi

Skilgreining 10.6. Vid segjum a0 streymi vokva sé
(i) lagstreymt ef hradi vokvans er litill og stefna hans breytist 1itid sem fall af stadsetningu.

(ii) idustreymt ef hradi vokvans er mikill og stefna hans breytist ort sem fall af stadsetningu.

Skilgreining 10.7. Vio segjum a0 vokvi sé 6sampjappanlegur ef a0 edlismassi vokvans, p(7,t) = p,
er fasti sem fall af baedi stadsetningu og tima.

I alvérunni eru ekki til nein ésampjappanleg flaediefni. Petta er hinsvegar mjog g6d nalgun i flestum beim
tilvikum sem vid munum skoda.

Skilgreining 10.8. Vid segjum ad vokvi sé seigjulaus ef a0 pad er enginn ntiningur a4 milli sameinda
vokvans.

Aftur, pa er teeknilega séd ekki til neitt seigjulaust fleediefni. Hinsvegar pé er ofurfleedandi helium svo gott
sem seigjulaust vid 2 K.

Skilgreining 10.9. Vokvi er sagdur vera kjorvokvi ef hann er lagstreyminn, ésampjappanlegur og
seigjulaus.

10.7 Samfeldnilogmalio

Skilgreining 10.10. Litum & vokva sem sem streymir hornrétt i gegnum yfirbord A med hrada v.
Flae0i vokvans, er tdknad med @, og skilgreint pannig ao:

d = Av.

Pad er oftast paegilegast a0 imynda sér vatnsflaedi 1 gegnum vatnsror sem hefur breytilega pykkt og haed pegar
madur leidir Ut hinar ymsu nidurstéour 1 vokvafraeoi. Hinsvegar, ba gilda nidurstédurnar i mun almennara
samhengi.



Logmal 10.11. Flxeoi, @, i 6sampjappanelgum vokvum, er varoveitt. M.6.0. héfum vid ao:

Arvr = Asvo

Utleidsla: Skodum litinn tima dt. P4 mun vatnid hafa streymt inn um pipuna um vegalengd Az; = vydt
en 4 Ut um pipuna um vegalengd Ax, = vodt. En ba er massi vatnsins sem kemur inn i pipuna gefi0 med

Minn = PvokviA1AT1 = pyskviArv1dt.
Pao sem streymir tt er sidan gefid med:
Mt = PyokviA2AZe = pysiviAgvadt.
En massi vatnsins sem fer inn verdur a0 vera jafn massa vatnsins sem fer Ut svo vio héfum ao:
Minn = Mat = Puskvid1V1dt = pyskvidavedt = Ajv = Agvs.

Sem synir ad flaedi vokvans, @, er vardveitt steerd.

10.8 Logmal Bernoullis

Logmal 10.12. (Logmal Bernoullis) Litum & sneid { kjérvokva bar sem ad prystingurinn er Py
og vokvinn streymir i gegnum yfirbord A; med hrada v;. Litum & alra sneid { vOkvanum bar sem
a0 prystingurinn er P, og vokvinn streymir i gegnum yfirbord As med hrada vy. P& er staerdin
P + pgh + % pv? vardveitt, eda med 60rum ordum:

1

2
o P2

1
Py + pghy + 5PU% = P> + pgha +

Utleidsla: Skodum flaedi vokvans vid litinn tima dt. P4 hefur
vokvinn feerst inn { rério um vegalengd Az, = v1dt og Ut Gr rérinu
um vegalengd Axo = vodt. Vid athugum ad samkveaemt samfelldni-
l6gmalinu pa er rimmal vokvans sem yfirgefur rorid jafnt, b.e.

AlAJJl == Al’Uldt = Ag’l)gdt = AQAI‘Q.

Prystingurinn { rérinu pegar vatnid er a0 streyma inn i pipuna vinnur
b4 vinnu & vatninu sem jafngildir:

W1 == FlASCl = PlAlAIl, W2 = 7F2A$2 = 7P2A2A172.
hi
Par sem ad Fy og AZs eru gagnstefna. En pa gefur vinnulogmalio
ad:

Wheild = AK = Wi + Wy + W, = AK

1 1
= PiA1Axy — PobAsAxs — migAh = §m2v§ — §m1vf

1 1
— PlAlA.’ﬂl — PQAQALL’Q — pAlAl'lgAh = ipAQA.TQUS — §pA1AiElU%

1 1
= P, — P, — pgAh = §pv§ — 5/)1}%
1 1
= Pi+pghi+ 5pvi = Pa+ pghs + 5

2
5PVa-



10.9 Daemi

Prystingur

Daemi 10.1. (RK 14.6.) Heesti punktur yfirbords jaroar er Everestfjall, 8850 m yfir sjdvarmaéli, en s laegsti { Chal-
lengergja { Marianadjupédlnum i Kyrrahafinu, 4 10.994 m dypi undir sjavarmali. Hver er prystingurinn
& botni Marfanadjipalsins? (Edlismassi sjavar er psjsr = 1030kg/m?).

Deemi 10.2. (RK 14.9.) Edlismassi vants er pyatn = 1000kg/m? en edlismassi olfu er poisa = 950 kg/m3. Pad pyoir
a0 olfa flytur ofan & vatni. I storum vatnstanki hefur oliu verid hellt ut i tankinn. Vatnsyfirbordid er i
haed 120 cm en olian hefur pykkt 50 cm. Hver er prystingurinn 4 botni vatnstanksins?

Dami 10.3. (RK 14.10.) Kafbatur nokkur hefur glugga med geisla r = 10cm og pykkt b = 8,0cm. Framleio-
andi kafbatsins segir ad glerid geti polad heildarkraft Fiejq = 2,0 - 105 N. Hver er mesta dypt sem
kafbaturinn ma kafa ef prystingurinn inni { kafbatnum er alltaf 1 atm.

Daemi 10.4. Bergljot Vilbertsdottir keyrir bilnum sinum fram af bjargi. Pegar billinn hefur sokkid nidur 4 6,0 m dypi
reynir Bergljét ad opna bilhurdina sem hefur flatarmal 0,76 m?. Hversu miklum krafti parf Bergljét ad
beita & bilhurdina til pess a0 opna hana ef prystingurinn inni { bilnum er 1,0 atm?

Daemi 10.5. (RK 14.42.) Fill med massa M = 1200kg stendur ofan & haegri bullunni {
vokvalyftu sem hefur geislann ro = 1,0 m. Karid er fyllt me0 oliu sem hefur 70 kg
edlismassann poja = 950 kg/m?>. A vinstri bullunni (1 somu heed og fillinn)
stendur madur med massann m; = 70kg.

« \/[1200kg

(a) Hver er geisli bullunnar sem madurinn stendur 47
2.0m

(b) Nt kemur eiginkona mannsins og stigur ofan 4 bulluna med manninum 0oil
sinum. P4 sigur vinstri bullan nidur um vegalengd d = 35 cm en fillinn
helst kyrr { sému haed og 40ur. Hver er massi eiginkonunar?

Daemi 10.6. Pad er hin pryodilegasta skemmtun ad snorkla. Pad eru hinsvegar takmarkanir & Fo
pbvi hversu djipt snorklari ma kafa. Eftir pvi sem ad dypid verOur meira verour
prystingsmunurinn meiri. Manneskjan polir mest 6000 Pa prystingsmun adur en
hitin heettir ad geta andad. Hver er lengd lengstu snorklunarpipu pannig ad snorklari
geti andad i gegnum hana?

Logmal Arkimedesar ¢

Deemi 10.7. (RK 14.23) Pegar leirstytta er vegin { lofti synir kraftmeelirinn 28,4N en begar v
styttunni er dyft ofan i vatn pa synir kraftmeaelirinn adeins 17,0 N. Hver er edlismassi
leirstyttunnar?

Dzemi 10.8. (RK 14.24) Gegnheil fraudplastkila med pvermal 50 cm og edlismassa 150 kg/m?
flytur uti & riamsjé. Hversu stért hlutfall kilunnar hvilir undir yfirboroi sjavar?

Dzemi 10.9. Sjér hefur edlismassa pgjor = 1027kg/m? og is hefur edlismassa pi; = 920kg/m3.
Hversu stor hluti af isjaka stendur upp ar yfirboroi sjavar?

Dzemi 10.10. (RK 14.21.) Alkubbur med rimmal 100 cm?® og edlismassa ps; = 2700 kg/m? hangir
4 5,0cm dypi 1 flati sem er fyllt med etandli (petansi = 789kg/m?). Kubburinn
hangir kyrr { massalausu bandi. Hver er togkrafturinn i bandinu? 100 cm* of

aluminum, density
Dzemi 10.11. (RK 14.71) Botninn & stalbat (meira eins og stélkassi sem vantar lok) hefur breidd Pu = 2700 kg/m®
b = 5,0m, lengd / = 10m og pykkt d = 2,0cm. Hlidar batsins hafa pyktina apflelizdin]
b = 0,50 cm. Eolismassi stéls er pss = 7900 kg/m?3. Hver er minnsta haedin, h, sem
a0 hlidar batsins purfa ad hafa pannig ad hann geti flotio a lygnum sjé?



Daemi 10.12.

Daemi 10.13.

Daemi 10.14.

Daemi 10.15.

Daemi 10.16.

Daemi 10.17.

Daemi 10.18.

Daemi 10.19.

Daemi 10.20.

(Vorprof 2019) Gegnheill kassi med allar hlidar jafnlangar, ¢ = 0,50 m, og }y
med edlismassa pr = 650kg/m? flytur Gti 4 rimsj6. Edlismassi sjavar er p, = ~er~ern N NP
1027kg/m3. Finnid heed kassans, y, sem flytur fyrir ofan yfirbord sjavar. _{
{Fe
FEinfalt likan af flekahreyfingum litur 4 sem svo a0 flekarnir samanstandi af rétt- ]

hyrningslaga kubbum med bykkt b = 35km og edlismassa pgex; = 2800 kg/m? sem
fljéta 4 jardmottlinum sem er vokvi med edlismassa pmsttun = 3300kg/ m?®. Hversu

stér hluti af haeo jarodskorpunnar flytur fyrir ofan yfirbord méttulsins?

(density = 2800 kg/m3)
|

Ymg

Mantle rock (density = 3300 kg/m3)

(RK 14.54.) Gormur med gormstudul ¥ = 35 N/m er festur { annan enda vid loftid og { hinn endan vid
sivalning med massa m = 1,0kg, geisla 7 = 2,5cm og haed h = 10cm. Sivalningnum er haldid pannig
ad gormurinn sé hvorki strekktur né pjappadur. l4ti med vatni er komid fyrir pannig ad nedra bord
sivalningsins snertir vatnio. Pegar kerfinu er sleppt tr kyrrst6ou byrjar sivalningurinn a0 sveiflast um
i vatninu par til a0 niningurinn vid vatnio stodvar sivalninginn ofan i vatninu vio dypt d. Hvert er

gildio & dyptinni d?

Plastbolti med geisla R = 0,19 m flytur 4 vatni pannig ad 24% af rammadli boltans

eru fyrir nedan vatnsboroio.

(a) Hve miklum krafti parf ad beita 4 boltann til pess ad halda honum
Ollum rétt fyrir nedan vatnsbordio?

(b) Hver verour hrooun boltans einmitt begar honum er sleppt?

Samfelldnilogmalid og Logmal Bernoullis

sléonguna ef bad tekur 8 min ad fylla uppbldsna 600 L. barnavadlaug med garoslongunni.

—

(Vorproéf 2018) Vatn streymir { vatnsrori. Vatnsrorio liggur 1arétt 1 haedinni
h = 1,2m og fer ur pvi ad hafa pvermal a; = 4,5cm nidur i a0 hafa pvermal
az = 1, 4cm eins og sjd mad 4 mynd. Hradi vatnsins i breidari endanum er

vy = 0,40m/s.
(a) Hver er hradi vatnsins, vy, { mjérri enda vatnsrorsins?
(b) Hvert er flaedi vatnsins { hvorum hluta fyrir sig?

(¢) Hver er prystingsmunurinn 4 milli breidari og mjérri enda vatnsrorsins?

Vatnstankar Perlunnar eru sivalningar med geisla r = 12m og haed H = 10 m.

(a) Hversu margir litrar af vatni komast fyrir { vatnstonkunum? Hver er
brystingurinn & botni vatnstankanna?

(b) Hugsum okkur ni ad skemmdarvargar skeri hringlaga gat & vatnstank-
inn med pvermal b = 3,0cm { fjarleegd h = 2,5m fré toppi tanksins.
Hver verour hradi vatnsins rétt eftir a0 gatio hefur verid skorid pegar
bad spytist Ut ar gatinu? Hvert verdur flaedi pess? Hvar lendir vatnio?

ai

7

2R

-

(RK 14.26.) Gardslanga nokkur hefur pvermdal b = 19 mm. Hver er hradi vatnsins begar bao yfirgefur

az

R K

k—r—]

Flugvél hefur massa 1,7 - 10% kg og loftid vid nedra bord veengsins hefur hrada 95m/s. Pverskurdar-
flatarmal veenganna er 1200m?. Hversu hratt parf loftid vid efra bord veengsins ad ferdast til pess ad

flugvélin haldist 1 loftinu 4n pess ad hrapa?

Vatn vid brysting 3,8 atm streymir inn med hradanum 0,78 m/s { gegnum rér med
geisla 2,5 cm { kjallaranum & skrifstofubyggingu Lalla 16gfraedings. Lalli aetlar ao
f4 sér iskalt og svalandi vatnsglas & efstu haedinni 16 m ofar svo hann kveikir &
krananum. Par er geisli rorsins biinn a0 minnka nidur { 1,4 cm. Finnid fleedi vokvans

og prystinginn i vatnshananum & efstu haedinni.

—
—

Faucet ]‘
= 2N

tr_txs I - .DL‘: -

ﬂ

=3.8atm _



Svor

(1) P=1,11-10*Pa = 1100atm. (2) P =1,18-10°Pa = 1,16atm. (3) d =6290m. (4) F = 45.000N.
(5) 11 =0,24m, my = 59kg. (6) h=0,61m. (7) pputuwr = 2500kg/m?. (8) p=15%. (9) 1—p=10,4%.
(10) T = 1,88N.  (11) h = 157cm. (12) y = 0,18m. (13) y = 53km. (14) z = 2,7lcm.

(15) phiuter = 240kg/m3, F = 214N, a = 31m/s?. (16) ® = 1,25-103m?/s = 1,25L/s, v = 4,4m/s.

(17 ve=4,1m/s,® = 6,36 - 10"*m?3/s = 0,64L/s, AP = —8300Pa = 0,082 atm. (18) P = 2,0-10° Pa = 1,97 atm,
v =7,0m/s, ® =495L/s, x = 8,6m. (19) vy = 180m/s. (20) vy =2,5m/s, Py = 2,25 10° Pa = 2,22 atm.



Kafli 11

Einfold sveifluhreyfing

»Deyr fé, deyja frendur, deyr sjdlfur hio sama. En hreyfilysing deyr aldrei peim er gédan getur®

- Islenskt ordatiltacki

11.1 Rithattur

I pessum kafla munum vid nota punktarithéttinn (sem er einnig stundum nefndur flugnaklessurithétturinn):

Pa getum vid umritad 16gmalin okkar sem:
F=ma=m&, p=mv=mz, r=Ila=10, L=1Iw=I6.

Markmid okkar i klassiskri edlisfraedi er ndnast alltaf ad dkvarda stadsetningu hluta sem fall af tima. Vid
erum pa ad leita ad pvi sem vio kéllum hreyfilysingu hlutarins, sem vid skulum nu skilgreina:

Skilgreining 11.1. Vid segjum a0 vio hoéfum hreyfilysingu hlutar ef vid pekkjum stadsetningu
hans, 7(t), sem fall af tima, ¢.

Vio hofum a0ur fundio hreyfilysingu hluta sem hofou fasta hréoun, a. Pa hofoum vid séd ad hreyfilysing
hlutarins var gefin med s(t) = sg + vot + 3at*. Vid héfum semsagt:

Logmal 11.2. Hreyfilysing hlutar sem verdur fyrir fastri hréoun, a, er gefin meo:

1
s(t) = so + vot + gat2

Par sem sg, vg tdkna upphafsstadsetningu og upphafshrada hlutarins.

Vid sjdum a0 til pess ad dkvarda hreyfilysingu hlutarins pa purfum vid ad pekkja upphafsstadsetningu hans
og upphafshrada hlutarins. En hvad ef hrédunin er ekki fost? Er ba einhver leid fyrir okkur til pess ad
dkvaroa hreyfilysingu hlutarins? Pad kemur i 1jés a0 i sérstokum tilvikum pé getum vid einmitt gert pao!
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11.2 Einfold sveifluhreyfing

Skilgreining 11.3. Vid segjum ad hlutur sé a4 einfaldri sveifluhreyfingu meod sveiflutioni w ef
Iysa m4 stadsetningu hans, z(t), med jofnu af gerdinni

zZ=—-wz.

Vio hofum sidan almennt 16gmal sem segir okkur hvernig hreyfilysing hlutar & einfaldri sveifluhreyfingu litur
at. Vid hofum nefnilega ao:

Regla 11.4. Litum & hlut & einfaldri sveifluhreyfingu med sveiflutioni w sem nytur jéfnunnar
Z=—-wz.
Pa er hreyfilysing hlutarins gefin meo:
z(t) = Acos(wt) + B sin(wt).

bar sem A, B € R eru 6tilteknir fastar sem dkvardast af upphafsskilyrounum z(0) = A og 2(0) = Bw.

Sonnun: Til ad syna ad petta sé lausn pa athugum vio ad:

d
2(t) = d—j = —Awsin(wt) + Bw cos(wt)
Athugum svo ad:
. dz d2Z 2 2 . 2 . 2
Z(t) = T g —Aw” cos(wt) + Bw”sin(wt) = —w” (A cos(wt) + Bsin(wt)) = —w?z(t).

Regla 11.5. (Hornafallhax Arnars) Til eru rauntolur «, 8, ¢ og ¢ bannig ao:

Acosf + Bsinf = acos(d + ¢) = Bsin(0 + ¢)

Sonnun: Vio faum ao:

A B
Acosf + Bsinf =/ A% + B2 ( cos + ——— Sin9>
VA? + B2 VA? + B2
\/A2A+B2’ \/A2B+B2 ) Pa er 1jost ad Pap liggur & einingarhringnum pvi:

Skilgreinum sidan punktinn Pyp := (

() () -

En bvi m4 finna x € [0, 27] pbannig ao:

P ( A B > (cosz,sinx)
= s = T, simx
AP \/A2+32 \/A2+B2

og bvi getum vid ritad:

Acosf+ Bsinf =/ A% + B2 (cosz cosf + sinzsinf) = \/ A% 4+ B2 cos(f — x).

Par sem vid héfum notad summureglu fyrir késinus. En par med héfum vid synt ad til séu slikir fastar «, 3, ¢
og . Nénar tiltekid pAer a =38 =+VA2+ B2%2, ¢ = —x = —arctan(%) ogp=0¢+ 7.
O



11.3 Gormar

Logmal 11.6. Litum & gorm med gormstudul k£ sem er festur { annan endann vid kubb med massa
m sem hvilir 4 niningslausum, laréttum fleti. Hugsum okkur ad vid dréogum kubbinn 4t bannig
ad gormurinn strekkist um vegalengd zo fré jafnveegisstoou sinni. Hugsum okkur ad vid sleppum
kubbnum me0 upphafshrada vg.

Zo

U Yo

O

m m

(o w

Pa er gormurinn 4 einfaldri sveifluhreyfingu um jafnveegisstoou sina og hreyfilysing gormsins er

(t) = o cos(wt) + 2 sin(wt).
w

_ k . I q . P . o
Par sem w = 4/-* er sveiflutioni gormsins. Sveiflutimi gormsins er gefinn med 7' = & = 27 /7*.
Utleidsla Skodum kraftamynd fyrir kubbinn. Gormkrafturinn er alltaf i
gagnsteeda stefnu midad vid strekkingu/pjéppun gormsins svo vio héfum ao: .
L b
ma=—kr = mi=—-kr = &=—-——x. k Fk”ﬁ
m

e

m

Svo ad gormurinn er & einfaldri sveifluhreyfingu med horntioni w = %

Samkveemt reglu 11.4 m4 pvi finna fasta A, B € R bannig ao:

mg
z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

Vid athugum ad upphafsskilyroio z(0) = xo gefur ad:
xo = 2(0) = Acos(w-0) + Bsin(w-0)=A-1+ B-0=A.
Athugum sidan ad med pvi a0 diffra z(¢) héfum vid ao:
v(t) = @(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt)
Upphafsskilyroid v(0) = vy gefur ba ad:
vo =v(0) = —Awsin(w - 0) + Bwcos(w-0) = —Aw -0+ Bw-1=Bw = B = Z}—O.
En par med héfum vid synt ad hreyfilysing gormsins sé gefin meo:

z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) = xg cos(wt) + kll sin(wt).
w

A0 lokum athugum vio ad lotutimi sveiflunnar er pa fundin med pvi a0 athuga ao:

2 /
wT:27T:>T:i:27T ﬂ.
w k

Sem er pa timinn sem lidur fra pvi ad gorminum er sleppt og par til hann er aftur 4 sama stad.



Logmal 11.7. Hreyfilysingu gormsins 1 16gmali 11.6 mé einnig rita & eftirfarandi formi:
z(t) = Acos(wt + p)

Par sem A, ¢ € R eru fastar sem dkvardast af upphafsskilyrounum x(0) = 2 og v(0) = ©(0) = vg.

Utleidsla: Petta leidir beint af Hornafallahaxi Arnars (regla 11.5). Talan A kallast ba uitslag gormsins og
talan ¢ kallast fasahorn. Vio sjdum reyndar med samanburdi vio hornafallahax Arnars ad ba er:

2
A=\|zt+ (10) ) p= arctan(vo>
w Tow
O
[ Logmal 11.8. Orkan er vardveitt fyrir gormhreyfinguna { 16gmali 11.6.
Utleidsla: Athugum fyrst ad ef z(t) = Acos(wt + @) ba er i(t) = —Awsin(wt + ). Hofum ad:
1 1
1 . 2 1 2
= 5m (—Awsin(wt + ¢))” + §k (A cos(wt + ¢))
1 1
= §mw2A2 sin?(wt + @) + ikAQ cos? (wt + @)
1
= _kA”.
2
Par sem vid héfum notad ad w? = % dsamt reglu Pypagérasar sin® @ + cos? 9 = 1. O

11.4 Loédréttur gormur

En hvao ef vio festum gorminn okkar 160rétt vid loft og hengjum sidan massa nedan & gorminn? P& mun
gormurinn f4 nyja jafnvaegisstoou, yo, sem vid getum fundid med pvi ad athuga a0 pa er:
mg
mg = kyo = ZI/OZT-
Hugsum okkur sidan ad vio strekkjum gorminn Gt um eitthvad y (midad vid nyju jafnveegisstédu gormsins).
P4 mun gormurinn sveiflast um nyju jafnvaegisstéouna sina yy meo sveiflutioni w = 4/ % Vid héfum nefnilega

ad kraftajafnan verdur:

. k k k
ma=—k(y+yo) +mg = j=—-——y+g9— —yo=——y
m m m

mg

Par sem vid héfum notao ad yo = 2. En par med sjdum vio ad aftur er gormurinn 4 einfaldri sveifluhreyfingu

%
(um nyju jafnveegisstédu gormsins) med sveiflutidni w = /£ og hreyfilysingin er gefin med:

y(t) = Acos(wt + ¢)

bar sem A og ¢ eru fastar sem dkvardast at frd upphafsskilirdunum y(0) og v(0) = ¢(0). Vio getum lika synt
a0 orkan er vardveitt { 16dréttum sveiflum. Hofum ad:

1, 1
E(t) = 5mg® + Sk(y + y0)* = mg(y + vo)

1 1
= ShA” + kyoy + Skyi — mgy — mayo
1

1
= §kA2 — 3™MgYo-



11.5 Pendull

Logmal 11.9. Litum & pendul sem samastendur af massa m sem hangir { massalausu bandi af lengd
£. Hugsum okkur a0 vid dréogum massann Gt pbannig ad upphafshornid sem bandid myndar vio 160rétt
sé By og hugsum okkur a0 vid sleppum massanum med upphafshornhrada wy.

P4 er pendullinn & einfaldri sveifluhreyfingu um jafnvaegisstodu sina og hreyfilysing pendulsins er

0(t) = Oy cos(wt) + “o sin(wt)
w

Par sem w = \/g er sveiflutioni pendilsins. Sveiflutimi pendilsins er gefinn med 7' = %’T =27 é.

Utleidsla Skodum kraftamynd fyrir pendulinn. Skrifum nidur kraftveegisjofnu
um sniningsas pendilsins (veljum sniningsdsinn ut ur bladinu pvi ba er 0 jakveett
i sniningsstefnuna). Vid hofum ba ad kraftveegisjafnan verdur:

Theild = Tm == la = —mglsinf

Notum sfdan ad o = 6 og notum nalgunina ad sin @ ~ 0 fyrir litil horn. P4 hofum
vio a0 kraftveegisjafnan verour:

10 = —mglsin 6 ~ —mgll
En hverfitregda massans m um sntiningsésinn er I,,, = mf? svo vid alyktum ad:

ml = —mgl) = 0 = —%9

Svo ad pendillinn er & einfaldri sveifluhreyfingu med horntioni w = \/% . Samkveemt reglu 11.4 mé pvi finna
fasta A, B € R pannig a0:

0(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

Upphafsskilyroio 6(t) = 0y gefur bd ad A = 0 og vid athugum ao 0(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt) svo vid
alyktum ad upphafsskilyroio 0(0) = wo gefur a0 B = <.
O

Logmal 11.10. Litum & pendudl sem samastendur af massa m sem hangir { massalausu bandi af
lengd ¢. Pa er hreyfilysing pendilsins gefin med

o(t) = Acos(ﬁt + <,0>

Par sem A, ¢ € R dkvardast af upphafsskilyrdunum 6(0) = 6y og 6(0) = wy.

9000

Reyndar héfum vid ad A = /63 + (%)2 og = — arctan(ﬂ) samkvaemt hornafallahaxi Arnars.



11.6 Flokin sveifluhreyfing (itarefni)

N1 pegar vid hofum talad adeins um einfalda sveifluhreyfingu getum vio talad adeins um flékna sveifluhreyf-
ingu. Fyrir flokna sveifluhreyfingu baetum vio loftmétsstoou inn i likanio okkar (niningnum er sidan afar
sambarilega baett vid). En loftmétstadan er hdd hrada hlutarins og loftmétstodukraftinum mé lysa med
F;, = — v bar sem v er hraoi hlutarins og 3 er fasti sem er hadur edlismassa hlutarins, pverskurdarflatarmali
og eOlismassa fleediefnisins sem hluturinn hreyfist { (i bessu tilviki loft). Kraftajafnan okkar verdur b4 fyrir
gorminn:

ma=—pv—kr = mi=—-pi—kx
Sem vi0 getum ba umritad a eftirfarandi form:

k
T = —ﬁj: - —x=-2vi —wx
m m
par sem vid hofum skilgreint dempunarfastann v = % og sveiflutionina w = 4/ % En lausn diffurjéfnunnar

hér a0 ofan er pa gefin med:

z(t) = Ae " cos(Qt + ¢).

Par sem ) = \/w? — 2 og A, ¢ eru fastar sem dkvardast af upphafsskilyrounum. Vid getum sannad ad svo
sé med pvi ad diffra dgiskunina okkar:

v(t) = @(t) = —Aye " cos(Q + ¢) — AQe " sin(Qt + ¢)

a(t) = i(t) = Ay e " cos(QUt + ¢) + 2AyQe™ M sin(Qt + ¢) — AQ%e ™ cos(QUt + @)
En par med héfum vid einmitt ad:

—2vi — wlz = Ae™ ((272 - w2) cos(Qt + ¢) + 29Qsin(Qt + ¢))
= Ae™ " ((v* — Q2) cos(Qt + ¢) + 27yQsin(QUt + ¢)) = i.

En bad synir ad x(t) = Ae~ 7 cos(Qt + ¢) sé lausn & diffurjéfounni # = —2v4 + w?x. En bad er énnur leid
til bess ad lita 4 betta. Vid getum hugsad okkur ad cos(2t + ¢) 1ysi sveifluhreyfingu gormsins en ad tslagio
sé ad dempast med tima samkvaemt A(t) = Ape " bar sem A er ttslagid { upphafi vid timann ¢t = 0. En
b4 hofum vid ad orka kerfisins minnkar sem fall af tima samkvaemt:

1 1
1 1
= gmAge_z"’t (v cos(QU + ¢) + Qsin(Qt + ¢))* + 5/&436_2” cos® (Ut + ¢)
1 2 Q
= EkAge_Q“’t + %6_2% cos(202 + 2¢) + 1—26_27’5 sin(2Qt + 2¢)
i

1
= 5]&43672’% + 5672A{t cos(2Q2t + )

bar sem vid héfum skilgreint ¢ = 2¢ + arctan(l — :’—;) W Ae

Ef vid gerum sidan bé ndlgun (4n réttlaetingar) ad kA§ > X ba sjdum vid ad: S

E(t) = 3kAZe 2. ] xO\ J.--"

En par med héfum vid synt ad baedi tutslag og orka i flokinni sveifluhreyfingu deyr
smatt og smatt it med visishrérnun. Mynd 11.1: Hreyfilysing

bar sem tutslagio hrornar.



11.7 Deaemi

Daemi 11.1.

Daemi 11.2.

Daemi 11.3.

Daemi 11.4.

Daemi 11.5.

Daemi 11.6.

Daemi 11.7.

Daemi 11.8.

Daemi 11.9.

Daemi 11.10.

Gormar

(RK 15.1.) Vagn med massa m = 0,82kg er festur vid gorm med gormstudul k£ = 35N/m { verklegu
tilraunastofunni. Vagninn getur runnid meofram laréttum fleti og eftir ad vid strekkjum 4 gorminum
b4 sveiflast vagninn 4 milli 20 cm og 70 cm & brautinni. (a) Hver er sveiflutidni sveiflunnar? (b) Hver
er sveiflutimi massans? (c) Hvert er ttslag gormsins? (d) Hver er mesti hradi vagnsins & sveifluhreyf-
ingunni? (e) Hver er mesta hréoun vagnsins & sveifluhreyfingunni?

(RK 15.4.) Hlutur 4 einfaldri sveifluhreyfingu hefur sveiflutima 1,82 s og ttslag 20 cm. Hversu langan
tima tekur pad hlutinn a0 fara fra jafnvaegisstéou sinni { = 0cm og { * = 5cm?

B x (cm)
(RK 15.5.) Litum 4 myndina hér til heegri. A myndinni mé sji stéou- 1o
tima graf af hlut & einfaldri sveifluhreyfingu. Akvaroio: (a) Hvert er dtslag i
sveiflunnar? (b) Hver er sveiflutiminn? (c) Hver er sveiflutionin? (d) Hvert

5
0 T T —1(s)
er fasahornid? (e) Hver er hreyfilysing hlutarins? (f) Hver er hdmarkshraoi 5{ b2 v
-10

hlutaring, vmax? (g) Hver er hamarkshrodun hlutarins, amax?

(RK 15.16.) Massi m = 200g er festur vid gorm med gormstudul £ = 32N/m. Vid timann ¢ = 0
er massinn staddur { x = 5,0cm og hefur hradann v, = —30cm/s. Akvardid (a) Sveiflutionina
(b) Sveiflutimann (c¢) Hreyfilysinguna (d) Mesta titslagid (e) Mesta hradann (f) Mestu hrédunina.

(RK 15.19.) Nemandi nokkur er ad hoppa & trampdlini. I haesta punkti eru feetur hans 55 cm fyrir
ofan trampo6linid en i leegstu stéou sigur trampolindikurinn nidur um 15 cm 40ur en nemandinn skyst
aftur upp. I hversu langan tima er nemandinn { snertingu vio trampolinid?

(Vorprof 2016) Einfaldri sveifluhreyfingu er 1yst med jofnunni 2(¢) = 0,35 cos(15,0t 4+ 0,60) par sem
allar steeroir eru i Sl-einingum og horn meeld { radiénum. (a) Finnid mesta hrada { sveiflunni. Vio
hvada gildi 4 = er hradinn mestur? (b) Hver er mesta hréounin { sveiflunni? Vio hvaoda gildi 4 = verdur
hrédunin mest?

(Vorproéf 2017) Staosetningu 0,650 kg massa 4 einfaldri sveifluhreyfingu sem festur er vid gorm me0
gormstudul k£ mé lysa med jofnunni x(¢) = 0,25sin(4,70 - ¢) bar sem allar steerdir eru { SI-einingum og
horn { radiénum. (a) Hvert er utslag sveifluhreyfingarinnar? (b) Hver er sveiflutionin? (c) Hver er
sveiflutiminn? (d) Hver er heildarorka massans? (e) Hver er hreyfiorka massans pegar = 15 cm?

(Vorpréf 2019) Kubbur med massa 400 g hvilir 4 niningslausum laréttum fleti. Hann er festur vio
gorm med gormstudul k& = 62N/m og dreginn Gt um vegalengd 12cm fra jafnveegisstoou gormsins.
Kubbnum er sleppt ur kyrrst6du pannig ad hann byrjar ad sveiflast med einfaldri sveifluhreyfingu um
jafnveegisstodu sina. (a) Finnid sveiflutima kubbsins. (b) Finnid hreyfilysingu kubbsins, pad er, finnid
stadsetningu hans, z(t), sem fall af tima. (c) Vid hvada tima er hradi kubbsins mestur? (d) Hver er
mesta hréounin sem kubburinn verdur fyrir & sveifluhreyfingunni?

(Vorproéf 2013) Myndin hér til haegri synir sveiflukerfi sem samanstendur m
af gormi me0 afastri laréttri plotu. Platan er & 160réttri sveifluhreyfingu

med 6,0 cm sveifluvidd og sveiflutima 0,80s. Ofan & plétunni liggur hlutur %
med massann m = 100g. (a) Hver er hr6oun plotunnar { nedstu stéou
sveiflunnar? (b) Med hversu stérum krafti prystir platan 4 hlutinn { nedstu
stoou sveiflunnar?

(RK 15.48.) Hugrakkur nemandi med massa 75 kg stekkur fram af bri med 12 m langri (massalausri)
teygju sem er fest vi0 feetur nemandans. Lita mé 4 teygjuna sem gorm med gormstudull 430 N/m.
(a) Hversu langt fyrir nedan brinna verour leegsti punkturinn sem nemandinn naer i stokkinu? (b) Hver
er hrodun nemandans { laegsta punkti stokksins? (c) Hversu langan tima tekur pad nemandan ad na
pessum laegsta punkti?



Daemi 11.11.

Daemi 11.12.

Daemi 11.13.

Daemi 11.14.

Daemi 11.15.

Daemi 11.16.

Hreyfilysing pendiils

(RK 15.28.) Festum massa m = 200g 4 enda 1,0m pendtls. Hver er sveiflutimi pendilsins 4 Venusi
par sem byngdarhrédunin er gy = 8,87m/s%? En 4 Mars bar sem byngdarhréounin er gps = 3,71 m/s??

(RK 15.30.) Massi m = 100 g er festur { pendil af lengd 1,0 m og sleppt tr kyrrstédu pegar pendillinn
myndar horn 6y = 8,0° midad vio larétt. Hversu langur timi lidur fra pvi a0 pendidlnum er sleppt
og par til a0 hann myndar horn 6 = 4,0° midad vio 160rétt hinum meginn midad vio jafnveegisstoou

pendulsins?

(RK 15.55.) Segja md ad Galile6 Galilef hafi fundid upp timann. Sagan segir ad &rid 1583 begar
hann var staddur { messu { kapdlsku démkirkjunni i Pisa pa hafi hann tekid eftir lampa sem sveifladist
fram og til baka fyrir ofan altario. Hann tok eftir pvi a0 sveiflutimi lampans var alltaf s& sami 6hao
utslagi lampans. Galile6 notadi pilsinn sinn til bess ad meta sveiflutimann. Hver er lengd pendilsins
ef Galile6 meelir ad 5 pendilsveiflur taki um bad bil 37 hjartslog og hjartad hans sleer 80 slog/min?

Odruvisi sveifluhreyfing

(Vorprof 2019) Gegnheill kassi me0 allar hlidar jafnlangar, £ = 0,50 m, og med

edlismassa pj, = 650kg/m? flytur ti 4 rimsjé. Edlismassi sjdvar er gefinn med }y
ps = 1027kg/m3. Fugl med massa 9,0 kg sest 4 kassann svo ad yfirbordiod laeekkar.  a_aca~
Pegar fuglinn flygur af kassanum byrjar kassinn ad sveiflast um jafnvaegisstodu 4

sina med einfaldri sveifluhreyfingu. Finnio hreyfilysingu kassans, y(t).

(RK 15.66.) Hugsum okkur ad vid etlum ad smida hax pdstlagninarfyrirteeki sem
sendir pakka milli Islands og Astraliu (hinum meginn & hnettinum). Hugsum okkur
ad { stadinn fyrir ad sigla eda fljiga med pakkana pa dkvedum vio ad bora gong
beint i gegnum midju jardarinnar. Hugsum okkur sidan ad vid hendum pakkanum
ofan 1 gongin. Hunsum eins og alltaf loftmdtsté0u og gerum rad fyrir pvi a0 joro-
in hafi einsleitan edlismassa. P4 mun pyngdarkrafturinn sem pakkinn finnur fyrir
breytast eftir pvi sem hann nalgast midju jardarinnar. Reyndar er haegt ad syna ao
i fjarleegd r fra mioju jardarinnar par sem 0 < 7 < R og R er geisli jardarinnar ba er
byngdarhréounin gefin med g(r) = g bar sem g = 9,82m/ s? er pbyngdarhrédunin
vid yfirbord jardarinnar. Hversu langan tima teeki b4 ad senda pakka til Astraliu?

(RK 15.81.) Hér til heegri sést einsleit stong af lengd ¢ = 20 cm med massa m =
200g. Stongin er fest med nagla i efri endan og vid gorm med gormstudul k =
3,0N/m vid nedri endann. Pegar stongin hangir algjorlega 160rétt ba er gormurinn
i jafnveegisst6ou sinni. Ni drogum vid stongina it um horn 6y midad vid larétt og
sleppum stonginni ur kyrrstédu. Hver verdur sveiflutioni stangarinnar?

Svor

(1) w = 6,53rad/s, T = 0,965, A = 25cm, Vpmax = 1,63m/S, amax = 10,7m/s%

(8) A = 10cm, T = 4,08, w = 1,571ad/s, Vmax = 0,16 m/S, amax = 0,25m/s>.
T =

fastur sniningsas

20 cm

k=3.0N/m

=W

(2) 7 = 73ms.

(4) w = 12,6rad/s,

0,508, A = 5,5cm, vpax = 0,69M/S, Gmax = 8,7m/s®.  (5) 7 = 0,13s.  (6) Vpax = 5,3m/s,

Amax = 79m/s2. (7) T = 1,34s, E = 045J, K = 0,29J. (8) T = 0,515, 7 = 0,135, amax = 18,5m/s2.

(9) Gmax = 3,74m/s2, b = 1AN. (10) {+2z = 20,4m, amax = 45,7m/s2, T = 2,34s. (11) wy = 2,98rad/s,

wy = 1,93rad/s. (12) 7 = 0,67s. (13) £ = 7,8m. (14) w = /2219 — 56rad/s, A = 3,6cm.

_ ’ _ /3¢ 3k
(15) T'=42min og 10sek. (16) w = /5% + ==,

Phlutur?



Kafli 12

Bylgjur

12.1 Hvad er bylgja?

Skilgreining 12.1. Latum ¢(x,t) lysa fraviki hlutar fré jafnvaegisstéou sinni sem fall af stadsetningu,
x og tima, t. Vid segjum ad hluturinn sé a4 bylgjuhreyfingu med bylgjuhrada c ef fravikio uppfyllir
bylgjujofnuna:

o _ ot
ot? 0x?

Ef vid notum punktrithatt fyrir % og merktrithatt fyrir a% ba getum vid skrifad bylgjujofnuna sem:
12; — 02 'l,Z)I/

Vio athugum ad einingarnar & ¢ eru [¢)] = m bvi bad lysir fjarleegd fra jafnveegisstodu. Bylgjuhradinn c er
almennt hadur efninu eda midlinum sem bylgjan berst i. Vid purfum sidan ad taka fram tveer mismunandi
gerdir af hreyfingarstefnum sem ad bylgjur geta haft:

Skilgreining 12.2. Vid segjum ad bylgja sé
(i) langsbylgja ef hreyfing agnanna { midlinum er pvert 4 hreyfistefnu bylgjunnar.

(ii) pverbylgja ef hreyfing agnanna { midlinum er samsioa hreyfistefnu bylgjunnar.

Til deemis eru sveiflur i gitarstreng deemi um pverbylgjur. Annad deemi um pverbylgjur eru garurnar sem
myndast { yfirbordi vatns eftir a0 stein er sleppt ofan { vatnid. Hljéo er sidan deemi um langsbylgjur.

Pverbylgja

Bylgjan ferdast med hrada ¢ til hagri. ¢
Hreyfing agnanna { midlinum er ——
bvert & hreyfingu bylgjunnar. ,;n\
4'/’7 Nu
Q S )
Frévik frd jafnveegisstoou
Langsbylgja
Hreyfing agnanna { midlinum er  Byjojan ferdast med hrada c til heegri. c
samsida hreyfingu bylgjunnar.

WA

Fravik frd jafvegisstoou  e—-
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12.2 Stadbylgjur a streng

Loégmal 12.3. Litum 4 streng med massa m af lengd £ sem festur er { bdda enda. Latum pu = 7 vera
linulegan béttleika strengsins og latum togkraftinn i virnum vera 7. Latum y = y(z,t) tdkna 160rétt
fravik strengsins fré jafnveegisstodu sinni baedi sem fall af tima, ¢, og laréttri stadsetningu, z € [0, £].

Pa uppfyllir fravikio & strengnum eftirfarandi bylgjujofnu med bylgjuhraoda ¢ = %
. T
j=— y//
1

T
02

|
|
| 1
|
|

0 14
T z + Az

P& er massinn {1 pessum litla btt af strengnum gefinn med %m = pAz. Kraftajafnan verour pa:

Az &\ _ (Tycosfy —Ticos by

H y o T2 sin 02 — Tl sin 91
Strengurinn er ekki ad faerast til { laréttu stefnuna svo ad & = 0. Ef vid notum sidan nalgunina ad cosf ~ 1
béa sjaum vio ad efri jafnan gefur okkur a0 T = T; svo ad togkrafturinn i virnum er um pad bil fastur

medfram strengnum og par med er 7' =Ty = T5. Nedri jafnan er frekar athyglisverd pvi par er §j # 0 par sem
ad strengurinn lyftist upp og hefur pvi feerst ar stad. Vid notum pa nélgunina tan 6 = i;‘;g ~ % =6 ~siné.

En tanf = % =y samkvaemt skilgreiningu 4 hallatolu svo ad vid alyktum ad:
pAzi =T (y (v + Az, t) — 3 (z,t))

En par med dlyktum vid ao:

. Ty (z+Axt) —y'(z,t) T,
j=— —y
Iz Ax Iz
Vid hofum bar med synt ad stadbylgjur 4 streng uppfylla bylgjujéfnuna:
z 1"

I

’y':

Pad er lika haegt ad leida 1t bylgjuhradann med viddargreiningu. Pa er ¢ = m®¢#T7 og vid faum ad:
_ m o o kgm” o _
s = 2 [ = [ P = )" ()" () = () ) ()

sem gefur okkur pvi jéfnuhneppio:

1=p+~
O=a+vy
—1= -2y

En par med getum vio alyktad ad v = %, 8= % og a = —% en pao gefur okkur pvi ad ¢ = 1/% = \/%



12.3 Hljédbylgjur

Logmal 12.4. Litum & reemu af kjorgasi med rammaél V) sem er vio prysting Py og hefur hitastig
Tp. Latum edlismassa gasins vera pg og ldtum z = z(z,t) tdkna fravik kjorgasins frd upphafsstao-

setningunni. P4 uppfyllir fravikid bylgjujofnuna, Z = f; 02" med bylgjuhrada ¢ = %
Utleidsla: Skodum reemu af lofti med pverskurdarflat- e vthe
armdl A og af lengd Az sem er { upphafi kyrr (40ur en ad ' \\ P / \\
hljédbylgjan berst & pennan stad). P4 er prystingurinn & { A B, il :
badar hlidar reemunnar jafn Py og loftid i reemunni hefur /’ \ //

eOlismassa pg og hitastig Ty. Vio héfum pd ad massinn
i pessari litlu loftraemu er m = pgAAz. Eftir a0 hljéo-
bylgjan berst & bennan stad pa mun loftid feerast fra

jafnveegisstodunni sinni um einhverja vegalengd pannig R I e i)

a0 vinstri endinn feerist fra = yfir {  + 2(z,t) og heegri " R e poT: m
endinn feerist frd = + Az yfir {  + Az + z(z + Az, t). | 4 (r)__» ﬂﬁm): l
En par med mun riummal reemunnar breytast fra pvi i /’ \ /’
upphafi ad vera V; yfir { ad vera: ot) se s D)
Az, t) — t
V= A(Ax+z(:c+m,t) - Z(x,t)> = AA:c<1 MEICh "””Ai 2z, )> =Vo(1+2).

Par sem ad vio hofum notad skilgreininguna & afleiounni. En par sem ad rammalio hefur breyst pa hefur
brystingurinn lika breyst! Vid getum notad gaslogmélio PV = nRT (sem vid munum leida ut sioar { kafla
15 um Varmafreedi) til bess a0 athuga hvernig prystingurinn breytist begar rimmalid breytist. A pessum
timapunkti setlum vid ad gera somu mistok og Isaac Newton (ekki leidum a0 likjast!) { atleioslunni og segja ad
hitastigsbreytingin sé mjog litil svo T~ Tj (bad er ekki alveg satt!) og ad bess vegna sé PV = nRT = Py
svo ad vio faum ao:

PV Py n—
V. Veire) oA

"~ Py(1-2)

Par sem vid hofum notad ndlgunina (1 + )™ = 1+ na fyrir z < 1 sem er litid. En bd gefur kraftajafnan ao:

poVoi =m3 = <P(m) — Pz + Am)) A= P (z’(x + Az, t) — z’(x,t))A =P (z'(a: +Azt) - Z/(x’t)>V0

Az

Vio notum sidan skilgreininguna & afleidunni dsamt pvi a0 stytta ut Vy til pess a0 alykta ad z = %z’ Lo O

Vio sjdum béd ad med bessari adferd (sem er upphaflega eftir Newton) fdum vid ad hradi hljéosins er:

101,3kPa
= = 288 .
Vhljéd = \/ploft \/1 295 kg /m? m/s

Sem er { neerri lagi vid ad viotekid gildi 4 hrada hljéosins i lofti vpjjes = 343 m/s. Reyndar er audvelt ad laga
mistokin sem Newton gerdi (eftir ad vid leerum hvad évermid ferli er { kafla 15 um Varmafraedi). Pad kemur {
1j6s ad hitastigio & loftinu er ad breytast négu mikio til pess a0 nalgunin T' ~ T sé ekki négu géd! Reyndar
kemur i 1j6s a0 pad er til énnur varoveitt steerd sem nefnist évermnidbreytan, PV, par sem + er fasti sem er
haour sameindauppbyggingu kjorgasins og nefnist Laplacefastinn eda évermnisstudullinn. Fyrir loft er heegt
ad syna ad Yo = % Med bvi ad laga ttleidsluna pa getum vio synt ad pa verdur hljodhradinn gefinn med:

h
Po

En bé feest ad vnijes = ,/’Yl;l“fo = 340m/s.



12.4 A0 leysa bylgjujofnuna

I kaflanum um einfalda sveifluhreyfingu p4 syndum vid ad lausnir 4 diffurjéfnunni 3 = —w?z voru gefnar med

z(t) = Asin(wt + ¢) og vid skilgreindum ttslag sveiflunnar, A, sveiflutimann, T, og sveiflutidnina, w. Pad
kemur 1 1j6s ad bylgjujafnan er { rauninni bara pad sem vid faAum begar vid setjum saman sveifluhreyfingu {
tima og rdmi, p.e.a.s. lausnir bylgjujéfnunnar, ¢ (x,t), munu sveiflast med einfaldri sveifluhreyfingu sem fall
af tima og sem fall af stoou!

Logmal 12.5. Grunnlausnir bylgjujéfnunnar 1) = c2¢” eru gefnar med:
Y(x,t) = Asin(kz — wt + @)

Par sem w er sveiflutioni; A er ttslag; g er fasahorn og k := ¢ er bylgjutala bylgjunnar.

Utleidsla: Vid diffrum bara. Athugum ad:
¥ = —wA cos(kx — wt + @), bannig ad P = —w?Asin(kx — wt + o).
Athugum sidan a0:
' = — Ak cos(kx — wt + o), bannig ad V" = —Ak?sin(kx — wt + ¢q).
En par med héfum vid ao:
= —w?Asin(kz — wt + o) = —k?sin(kz — wt + @) = ",

Par sem vid héfum notad skilgreininguna & bylgjutélunni, w = kc.

~

Skilgreining 12.6. Latum ¢ (z,t) = Asin(kx — wt 4 o) vera grunnlausn & bylgjujofnunni.

Utslag A Bylgjulengd A Oldutoppur

7 WAAAN. NN AN

Oldudalur

Vax.
aandj timgg (0, 0)

. . . », . . s o 2

(i) Vio segjum ad lotutimi bylgjunnar s¢ 7' = <.

. . . . . 7 _ 2
(ii) Vio segjum ad bylgjulengd bylgjunnar sé A = =F.

w

(iii) Vio segjum ad tidni bylgjunnar sé f = % = 5.

Reyndar settum vid lika ad minnast 4 ad vio hugsum um lotutimann sem timann sem lidur & milli hverar
sveiflu sem fall af tima og bylgjulengdin er vegalengdin sem lidur milli hverar sveiflu (bad er ad segja hversu
langt er 4 milli 6ldutoppanna).

Logmal 12.7. Latum c vera bylgjuhrada bylgju med bylgjulengd A og tidni f. P4 gildir ad:

c=\f.

Utleidsla: Vid faum ad:



12.5 Afl og styrkur

Skilgreining 12.8. Litum AFE takna breytingu & orku & kerfi vegna vinnunnar sem er unnin & pvi
4 timanum At. P4 er aflio, P, skilgreint pannig ao:

_AE

Petta er { rauninni medalaflio & timanum At. Vio getum lika skrifad aflio & formi 6érsmeeda. P4 er yfirleitt
skipt orkubreytingunni 4t fyrir vinnunna pannig a0: P = %. Vid sjdum ao [P] = J/s = W en sd steerod
hefur fengio nafnid Watt til heiours skoska verkfraedingnum James Watt. Pad er hinsvegar edlilegt a0 tala
um afl tiltekins krafts svo vio athugum ao:

Logmal 12.9. Latum F tékna fastann kraft sem verkar 4 hlut med hradavigur v. Afl kraftsins er pa

P=F.%
Utleidsla: Vid fdum ad:
dw  d /= dF L dAS -
P:—:—(F A*)— Y- i Y - O
at  dt AR dt
=0 =7
Par sem vid héfum notad ad ‘é—f =0 pvi F er fastur kraftur. O

Skilgreining 12.10. Latum P vera afl bylgju og latum A vera yfirborosflatarmél sem bylgjan breidist
at i gegnum. Bylgjustyrkur bylgjunnar er tdknadur med I og skilgreindur pannig ad:

I:Z

Ef vid erum me0 uppsprettu sem er kilusamhverf, og sendir pvi bylgjur i allar 4ttir, p4 mun aflio dreifast
jafnt yfir kilu med yfirborosflatarmal A = 472 { fjarleegd r fra uppsprettunni. P4 héfum vid ad bylgjustyrk-
urinn er gefinn med I = ﬁ i fjarlaegd r fra uppsprettunni.

Vido komum nt loksins ad ljétustu jofnu sem bid munid nokkru sinni lera & skélagégnu ykkar i MR,
p.e.a.s. skynstyrksjofnunni:

Skilgreining 12.11. Gerum rad fyrir ad vido hoéfum hljéduppsprettu med hljédstyrk I. P& er
skynstyrkur havadans

B = Bology, (IIO>

Par sem By = 10dB og I = 10712 W/m?.

Salfraedirannséknir { hljéoeolisfraedi hafa leitt 1 1j6s ad folk segir ad hljod sé tvofalt heerra vid pad ad skynstyrk-
ur havadans haekki um 10dB. Hinsvegar pa eykst skynstyrkur havadans adeins um 3 dB vi0 pad ad tvofalda
afl uppsprettunnar, P, = 2P, eins og vid skulum nu syna:

Py P Py
B2 — 1 = Bologyg (AIO) — Bologyg <AIO> = fo logy <P1> = Bologyp(2) = 3dB.



12.6 Dopplerhrif

Kyrrstaedur vidtakandi og uppspretta sem hreyfist

Logmal 12.12. Latum f, vera tionina & bylgjunum sem ad uppspretta sendir fra sér. Latum upp-
sprettuna fjarleegjast kyrrsteedan vidtakanda (1) og ndlgast kyrrsteedan vidtakanda (2) med hrada u.
P4 gildir ad tidnin sem vidtakendurnir heyra er gefin meo:

C C
f1=<c+u>fo, f2=(c_u)fo
((ﬁ
{

2

}

Kyrrstaed uppspretta )\ ) ) )

—Bs
|
kg
o

(1) Uppspretta med hrada u

Utleidsla: Latum Ty = % tdkna timann sem lidur milli pess a0 uppsprettan sendir fra sér bylgju. P4 mun
bylgjulengdin lengjast (fyrir vidtakanda 1) samkveemt:

A= Ao +uTp

Par sem a0 uppsprettan mun hafa feerst til um vegalengd w7y milli bess a0 senda fré sér bylgjurnar. En
hradi hlj6dsins, ¢, er 6breyttur i midlinum svo vid alyktum ao:

c c c cfo c
flz—: = ” = - fO'
A1 Ao + ulp )\oJr]TO Xofo+u ctu

Med s6mu reikningum faest ad fo = (c_cu) fo- O

Vidtakandi sem hreyfist og kyrrstaed uppspretta

Logmal 12.13. Latum fy vera tionina a bylgjunum sem ad kyrrstsed uppspretta sendir fré sér.
Létum vidtakanda (1) nélgast uppsprettuna og latum vidtakanda (2) fjarleegjast uppsprettuna med
hrada v. P4 gildir a0 t{Onin sem viotakendurnir heyra er gefin med:

c—v c+v
I PR
C C
Ao Kyrrstaed uppspretta
(l)k teed uppsprett ]‘&’) ) -
’(E ﬁ%‘ }

Utleidsla: Latum T = f% tdkna timann sem lidur milli pess ad uppsprettan sendir fra sér bylgju og latum T}
tdakna timann sem l{our milli pess ad vidtakandi (1) greinir bylgjurnar. P4 er vegalengdin sem vidtakandinn
ferdast 4 milli pess a0 greina bylgjuna Ay + v7; en vegalengdin sem bylgjan parf ad ferOast 4 sama tima er
ba ¢Ty. Vio faum pvi ao:

A 1 - —
)\0+’UT1:CT1:>T1(Cfv):>\0:>T1: 0 :>f1:7:0 U: ¢ v f().
c—v T Ao c

Sému reikningar gefa sidan ad f = (<£2) fo. O



J

f

Allsherjarjafnan
B <c *u

Par sem c¢ taknar bylgjuhradann 1 midlinum, v tdknar hrada vidtakandans og u tdknar hrada upp-
sprettunnar. Formerkid 4 v er jakveett ef viotakandinn er a0 ferOast i attina ad uppsprettunni en
neikveett ef viotakandinn er a0 ferdast fra uppsprettunni. Formerkio & u er jakveett ef uppsprettan

Ef vi0 setjum pessar tveer hugmyndir saman pa faum vio:
Logmal 12.14. Latum fy vera tidOnina sem ad uppspretta med hrada u sendir fra sér i attina ad
viotakanda me0 hrada v. P4 gildir a0 ti0nin sem viotakandinn heyrir er gefin med:
ctw
)

ctu

Cc

o~

(c—l—v) fo

er ad ferdast { burtu fra vidotakandanum en neikvaett ef uppsprettan er a0 ferdast ad vidtakandanum
Utleidsla: Petta fst einfaldlega med pvi ad margfalda saman nidurstédurnar { 16gmalunum tveim 4 undan:
ctwv
)i
Tioni

cto
f= ( c ) (c Tu
Vio tokum sidan saman 1 litla t6flu pessi fjogur tilvik og hvernig pau lita t:
Mynd Lysing
u
B —> ) ) ) Viotakandi nalgast uppsprettu.
::Eg v } Uppspretta nalgast vidtakanda. f=
u
B — ) ) ) Viotakandi fjarleegist uppsprettu. c—v
;ﬂ v Uppspretta nalgast vidtakanda. “\c_u fo
u
( B —> Viotakandi nalgast uppsprettu. c+v
ﬁ” — Uppspretta fjarlegist viotakanda. f= c+u fo
u
( B —> Viotakandi fjarleegist uppsprettu. c—v
4”—3 ::m Uppspretta fjarlegist vidtakanda. “\etru fo
Tafla 12.1: Allsherjarjafnan i 6llum fjérum tilvikum.




12.7 Eigintidnir og eiginsveifluhaettir

Vid héfoum séd ad grunnlausnir bylgjujofnunnar voru bylgjuptlsar af gerdinni ¢(z,t) = Asin(kz — wt + o).
N1 purfum vio ad kafa adeins dypra i bylgjujéfnuna ¥ = c2”. Vid athugum ad:

Légmal 12.15. Litum & bylgjujofnuna ¢ = ¢2”. Med bvi ad adskilja bylgjufallid { ramhnit og
timahnit ¢ (z,t) = f(z)g(t) ba sést ad hvort hnit fyrir sig er 4 einfaldri sveifluhreyfingu:

f=—kf,  §=—u'g,

Par sem k er bylgjutalan og w = kc er sveiflutionin.

Utleidsla: Vid adskiljum bylgjufallid i ramhnit og timahnit, 1(z,t) = f(z)g(t). Vid héfum b4 ad:

N 2 11 o 2 ¢l 1 g f "
Y=Y = fig=cfg = 5=="F
g f
En vinstri hlidin er einungis fall af ¢ og haegri hlidin er einungis fall af . En par med getum vid alyktad ad
badar hlidarnar verda ad vera fastar! Par med er til neikvaeour fasti —k? (bad er ekki augljést ad fastinn purfi
a0 vera neikvaedur en ef maour gerir rad fyrir ad fastinn sé nill eda jakveedur ba faest moétsogn!). Fastinn k
mun sidan reynast vera bylgjutalan! Vid héfum pa ad:

lg — _k2 LH — —kQ

g ’ f '
Sem vid getum umritad sem:

§ = —(ke)?g, f"=—kf

En betta eru jofnur fyrir tveer (mismunandi) einfaldar sveifluhreyfingar! Vio dlyktum bvi ao:
g(t) = acos(kct + f3), f(z) = ysin(kz + 9).
Par sem «, 3,7 og § er fastar sem dkvardast ut fra upphafsskilyrounum. En par med héfum vid synt ad:
Y(x,t) = f(x)g(t) = aysin(kx + 0) cos(kct + 3)
Vid notum sidan lidunarreglur hornafalla, 2 sin(u) cos(v) = sin(u + v) + sin(u — v) til bess ad fa:
Y(x,t) = Asin(kz + ket + @) + Asin(kz — ket + @)

Par sem vid hofum skilgreint nyja fasta A = S, ¢ = 6 + 8 og ¢ = 6 — . Ef vid skilgreinum ad lokum

sveiflutionina sem w = kc pa héfum vio synt ad grunnlausnirnar eru gefnar med
Y(x,t) = Asin(kz + wt + ¢) + Asin(kz — wt + ¢).

A pessum timapunkti er hugsanlega vert ad minnast & pad ad vid segjum ad ¢y (z,t) = Asin(kz + wt + ¢)
sé staobylgja sem ferdast til vinstri en ad ¥y (x,t) = Asin(kz — wt + ¢) sé stadbylgja sem ferdast til haegri
(sjé bls. 100-102 { greenu békinni til skyringar fyrir formerkio).

Skilgreining 12.16. Vid segjum a0 jadarskilyrdi séu
(i) Dirichlet eda lokud jadarskilyrdi ef (0,t) = (¢, t) = 0.
(ii) Neumann eda opin jadarskilyrdi ef ¢’ (0,t) = ¢'(¢,t) = 0.

(iii) Blondud jadarskilyrdi ef annar endinn hefur Neumann jadarskilyrdi og hinn endinn hefur
Dirichlet jadarskilyroi, b.e. ¥(0,t) = ¢/ (¢,t) = 0 eda ¢'(0,t) = (¢, t) = 0.




Vi0 sjdum ad jadarskilyrOin eru i rauninni bara skilyroi sem vid setjum & ramhnitio af bylgjufallinu. Pad
segir til um bad til deemis hvort ad strengur sé festur { bada enda (gitarstrengur) eda hvort ad annar endirinn
sé laus (blondud jadarskilyrdi) eda hvort ad betta sé eins og opin pipa sem vid blasum { gegnum (opin
jadarskilyrdi. Pau eru semsagt ramfraedilegar skorour sem ad hluturinn sem vid erum ad skoda hefur. Pad
kemur 1 1jos a0 adeins ut frd pvi hver jadarskilyroi strengsins eru pa getum vio vitad hvernig hann mun
sveiflast (og par med hvada téna hann mun gefa fra sér).

Logmal 12.17. Annao hvort Dirichlet eda Neumann jadarskilyroi.

_ &

An > fn=nf1, ne”Zy.

Utleidsla: Vid héfdum synt ad ramhnitid fyrir bylgjufallid var: f(z) = vysin(kz + §). Vid athugum sidan
a0 ¥(0,t) = (¢, t) = 0 er jafngilt bvi a0 f(0) = f(¢) = 0. En b4 héfum vid ad:

f(0)=0 = 4sin(k-04+46)=0 = ~vsin(d) =0 = 6=0
En bar med er f(x) = 7ysin(kx). Vio athugum sidan ad:
fl)=0 = ~sin(kl) =0 = Kkl =nr

En par med hofum vid synt ad k = “F. En pad bydir einmitt ad A = 2% = %Z Vid setjum sidan merkimioa n

4 bylgjulengdina til pess a0 minna okkur & ad petta er had heiltélunni n. Vio athugum sidan ad tilheyrandi
ti0ni er pa fundin meo:

Fyrir Neumann skilyrdin pa hofum vid ad f/(z) = vk cos(kf + 0) og ba
F(0)=0 = ~kcos() =0 = = :I:g.
En bad er jafngilt bvi ad f'(x) = vksin(kf) og bé feest med somu reikningum og 4dan ad eigintidnirnar og

eiginbylgjulengdirnar verda eins og fyrir Dirichlet skilyroio.
O

Logmal 12.18. Blondud, half-opin jadarskilyroi

44

n= o fn=02n-1)f, neZy.

Utleidsla: Ef f(0) = 0 ba hofum vid eins og 4dur ad ba sé § = 0 svo f(z) = ysin(kz). Sidan athugum vid
a0 f'(x) = vk cos(kz) og ba hofum vid ad:

(2n— 1w

() =0 = ykcos(kl) =0 = k€:72+mr = k="

(Eina asteedan fyrir ad vio veljum —% en ekki 7 er til bess ad n € Z, en ekki n € N { loksvarinu). En bar
med héfum vio ad:
27 40 c <

. 3 f 3 = — =(2n—1
An Y = o1 sem gefur pa a0 fn N (2n )4€

C

A1

=2n—-1)—=2n—-1)f1.

Skilgreining 12.19. Tionirnar f,, sem dkvardast af jadarskilyrounum kallast eigintidnir strengsins.
Vio segjum ad f1 sé grunnténn (eda fyrsti yfirténn) strengsins og ad f, sé n-ti yfirténn hans.




Ef ykkur finnst petta vera svolitid flokio pa purfio pid ekki a0 hafa neinar dhyggjur! Pad
ramfraedileg leid til bess a0 sja petta! Sem vid munum ni skooa:

er lika til einfold

Lokud jadarskilyroi Blondud jadarskilyroi Opin jadarskilyrdi
N o - b H PP e
T e T M\ =20
A =20 M =40
JECIAR e 1> Ry AN IR s
ho=t o _
2 No = o0 Ao =1
o L A G \: : (: - :/ { 5 G JEEN JEN TN <«
)\g:ié )\3:3;1 Ay =t
A =2 AL = 40 A =20
Ay =1 Ay =4 Ay =1L
3 1 =2
A:&ZEZ Ag:g[ SEY

Mynd 12.1: Fyrstu prir eiginsveifluhsettirnir fyrir mismunandi jadarskilyrai.

A9 lokum minnumst vio & tengslin milli stadbylgjunnar & strengnum og hljédbylgjunnar sem hin myndar:

Chljéd AR Chlj6d
-— R T
P
1 \

1 \

I \

1 \ .z
| : Anljsd
1 !
Anlj6d i '
1
1 1
1 1
1 1
] 1
1 I
1 1
1 I
1 1
1 1
1 1
1 1
) X
\ 1
\ !
\ 1
\ 1
\ !
\ /
\ 7/
Chljéd = Anljed.fhlj6d \

/\strcngur =20
fstrengur = fhljéB

Cstrengur = )\strengurfstrengur

Mynd 12.2: Tengslin milli stadbylgjunnar & strengnum og hljédbylgjunnar sem sveifla strengsins myndar.



12.8 Bylgjusamlioun

Logmal 12.20. Hugsum okkur ad vid hofum tveer samfasa bylgjuuppsprettur i fjarleegd d fra hvor
annarri sem senda 0t eins bylgjur meo ttslag A, tioni f og bylgjulengd A. Skodum einhvern punkt, P,
sem er pannig ad énnur uppsprettan er i fjarleegd r1 frd punktinum og hin uppsprettan er i fjarlsegd

ro fra punktinum.
/ ¢

T2

d

Q]

P4 er samliounarbylgjan sem athugandi i punkti P greinir gefin med:

1 1
Asin(kry — wt) + Asin(kry — wt) = 24 cos<2kAr) sin <2k(r1 +79) — wt) .
Sér 1 lagi b4 mun athugandinn heyra fullkomlega styrkjandi/eydandi bylgjusamlioun i punkti P ef:

, n € N.

Ap— n (styrkjandi bylgjusamlioun)
]l (n+ 1) (eydandi bylgjusamlidun)

Utleidsla: Skodum samlidunarbylgjuna i punktinum P en hin er gefin med:
Yp = Y1 + g = Asin(kry — wt) + Asin(kre — wi)

Med bvi ad nota bpattunarreglur hornafalla (sjé bls. 68. i graenu békinni):
t —1
sin(s) + sin(t) = 2sin<s;L) cos(s 5 ),

¥ = Asin(kr; — wt) + Asin(kre — wt)

—924 Sin((kh — wt) ‘; (ks — Wt)) COS((/ﬂﬁ — wt) ; (krg — wt))

feest ao:

1 1
=24 cos<2kAr) sin<2k(r1 +17r3) — wt).
Vi0 sjdum ad samliOunarbylgjan hegdar sér eins og bylgja med fast utslag B = 24 cos(%kAr), tioni f og

bylgjulengd A, sem rita meetti sem ¢ = Bsin(kr — wt) bar sem r = "2 er medalfjarleegdin fra hatélurunum.
En b4 feest fullkomlega styrkjandi bylgjusamlidun B = 2A ef:

cos 1l’cAr =1 = 1kAr:mr == Ar:%—wzn)\.
2 2 k
En fullkomlega eyOandi bylgjusamlioun B = 0 ef:
1 1 us T us 1
cos(zszr> =0 = §k:AT =5 +nm=(2n+ 1)5 = Ar=(2n+ 1)E = (n—|— ) A

Almennt segjum vio ad samlidun sé styrkjandi ef B > A og eydandi ef B < A. O



12.9 Hvidur

eyoist med hvidutioni:
fhviéur = Af = f2 - flc

Styrkjandi bylgjusamlidun

- Eyoandi bylgjusamlioun

Fravik fra jafnveegisstoou

Timi

Logmal 12.21. Hugsum okkur ad vid hofum tveer samfasa bylgjuuppsprettur i fjarleegd d fra hvor
annarri sem senda Gt bylgjur med sama tutslag A en mismunandi tionir f; og fz. Skodum einhvern
punkt, P, sem er pannig a0 onnur uppsprettan er i fjarleegd r; frd punktinum og hin uppsprettan er
i fjarleegd ro fré punktinum. P& heyrir athugandi 1 punktinum P samlidunarbylgju sem styrkist og

Utleidsla: Skodum samlidunarbylgjuna i punktinum P en hin er gefin med:
Yo =1 + 1y = Asin(kyr — wit) + Asin(kare — wat)

Med bvi ad nota battunarreglur hornafalla (sjé bls. 68. i graenu békinni):

t —t
sin(s) + sin(t) = 2sin(8;) cos(s 5 ),

foest a0: ¥ = Asin(k;r; — wt) + Asin(kary — wt)
- 2A81n<(k17’1 —wit) ‘; (koro — W2t)> COS((kﬁ —wit) ; (krg — wot)

1 1 1 1
= 2Acos(2A(kr) - 2Awt> sin<2(kzlrl + korg) — 5(0./1 + wg)t>.

)

Vio munum pvi heyra hljéo med meoaltidnina f = %( f1+ f2). Hinsvegar b4 mun mismunurinn { tidnunum
valda hvioutidoni sem eydir og styrkir utslag hljodbylgjunnar med jofnum timamismun. Vid sjdum hér ad
ofan ad ein hvida samsvarar halfum sveiflutima késinusfallsins pvi ein hvida jafngildir pvi ad késinusinn fari
fra bvi ad vera null, sidan einn og sidan aftur nidll, en pad er einmitt halfur sveiflutimi svo vio héfum ad:

2 2
fhviéur = T = 5 = Af
TAw
2



12.10 Tonlist (itarefni)

Athugid: Eg hef aldrei lert ténfredi, svo takid pessum kafla med fyrirvara. Hinsvegar hefur medhéfundur
bessa kafla, Alfheidur Edda Siguroarddttir, lert mannganginn © ténfredi. Ef pid hafid einhverjar dbendingar,
sama hversu smdvegilegar, um hvernig meetti orda hlutina betur © samremi vid pad sem tidkast © tonfredi
bd megio pio endilega senda okkur abendingar pess vardandi! Ath: tonbil = k

Vid skulum byrja & pvi ad setja fram néturnar og tilheyrandi tionir peirra hér fyrir nedan:

| Né6ta | Tioni [Hz] | | Néta | Tioni [Hz] | | Néta | Tidni [Hz] | [ Néta | Tidni [Hz] |

Co 16,35 C, 32,70 [ 65,41 Cs 130,81
D} 17,32 D} 34,65 D} 69,30 D, 138,59
Do 18,35 D, 36,71 Dy 73,42 Dj 146,83
E} 19,45 B 38,89 ES 77,78 ES 155,56
Ey 20,60 E, 41,20 Es 82,41 Fs 164,81
Fy 21,83 F 43,65 Fy 87,31 Fy 174,61
G 23,12 G 46,25 G5 92,50 G5 185,00
Go 24,50 Gy 49,00 Ga 98,00 Gs 196,00
A 25,96 Al 51,91 Al 103,83 Al 207,65
A 27,50 Ay 55,00 Ay 110,00 As 220,00
B} 29,14 B} 58,27 B} 116,54 B 233,08
By 30,87 B 61,74 Bs 123,47 Bs 246,94
’ Néta ‘ Tidni [Hz] ‘ ’ Néta ‘ Tidni [Hz] ‘ ’ Néta ‘ Tidni [Hz] ‘ ’ Néta ‘ Tidni [Hz] ‘
Cy 261,63 Cs 523,25 Cs 1046,50 Cy 2093,00
D;, 277,18 D} 554,37 Dy 1108,73 D} 2217,46
D, 293,66 Ds 587,33 Dg 1174,66 Dy 2349,32
E;, 311,13 E? 622,25 E; 1244,51 Eb 2489,02
E, 329,63 Es 659,25 Es 1318,51 E, 2637,02
Fy 349,23 Fy 698,46 Fs 1396,91 Fy 2793,83
G’ 369,99 G2 739,99 G, 1479,98 G? 2959,96
Gy 392,00 Gs 783,99 G 1567,98 Gy 3135,96
Al 415,30 A2 830,61 Al 1661,22 Al 3322,44
Ay 440,00 As 880,00 Ag 1760,00 Aq 3520,00
B} 466,16 B! 932,33 B} 1864,66 B 3729,31
B, 493,88 Bs 987,77 Bg 1975,53 By 3951,07

Ef vio skoOum sidan hvad gerist vid dkvedinn bokstaf pegar n hakkar. P4 er:

Néta AQ A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7
Tioni [Hz] | 27,50 | 55 | 110 | 220 | 440 | 880 | 1760 | 3520

Pagd er ad segja vio sjaum ad tionin tvofaldast 1 hvert skipti sem ad vid hackkum n. Sama gildir um alla hina
ténana i t6flunni. Vid hofum semsagt eftirfarandi 16gmal:

Logmal 12.22. Latum fco, takna tioni ténsins C,, og n takna haedirnar & tonstigunum. Pa gildir ao:
fcn = anco, bar sem fCo = 16,35 Hz.

Sambeerileg nidurstada gildir fyrir alla hina t6lf ténana.




Vi0 skoOum nina annan merkilegan eiginleika sem ad ténarnir hafa. Vio skodum nu graf af tionum ténanna,
f sem fall af nétunum, en pa purfum vid fyrst a0 uthluta ténunum einhverri t6lu (vid getum ekki gert grof
af bokstofum!). Pad er bvi edlilegast ad rada peim bara { steerdarr6d pannig ad Coy = 1, DB =2 Dy=3,...,
A5 =35,...,Gs =80, ..., B; = 96. P4 faum vid eftirfarandi veldisvisisgraf:

A [ [He]

4fy =6541Hz —

2fy = 32,70 Hz -

fo=16,35Hz 4~

ClpP% Do B Eo By Gi Gy 4 a3 By Oy D5 Dy B Ey By GGy A A B By (ly

Noétur [ |
Mynd 12.3: Graf sem synir hvernig a0 tidnin vex me0 veldisfalli sem fall af nétunum.

En vio sjdum par med a0 { hverju prepi ténstigans & haed n pa haekkar tionin um 212, 1 hverri haed eru sidan
12 ténar svo ad betta passar vid nidurstéduna sem vid sium a0an ad pegar vid heekkum um heila ténhad ba

12
tvofaldast tidnin pvi pa erum vid a0 haekka um k = 12 brep og par med (2%) =2

Logmal 12.23. Latum k tédkna hvert prep { ténstiganum (k = 1 fyrir Co upp { k = 96 fyrir B;). P4
gildir a0 tionin, f, & pbrepum ofar i ténstiganum er gefin meo:

fr = Q%fo, par sem fy = 16,35 Hz.

Til deemis getum vio pé athugad ad vid hofum ad Ay er k = 57 prepum fyrir ofan Cy svo vid fdum ad:

57
2

fs7 = 272 fy = 440 Hz

Sem er einmitt tidnin sem vio tengjum vid nétuna Ay. Pad er hinsvegar épaeginlegt ad purfa ad burdast um
me0 svona haar tolur og telja svona héatt upp svo venjulega endurskilgreinir ténlistarfélk skalan { kringum
Ay (bvi bad er svo gott sem { midjunni & 6llum beim nétum sem madur parf ad nota). P4 gildir sama logmal
nema nuna er:

fu= 212 fo, par sem fy = 440 Hz,

Par sem k er neikvaett ef prepio er fyrir nedan Ay og jakveett ef prepid er fyrir ofan A4. Pannig myndum vid
til deemis geta fundid tidnina & nétunni D(b) sem er k = —8 prepum fyrir nedan A4. En hin hefur t{oni:

foy = 271 fy = 277,18 Hz.

En petta pbyoir ad pad er einmitt nég ad velja einn tén og stilla alla hina ténana { samraemi vid pad.



12.11 Chladni platan (itarefni)

Ad lokum skulum vid adeins fjalla um pad hvad gerist pegar vid héfum bylgjujéfnuna { heerri viddum. I
tveim riumviddum ba verdur bylgjujafnan:

Pu_ (B0 0%

o2 0x2 = 0y?
Par sem ¢ = \/g er bylgjuhradinn, S er yfirbordsspenna plétunnar og ¢ er massi hennar 4 flatareiningu. Vio

hofum ad lausnirnar eru gefnar med:

W(x,y,t) = Asin(kz + hy — wt + ).

Par sem A er ttslag bylgjunnar, () er bylgjuvigurinn, w er sveiflutidnin og ¢ er fasahornid. Vid héfum

sidan ad w? = ¢ (k? + h?). Ef vid skodum rétthyrningslaga Chladni-plétu med hlidarlengdir ¢ sem er fest
{ midjunni pa gefa jadarskilyroin okkur ad eiginsveifluhaettirnir dkvardast af k = “F og h = *F bar sem
n,m € N. Vid fium ad eigintionirnar, f,,,, eru ni hadar baedi n og m og eru gefnar meo:

c
fam = 5p V12 +m?.
Ef vid myndum stra sandi yfir plotuna og sidan leyfa henni ad sveiflast pd veeru petta mynstrin sem vid
myndum sja fyrir eiginsveifluhaettina:
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Mynd 12.4: Taflan synir eiginsveifluhétt (n,m) fyrir Chladni plotuna. Efst til vinstri er eiginsveifluhdtturinn
(0,0) og nedst til heegri er eiginsveifluhatturinn (6,6). Gildin & n vaxa til haegri en gildin & m vaxa nidur.
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12.12 Deemi

Stadbylgjur a streng

Vio skodudum i pessum kafla stadbylgjur sem ferdast eftir streng sem hefur massa m og lengd ¢.
Vid skilgreindum b4 linulegan béttleika virsins sem steerdina p := 7. Ef vid strekkjum virinn med

togkrafti T b4 munu bylgjurnar ferdast med hrada v = /L =/ T8 medfram strengnum.
" m

m

Daemi 12.1.

Daemi 12.2.

Daemi 12.3.

Daemi 12.4.

Daemi 12.5.

Daemi 12.6.

Daemi 12.7.

(RK 16.1.) Stadbylgja berst eftir streng med hradanum v = 200m/s. Strengurinn hefur linulegan
béttleika p = 1,3 - 10~* kg/m. (a) Hver er togkrafturinn { strengnum? (b) Hver veeri hraoi bylgjunnar
ef togkrafturinn veeri helmingi minni?

(RK 16.2.) Pegar togkrafturinn { streng nokkrum er 75N ba ferdast staobylgjur & strengnum med
hrada 150 m/s. Hver pyrfti togkrafturinn { strengnum ad vera til pess ad bylgjurnar beerust meod hrada
180m/s eftir strengnum?

(RK 16.3.) Strengur med massa 25 g er strekktur med togkrafti 20 N. Hversu langur er strengurinn ef
bad tekur bylgjupuls 50 ms ad fara fra einum enda strengsins til hins endans?

A myndinni hér til hegri ma sja 2,00m langan malmvir sem er festur vid
2,00 kg 160 yfir niningslausa, massalausa trissu. M&almvirinn er festur vio by =150 m
vegg 1 hinn endann pannig a0 Az = 1,50m af mélmvirnum hanga yfir
bordinu milli veggsins og trissunnar. N1 plokkum vid strenginn pannig ad
staobylgja byrjar a0 ferOast meodfram strengnum. Med ofursnjallsimanum
okkar tekst okkur ad meela timann, At = 18,0 ms sem pad tekur bylgjuna a0
ferdast fra trissunni og ad veggnum. (a) Hver er togkrafturinn { strengnum?
(b) Hver er hradi bylgjunnar? (c) Hver er linulegur béttleiki strengsins?
(d) Hver er massi strengsins?

(RK 16.47.) Strengur 1 & myndinni hér til heegri hefur lengd ¢; og linulegan 4,0m

béttleika 11 = 2,0g/m. Strengur 2 hefur lengd ¢» og linulegan péttleika  Strengur 1 _ Strengur 2
to = 4,0 g/m. Strengirnir eru festir vio sitt hvorn vegginn og sidan bundnir
saman med hnut. Edlisfreedinemandi heldur i hndatinn og sveiflar hnttnum
upp og nidur i 160rétta stefnu. Vegalengdin 4 milli veggjanna er L = ¢1 +
{9 = 4,0m. Hver er lengdin & hvorum streng fyrir sig ef ad stadbylgjurnar
sem myndast vid sveifluna lenda 4 veggjunum & sama tima?

2.00 kﬂ

Hnutur

4 12

(RK 16.58.) Tveir jafnstérir massar m hanga { stalvir med linulegan bétt-
leika © = 6,8 g/m eins og sést & myndinni hér til heegri. Hver er massinn m
ef pad tekur staobylgju 24,0 ms ad ferdast fra punkti 1 i punkt 27

Fidlustrengir eru mispykkir (en dr sama efni) og bykkasti strengurinn hefur linulegan péttleika p; =
3,0g/m en s& bynnsti hefur linulegan péttleika ps = 0,29 g/m. Latum r tdkna geisla punna strengsins
og R tékna geisla pykka strengsins. Akvardid hlutfallio .

Svor

(1) T =52N,v=140m/s. (2) T=110N. (3) {=2,0m. (4) T =19,6N, v =83m/s, p = 2,8g/m,

m="506g (5)f =234m, L, =1,66m. (6) m=161kg. (7) % =0,3l.

R



Hreyfilysingin

Vio sdum a0 hreyfilysing stadbylgju var gefin med:

Par sem w = kc og c er bylgjuhradi stadbylgjunnar i midlinum sem htn berst i. Vid segjum ad
w = %’T = 27 f sé sveiflutioni bylgjunnar, T' sé sveiflutiminn og f sé tioni bylgjunnar. Ef X taknar
bylgjulengd bylgjunnar (lengdin milli 6ldutoppa hennar) ba héfum vid ad bylgjutalan, k, er gefin med
k= 27” Fasamunurinn ¢, og utslagio A dkvardast sidan af upphafsskilyrounum.

Y(x,t) = Asin(kx — wt + @o)

Daemi 12.8.

Daemi 12.9.

Daemi 12.10.

Dami 12.11.

Dami 12.12.

Daemi 12.13.

Daemi 12.14.

(RK 16.10.) Stadbylgja hefur sveiflutioni 22 rad/s og bylgjulengd 7,0 m. Hver er bylgjutala bylgjunnar
og bylgjuhradi hennar?

(RK 16.11.) Stadbylgja hefur bylgjuhrada 287m/s og bylgjutdlu 2,4rad/m. Hver er bylgjulengd
bylgjunnar og tidni hennar?

(RK 16.13.) Hreyfilysing stadbylgju er gefin med y(x,t) = 0,025sin(1,8z — 66t) bar sem allar steerdir
eru { SI-einingum. Hver er (a) tionin (b) bylgjulengdin (c) bylgjuhradinn?

Hreyfilysing stadbylgju er gefin med ¥ (x,t) = 6,0 - 1075 cos(1800¢ — 5,3x) bar sem allar steerdir eru {
SI-einingum. Hver er (a) tionin (b) bylgjulengdin (c) bylgjuhradinn?

(RK 16.45.) Litum & grofin hér til vinstri sem syna  #(0,¢) (mm) 7) (mm)

graf af stadbylgju ¢ (z,t) = Asin(kx — wt + ¢o). %

Vinstra grafid synir ¢ einungis sem fall af ¢ { stao- ,\ /\ /\ /\ ' © /\ /\ xm)

setningunni x = 0 m. Haegra grafid synir ¢ einungis —0.1\]/0. lvmvﬁ i \/ \/ \/

sem fall af z vid tima t = 7. Akvardid (a) Utslagio.
(e) Fasahornio. (f) Bylgjulengdina. (g) Bylgjutoluna. (h) Bylgjuhradann. (i) Timann 7.

(b) Lotutimann. (c) Tidnina. (d) Sveiflutionina.

(RK 16.19.) Mannsaugad getur greint 1j6s med bylgjulengd fra 380 nm (fj6lublétt) upp { 700 nm (rautt).
A hvada tidnibili eru pessar ljésbylgjur ef hraoi ljéssins er ¢ = 3,00 - 108 m/s?

(RK 16.20.) (a) Utvarpsstodin FM957 heitir bvi nafni bar sem ad hin sendir Ut allt efnid sitt med
rafsegulbylgjum sem hafa tidnina 95,7 MHz. Hver er bylgjulengdin? (b) Islenska w-félagid etlar ad
stofna tutvarpsstod sem sendir Gt allt efnid sitt med bylgjulengd A = 7m. Hvada tidni samsvarar pad?

Svor

(8) k=0,90rad/m, c = 25m/s. (9) A =2,6m, f = 110Hz (10) f = 10,5Hz, A = 3,5m, ¢ = 37m/s.

(11) f=286Hz, A = 1,19m, ¢ = 340m/s. (12) A=2mm, T = 0,2s, f = 5Hz, w = 107rad/s, 9o = — 7,
A=2m, k=nrad/m,c=10m/s, 7 = 67ms. (13) f € [430THz, 790 THz]. (14) A = 3,13m, f = 95,4 MHz



Hljoédstyrkur og havadi

Afl, P = %, er orkubreyting (eda vinna) 4 timaeiningu. Ef vid héfum bylgju b4 mun orkan hennar
breidast yfir yfirborosflatarmalid, A, sem hin pekur svo vid skilgreinum bylgjustyrk bylgjunnar sem

steerdina [ = %. Ef vi0 erum med bylgju sem er a0 breidast Gt med kulusamhverfu pa hofum vio ad

1>. Mannseyrad greinir

hinsvegar hdvada eda skynstyrk sem 3 = [y log;, (ﬁ) par sem By = 10dB og Iy = 1,0 - 10712 W /m.

A = 47r? par sem 7 er fjarleegdin fra uppsprettunni. I pvi sértilfelli er I =

Daemi 12.15. (Fermi) Sélarsella sem er 1,65m 4 lengd og 1,05m & breidd framleidir 215 W af rafmagni (begar sélin
skin & hana). Metio afl sélarinnar.

Dzemi 12.16. (RK 16.33.) Grunnstillingin 4 hljédstyrknum { AirPodum er um bad bil I = 2,5- 1073 W/m?2. HIj60-
himnan { eyranu hefur pvermal b = 6,0 mm. Hversu mikil orka flaedir inn { eyrun & okkur vid pad ad
hlusta & ,POWER* eftir Kanye West sem hefur afspilunartimann 4 minttur og 52 sek?

Daemi 12.17. (RK 16.67) Islenska fyrirtzekid Sjénlag sérheefir sig i LASIK leiseradgerdum bar sem ad stuttir leisi-
geislablossar eru notadir til pess ad moéta hornhimnu augans. Daemigerdur leisigeisli sem er notadur i
slikar adgerdir hefur bylgjulengd A = 193 nm. Hver leisigeislablossi inniheldur 1,0 mJ af orku og varir i
15ns. Hvert er afl leisigeislablossans? Hver er styrkur ljésbylgjunnar ef bvermal ljosgeislans er 1,0 mm?

Dzemi 12.18. (RK 16.38.) Tveer mismunandi hljéobylgjur hafa bylgjustyrk I, = 3,0 - 1075 W/m? og I;, = 3,0 - 1072 W /m?.
Hver er skynstyrkur havadans, g8, og B, fyrir hvora bylgju um sig?

Daemi 12.19. (RK 16.36.) Pad er mikill hdvadi begar herpotur bandariska flughersins taka 4 loft. Athugandi meelir
skynstyrk havadans sem 140dB { 30m fjarleegd fra hreyflunum { lofttakinu. Hver veeri skynstyrkur
havadans { 1,0 km fjarlego?

Deaemi 12.20. Um daginn begar ég var a0 fara i ttilegu var ég ad velta pvi fyrir mér hvort ég eetti a0 kaupa mér JBL
Boombox 2 praodlausan ferdahatalara fyrir 69,995 kr eda JBL Xtreme 3 ferOahéatalara fyrir 49,985 kr i
Elko. Dyrari hatalarinn er med afl P; = 80 W en 6dyrari hatalarinn er med afl P, = 50 W. Latum f;
takna skynstyrk havadans fra dyrari hatalaranum og latum Sy takna skynstyrk hévadans fra 6dyrari
hatalaranum. Hversu mikio veeri ég ad borga fyrir hvert desibel i skynstyrksmuninum AfS = 81 — 827

Dzemi 12.21. Pess 4 milli ad vera bundinn og kefladur pa serir Odrikur algaula Gaulverjabae med ténlist sinni.
Sjodrikur seidkarl hefur ni buid til téfraseydi sem dregur tr afli raddbanda Odriks. Um leid og Odrikur
faer sér sopa af tofraseidinu heyrir Astrikur gallvaski, sem stendur { 30m fjarleegd fra Odriki, hdvadan
lzekka tr 180 dB nidur i 45dB. Hvert er afl raddbanda Odriks fyrir og eftir ad hann innbyrdir seydid?
Hversu langt { burtu setti Steinrikur alvaski ad standa til bess ad heyra ekki i Odriki (p.e. 0dB)?

Svor
(15) Py = 102 W. (16) E=21puJ. (17) P =67kW, I =85GW/m2. (18) 8, = 65dB, 8, = 105dB.

(19) 8 =110dB. (20) 9810kr. (21) P, = 11,3GW, P, = 360 uW, r; = 30 Gm, 75 = 5,4km.



Dopplerhrif

Vid leiddum ut allsherjarjofnuna fyrir Dopplerhrif:

Par sem c taknar bylgjuhradann { midlinum, v tdknar hrada vidtakandans og u tdknar hrada upp-
sprettunnar. Formerkid & v er jakveett ef viotakandinn er a0 ferOast i attina ad uppsprettunni en
neikveaett ef viotakandinn er a0 ferdast fra uppsprettunni. Formerkio & u er jakveett ef uppsprettan
er ad ferdast { burtu fra viotakandanum en neikvaett ef uppsprettan er a0 ferdast ad vidtakandanum.

cto
f= <c:|:u> fo

Daemi 12.22.

Daemi 12.23.

Daemi 12.24.

Daemi 12.25.

Daemi 12.26.

Daemi 12.27.

Daemi 12.28.

(RK 16.41.) Félagi binn er raula lag me0 einsleitum t6n 400 Hz 4 medan ad hann brunar 4 hjélinu sinu
beint { 4ttina ad pér med hrada 25,0m/s. (a) Hvada tidni heyrir bi félaga binn syngja med? (b) Hvada
ti0ni heyrir félagi pinn ef pu byrjar a0 raula med tioni 400 Hz?

(RK 16.42.) Operuséngkona syngur téninn A, (sem samsvarar 440 Hz) 4 medan hin brunar nidur
Kringlumyrarbrautina 4 90km/klst hrada. Hvada ti0ni heyrir (a) Manneskja sem stendur kyrr &
veginum fyrir framan bil séngkonunnar? (b) Manneskja sem stendur kyrr fyrir aftan bil séngkonunnar?

Logreglan 1 Trékyllisvik er ad veita mannreeningjum eftirfor. Sirenur l6greglubila gefa fra sér hlj6o
med tidni sem er 4 bilinu frd 635Hz upp { 912Hz. Logreglan keyrir med hradanum 120 km/klst.
En 16ghlyonir mannraeningjarnir fylgja helstu umferoarreglum i Trykyllisvik og keyra pvi adeins med
hradanum 50 km /klst. A hvada bili heyra mannraeningjarnir tidni hljédsins fra sirenunum?

(RK 16.43.) Lengi vel var bad almenn tri manna ad ledurblokur veeru blindar par sem beer halda
til og rata vel i myrkri. Pad er hinsvegar ekki satt. Til bess a0 sja 1 myrkri beita leidurblokur
bergmdlsskynjun. P4 gefa baer fra sér hationihljod 25 kHz og ut fra pvi hvernig hljodid endurvarpast
geta beer greint umhverfid sitt (pad er ekki 6likt pvi hvernig hradameelar virka). Hversu hratt parf
ledurblaka a0 fljiga til bess ad bu getir rétt svo heyrt { henni vid efri skynmoérk heyrnar pinnar, 20 kHz?

(RK 16.74.) Eolisfreedikennari bindur simann sinn vid band af lengd ¢ = 75 cm og snyr simanum { hringi
yfir h6fdinu & sér. Siminn spilar einsleitan tén med tidni 600 Hz og hann snyr simanum 85 snin/min.
Hverjar eru haestu og leegstu tionirnar sem ad nemendurnir heyra i kennslustofunni?

(Vorprof 2019) Arid 1845 voru Dopplerhrif fyrst sannreynd. Ludrasveit trompetleikara 1ék téninn
FE,, sem samsvarar 330 Hz, um bord i lest sem keyrodi framhja brautarpalli med hrada u. Kyrrstaedir
athugendur & brautarpallinum heyrdu toninn F#, sem samsvarar 370 Hz. Havadinn sem athugendur
heyrdu (fra trompetleikurunum) 4 brautarpallinum begar lestin var { 50 m fjarleegd var 80 dB. (a) Hver
var hraoi lestarinnar? (b) Hvert var afl lidrasveitarinnar?

(RK 16.80) Pt hefur verid tekin af logreglunni fyrir ad keyra yfir & raudu lj6si. Logreglupjéninn
tilkynnir bér ad pu feerd sekt upp & 50,000 kr (og tvo punkta). I 6rveentingunni pinni rifjaru upp pad
litla sem pu leerdir i edlisfreedi i Menntaskdla: Ef pu keyrir négu hratt ba synist pér rautt 1jés vera
graent vegna Dopplerhrifal T Besserwisserkasti segir bt 16greglupjéninum ad pér hafi synst 1jésin vera
green. Logreglupjénninn er vel ad sér i edlisfraedi og segir pér ad pa purfiru ad greida sekt upp a4 1kr
fyrir hvern km /klst sem b1 varst yfir leyfilegum hdmarkshrada, 90 km /klst. Hversu hé er sektin? Rautt
1j6s hefur bylgjulengd 650 nm en graent 1jés hefur bylgjulengd 540 nm.

Svor

(22) f. = 431Hz # f, = 429Hz. (23) f, = 475Hz, f, = 410Hz. (24) f € [675Hz, 969 Hz).

(25) u = 310km/klst. (26) f € [589Hz, 612Hz]. (27) u = 133km/klst, P = 3,1W. (28) 184 milljénir.



Eigintidnir og eiginsveifluhaettir

Vid sdum a0 stadbylgjur & streng og prystingsbylgjur i pipum hafa dkvednar eigintionir og eiginsveiflu-
haetti sem dkvardast jadarskilyroum peirra. Fyrir strengi (og hljédpipur) sem eru lokadar i bdda enda

e0a opnar i bdda enda syndum vid ad eigintidnirnar og eiginsveifluheettir peirra veeru gefnar meo:

Eins sdum vio a0 ef vid hofum bléndud jadarskilyroi par sem einn endinn er opinn en hinn endinn er
lokadur pa hofum vid eftirfarandi eigintionir og eiginsveifluhaetti:

2/
)\n:;, fn=nf1, n € Zy.
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n= 5T fn=02n-1)f, neE”ly.

Daemi 12.29.

Daemi 12.30.

Daemi 12.31.

Daemi 12.32.

Daemi 12.33.

Daemi 12.34.
Daemi 12.35.

Strengur 4 rafmagnsgitar er 0,640 m langur og hefur linulegan béttleika 1 = 1,14 g/m. Jimmy Hendrix
spilar n6tuna G3 sem hefur tioni 196 Hz. (a) Hver er bygljulengd bylgjunnar sem ferdast eftir gitar-
strengnum? (b) Hver er hraoi bylgjunnar sem ferdast eftir gitarstrengnum? (c) Hver er togkrafturinn
i strengnum? (d) Hver er ti0ni hlj6obylgjunnar sem myndast? En bylgjulengdin?

(RK 17.5.) A myndinni hér til haegri ma sja stadbylgju sem sveiflast 4 streng af lengd F <>
¢ =50 cm med tioni 100 Hz. Hver er bylgjuhradi bylgjunnar?
(RK 17.6.) Hér til heegri sjdst fjérir mismunandi eiginsveifluheettir fyr- j E
. . p . < <
ir streng sem hefur lengd ¢ = 2,0 m og linulegan béttleika p = 1,5 g/m.

. C . L @ ()

Strengurinn er festur & milli tveggja enda og togkrafturinn i strengn-

um er T = 24N. (a) Hver er bylgjuhradinn medfram strengnum? M OO
(b) Hverjar er bylgjulengdirnar fyrir hvern eiginsveifluhdtt hér til © @

haegri? (c) Hverjar eru tilheyrandi eigintidnir strengsins?

Band med massa m = 1,6¢g hangir milli tveggja stélpa sem eru i fjarlegd
¢ = 0,60m fra hvor 60rum. Finnid togkraftinn i bandinu pegar bandid sveiflast
eins og 4 nedri myndinni hér til heegri med tidni 1440 Hz.

(RK 17.19.) Lita m4 4 klarinett sem sivalingslaga half-opid tréblasturshljédfeeri

af lengd 100 cm. Hver er grunnténn (fyrsta eigintidni) klarinettsins? Hver er
bridji yfirténn (bridja eigintioni) klarinettsins?

(RK 17.48.) Hver er grunnténn stalvirsins sem sést 4 uppstillingunni hér til haegri?

75 g stalvir

(RK 17.51.) Vid erum ad skoda tvé mismunandi rér. Annad rorid er opid i bada V4
enda og hefur lengd ¢; = 78,0 cm. Hitt rorid er opid { annan endann og hefur lengd
05. T halfopnu pipunni pa er fyrsti grunnténninn jafn pridja yfirtén opnu pipunnar. | 40ks
Hver er lengd halfopnu pipunnar? AN

2,0m 8,0kg

Svor

(29) A =1,28m, c=251m/s, T = 718N, f = 196Hz, A = 1,75m. (30) ¢ =25m/s. (31) ¢ =40m/s,

Ao = 40m, Ay = 2,0m, A\, = 1,0m, A\¢ = 50cm, f, = 10Hz, f, = 20Hz, f. = 40Hz, f; = 80Hz.
(32) T =886N. (33) f; = 86Hz, f3 =430Hz. (34) f; = 128Hz. (35) {, = 13,0cm.



Bylgjusamlidoun og hvidur

Vio skodudum aodallega bylgjusamlagningu fra tveimur samfasa uppsprettum i fjarleegd d fra hver
annarri sem senda fra sér einsleitt hlj6o med bylgjulengd A og tidni f. Samlidunarbylgjan sem heyrist
i punkti P sem er i fjarleegd r; fr4 annarri uppsprettunni og ro fra hinni er pa:

Sér { lagi sdum vid a0 fyrir fullkomlega styrkjandi/eydjandi samlidun ba gildir ao:

Hvidutidnin Af = fo — f1 heyrist begar tveir ténar, f1 og fo eru 6rlitid frabrugdnir (f1 ~ f3).

Asin(kry — wt) + Asin(kry — wt) = 24 cos(ékAr) sin<;k(r1 +7r9) — wt>

A — {n)\ (styrkjandi bylgjusamlidun) , neN.

(n+3) A (eydandi bylgjusamlioun)

Daemi 12.36.

Daemi 12.37.

Daemi 12.38.

Daemi 12.39.

Daemi 12.40.

Daemi 12.41.

(RK 17.29.) Tveir hatlarar sem eru { fasa vid hvorn annan senda fra sér einsleittan tén med tioni f
i allar stefnur. N feerum vio annan peirra 3,0 m til haegri og 4,0 m afram midad vid hinn hatlarann.
Eftir ad vid erum buin ad faera héatlarana bd heyrist (ekki) eyoandi bylgjusamlioun { i og % af vega-
lengdinni 4 milli hatlaranna & stystu linunni milli peirra. Hver er lengsta moégulega bylgjulengd sem

ad hlj6obylgjurnar hafa og hver er tidni hlj6dsins?

Tveir hatlarar sem eru { fjarleegd 3,0 m fra hvorum 6drum spila einsleitt, samfasa \

hlj60 med tioni f. Pastendur { punkti P sem er { fjarleegd 71 = 12,0 m fré 60rum jl 1o
hatalaranum og fjarleegd ro = 10,0 m fréa hinum hatalaranum og heyrir ekkert \*\
hlj6d! Hver er laegsta mogulega tidni sem hatalararnir geta haft? i
Tveir hatalarar senda fra sér einsleitt, samfasa hlj60 med tioni f = 500 Hz og tutslag
A = 0,10mm. Hatlararnir eru { 1,0m fjarleegd fra hvor 6d0rum og bu stendur { \ Labba
1,0 m fjarleegd frd 60rum beirra og 2,0 m fjarleegd fra hinum ({ beinni linu). Hvert er [@ , T
utslag samlidunarbylgjunnar sem pd heyrir fr4 hatolurunum? Er petta styrkjandi
eda eyOandi bylgjusamlidun?

,5m

3,0m

(RK 17.68.) Tveir hatlarar sem eru { fjarleegd 3,0 m frd hvorum 60rum spila samfasa [®>
hlj60 meo tioni f = 686 Hz. Pt stendur 2,5m beint fyrir framan annan hatalarann

og byrjar a0 labba beint i burtu. Hversu langt parftu ad labba til pess ad heyra
eydandi bylgjusamlidun?

(RK 17.32.) Tveir strengir eru stilltir bannig ad beir gefi frd sér hlj60 meo tidni 200 Hz. Na herdum
vid togkraftinn { 60rum strengnum pannig ad pad heyrast prjar hviour & hverri sekindu pegar ad vio
sldum 4 strengina. Hver er tioni strengsins par sem togkrafturinn var hertur?

Logreglupjénn er ad veita mannraeningjum eftirfor. Hann keyrir { attina | 0 #°%% oo 0

a0 mannrzeningjunum med hrada v = 100 km/klst med kveikt 4 sfrenu — /
sem sendir ut hlj6o med tioni fo = 55 Hz. Mannraeningjarnir keyra med ) > > L._.J< < \
hrada v = 50km/klst. Logreglubjénninn er biinn ad kréa mannrsen-

ingjana af pannig a0 nu stefna peir beint i 4ttina a0 risastéru bjargi. Hljéobylgjurnar endurvarpast
af bjarginu. (a) Hvada ti0ni, fi, heyra mannreningjarnir fr4 sirenum logreglupjénsins? (b) Hver
er tidni endurvérpudu bylgjunnar, fj fra veggnum? (c) Hvada t{dni, f», heyra mannrseningjarnir fra

endurvorpudu hljédbylgjunni? (d) Hver er hvidutionin Af = f5 — f; sem mannreeningjarnir heyra?

Svor

(36) A =5,0m, f =69Hz. (37) fmin = 86Hz. (38) B =26pum. (39) Az =48cm. (40) f = 203Hz

(41) f1 =57Hz, f} =60Hz, fo = 62Hz, Af = 4,8Hz.



Kafli 13

Varmairaeoi

13.1 Varmaorka

Eins og allir hlutir hafa edlismassa pa hafa allir hlutir eolisvarma:

Skilgreining 13.1. Litum & einsleitan hlut med massa m. P4 er varmaorkan, @), sem barf til pess
ad hita hlutinn um hitastig AT, gefin med:

Q = cmAT,

pbar sem c er fasti sem kallast edlisvarmi og er haour efnasamsetningu hlutarins.

13.1.1 Bradsluvarmi og gufunarvarmi

I pessu nédmskeidi munum vid skoda eftirfarandi 4standsform: fastform, vokvaform og gasform. Tecknilega
$é0 eru til fleiri d4standsform heldur en bessi prji. Sem deemi um énnur dstandsform pd m4 nefna: rafgas (e.
plasma); Bose-Einstein péttivatn (e. Bose-Einstein condensate) og ofurfleediefni (e. superfluid).

Skilgreining 13.2. Litum & einsleitan hlut med massa m. P4 er:
(i) Varmaorkan, Qy, sem barf til bess ad breeda hlutinn, gefin med:
Qv = mLy
bar sem Lj er fasti sem kallast braedsluvarmi og er haour efnasamsetningu hlutarins.
(ii) Varmaorkan, @4, sem barf til bess ad sjéda hlutinn, gefin meo:
Qg =mL,

par sem L, er fasti sem kallast gufunarvarmi og er hddur efnasamsetningu hlutarins.

’ Efni \ Eolisvarmi \ Braeosluhitastig \ Braedsluvarmi \ Gufunarhitastig \ Gufunarvarmi ‘
Vatn 4,19kJ /kgK 0°C 333kJ/kg 100°C 2260kJ/kg
Is 2,09kJ/kgK 0°C 333kJ/kg 100°C 2260kJ/kg
Kvikasilfur | 0,14kJ/kgK —-39°C 11kJ/kg 357°C 296 kJ /kg
Bly 0,128 kJ/kg K 327°C 25kJ/kg 1750°C 870kJ /kg
Jérn 0,449kJ /kg K 1540°C 289kJ/kg 3020°C 6340kJ/kg

Tafla 13.1: Edlisvarmi, breedsluvarmi og gufunarvarmi nokkurra efna.
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13.2 Kjorgas

Skilgreining 13.3. Litum 4 gas (safn af sameindum). Vid tdknum med:
e N: Heildarfjoldi sameinda i gasinu.

o n: Molfjoldi sameinda 1 gasinu.

e Ny4: Avogadrosartalan, Na = 6,02 - 1023 1/mél, sem er pannig ad n = NAA

kp: Boltzmann-fastinn, kg = 1,38 - 10723 J /K.

o R: Gasfastinn, sem er skilgreindur bannig ad R = Nakp = 8,315 J/mdl K
e M: Heildarmassi sameindanna i gasinu.

e m: Frumeindamassi sameindanna, sem er pannig ad: M = Nm.

o w: Frumeindamassinn, v = 1,66 - 10727 kg.

e p: Mélmassinn, sem er skilgreindur pannig ad p = %

Logmal 13.4. Latum @ tdkna varmaorkuna sem barf til pess a0 hita gas med edlisvarma c og
heildarmassa M (par sem rimmaéli gassins er haldid fostu) um hitastig AT. P4 gildir ad:

Q =cMAT = CnAT

Par sem n er mélfjoldinn i gasinu og C' er fasti sem nefnist méledlisvarmi.

Utleidsla: Vid hofum pé med sma umritun ad:

Q = cMAT = cNmAT = enNomAT = <2mR> nAT = CynAT.
B

Par sem vi0 h6fum skilgreint Cy 1= R O

Pad kemur sidan afar djupsteed nidurstada i varmafraedi sem tengir moledlisvarmann vid frelsisgradur
kerfisins. Pa kemur { 1jés ad rita megi C = %R, bar sem f er fjoldi frelsisgrada sem sameindin hefur
(ndnar um ndkveema skilgreiningu 4 pvi sidar) og R er gasfastinn. Sem deemi ma nefna ad allar einatéma
gassameindir (betur pekkt sem frumeindir, t.d. heliumssameindin He) hafa f = 3 frelsisgradur (eina fyrir
hvern hradapétt sem frumeindin hefur) en allar tviatéma sameindir (eins og sirefnissameindin O3) hafa f =5
frelsisgradur (ein fyrir hvern hradapatt massamiojunnar og tveir fyrir hvernig er heegt ad snia sameindinni)
en flest fost efni (t.d. jarn, gull og bly) hafa f = 6 frelsisgradur (ein fyrir hvern hradapatt og brjar fyrir
hvernig er haegt a0 snda sameindinni { kristalbyggingunni). Vio héfum til deemis ad:

120-4,00- 1,66 - 10727
Vetnissameind, He: o= deMie p 3120 - 4,00 ’6_623 0 R =2497R ~ §R,
kg 1,38 - 10 2
656 - 32 - 1,66 - 10727 5
Stirefnissameind, Oy: c="2"%p_ 2 R=3534R~ -R.
kg 1,38 - 10 2
) CAuWM A 129 -197-1,66 - 10~27 6
Gullsameind, Au: C= i R = 138107 R =3,05R =~ iR = 3R.



Skilgreining 13.5. Gas er sagt vera kjorgas ef bad nytur eftirfraandi skilyrda:

(i) Steerd sameindanna er hlutfallslega miklu minni heldur en medalfjarleegdin 4 milli sameindanna.
En bad byoir a0 vid getum hunsad dhrif millisameindakrafta (eins og t.d. rafsegulkrafturinn og
byngdarlogmalskrafturinn en ekki t.d. eins og bverkraftarnir { drekstrunum).

(ii) Allir drekstrar sameindanna vid hvor adra og ilatid sem beer eru innihaldnar { eru alfjadrandi
en pad pyoir ad orkan vardveitist { arekstrunum og ad engin orka tapast Ut tr kerfinu heldur
getur hin adeins flust til & milli sameindanna vid arekstrana.

Skilgreining 13.6. Litum & gas par sem a0 sameindir gassins hafa massa m og medalhrada v. Vio
skilgreinum medalhitastig gassins pannig ad pad uppfylli eftirfarandi jofnu:

3 1
ikBT = §m'02 = Khrcyﬁ

Par sem kp = 1,38 - 10723 J/K er fasti sem nefnist Boltzmann-fastinn.

. J

Vio sjaum hinsvegar ad heildarorka sameindanna er E = %kBT bvi hverri frelsisgradu fylgir orka sem
jafngildir %k 1. Vopnud bessu pa erum vid tilbuin til bess a0 leida it gaslogmalio:

Logmal 13.7. (Gaslogmalid) Litum & kjorgas sem samanstendur af N sameindum med medalhrada,
v, inni 1 kassa sem hefur hlidarlengdir £. P4 er prystingurinn sem ad sameindirnar verka med & kassann
gefinn meo:

PV = NkgT = nRT,

bar sem V = ¢3 er rimmal kassans, kg = 1,38 - 10723 J/K er fasti sem nefnist Boltzmann-fastinn, T
er medalhitastig sameindanna, n = N—I\; er molfjoldi sameindanna par sem N4 = 6,022 - 1023 1/mdl er
Avagadrosartalan { kassanum og R = kgN4 = 8,315 J/moél K er gasfastinn.

Utleidsla: Hugsum okkur kassa med hlidarlengdir £ og rimmmal V = ¢3. Latum N agnir med medalhrada
v vera { kassanum. Vio viljum vita hvada prystingur er inni { kassanum. Rifjum pvi upp ad:

Fy
P= A
og nytum okkur ad F = %. Latum bvi At vera litid timabil. Vid viljum finna skridpungabreytingu
veggjarins 4 timanum At. Adeins hlutfall agnanna mun berast ad kassanum til pess ad lenda i arekstrinum.
Athugum fyrst a0 hraodi agnanna er ¥ = (v, vy, v;) en ad medaltali mun hver hradapéttur vera jafn liklegur
svo v® = v7 + v + v? = 3v} sem gefur bd ad v} = zv2. Fyrir litil timabil At ba getum vid gert r4d fyrir
bvi ad agnirnar nai adeins ad lenda { einum arekstri vid hlidarlengdir kassans. P4 hoéfum vio ad heildarfjoldi
agna sem lendir 1 arekstrinum er gefinn med:
vy AL
Y]
Par sem adeins helmingur beirra sameinda sem eru i fjarlsegdinni v, At frd veggnum na a0 lenda { drekstri
vio hann. Vid athugum sidan a0 skridpungabreytingin vio pad ad sameindin lendi { arekstri vid vegginn er
gefin med Ap, = mv, — (—mv,) = 2muv, bvi sameindin snyr vio { drekstrinum og dreksturinn er alfjadrandi
svo hun skoppar til baka med sama hrada og hin lenti 4 veggnum med. En par med hoéfum vio ad:
p_F_ Ap (Nt 2mu,) 2N 1, 2N, NksT
A AAt AAt (A 2% 3AL2 v
Par sem vid héfum notad skilgreininguna 4 hitastigi og ad rimmal kassans er V = A¢ = ¢3. En par med
héfum vio synt ad: PV = NkgT. Pad er sidan einfalt ad umrita nidurstéouna i samrsemi vid moélfjéldan
med pvi ad skilgreina R := Nkp. P4 ma rita PV = nRT. O

N




13.3 Fyrsta 16gmal varmafrsedinnar

Hingad til { pessum kafla pa hefur mestmegnid af pvi sem vio hofum gert verid vitleysa. Pvi vid héfum allann
timann gert rad fyrir pvi a0 engin vinna sé unnin & kerfinu sem ad vio erum ad skoda. Pad kemur reyndar
i 1j6s a0 Q = ¢cmAT er adeins satt ef ad engin vinna er unnin 4 kerfinu. Eda réttara sagt ef ad efnid sem
vid erum ad breyta hitastiginu & verour ekki fyrir neinni varmapennslu eda vio erum ad breyta rimmali pess
me0 einhverjum heetti. Til bess ad laga petta pa purfum vio ad skipta yfir i alvoru utgafuna af varmaorkunni
og vi0 purfum a0 setja fram fyrsta l6gmal varmafrsedinnar.

Logmal 13.8. (Fyrsta 16gmal varmafrsedinnar) Litum AFE tdkna heildarorkubreytingu kerfis.
Latum W takna heildarvinnuna sem er unnin af kerfinu og latum @ tdkna heildarvarmaorkubreytingu
kerfisins. P& gildir ad:

CnAT = AE=Q —W.

bPar sem C = %R er fasti sem nefnist moledlisvarmi og f taknar frelsisgradur sameindanna i kerfinu.

Sér 1 lagi sjaum vid pa a0 Q = cmAT gildir adeins ef W = 0. Skodum vinnuna sem er unnin & einhverju gasi
vio bad ad bjappa bvi inn um orlitla vegalengd dz. Vid hofum pé ad su orlitla vinna, dW, er gefin med:

AW = Fyaed = Pyas Adz = PyoudV

En par med sjaum vid a0 til pess ad dkvarda heildarvinnu prystingsins pa hofum vid nefnilega:

Vs
W = PdV

Vi

En petta er jafngilt pvi a0 finna flatarmalid undir ferlinum 4 PV-linuriti. En pad er einfaldlega graf af
brystingi gassins P sem fall af raimmali hans, V. Ef vid pekkjum prystinginn og rimmélid og hitastigio { einum
punkti i ferlinu pa er audvelt a0 reikna hitastigio { 6llum hinum punktunum. En ef vio pekkjum hitastigid
i 6llum punktunum ba er audvelt ad alykta hver heildarorkubreyting gassins var, nefnilega AE = %k‘ AT.
Par med er audvelt ad reikna hver varmaorkubreytingin var { gasinu, @ = AE + W.

13.4 Varmaferli

Skilgreining 13.9. Vid segjum ad varmaferli kjorgass sé:
(i) Jafnprystingsferli: Ef prystingurinn, P = fasti.
(ii) Jafnrimmalsferli: Ef rimmadlio, V = fasti.

(iii) Jafnhitaferli: Ef hitastigio, T' = fasti.

(iv) Overmid: Ef varmabreytingin er Q = 0.

P 2 P P
A A A A o
V = fasti P = fasti T = fasti P‘g —
P P . _ nRT
! W =0 P =P - —— o ! e PV =7 P by BT
g { / V)= ]
] Py —
Py — 1 } P, -
e =nRTln(&) :
] ] i W= -AE
| = i i | — | =
Vi= Vs % Vi 12 Vi Vi i Ve
Jafnrammalsferli Jafnprystingsferli Jafnhitastigsferli Overmid ferli




Logmal 13.10. Fyrir
(1) Jafnprystingsferli gildir a0 W og AE = Q.

(i) Jafnrummadlsferli gildir ad W = PAV og W = AE + W = yAFE bar sem v = % er 6vermnis-
studullinn.

(iii) Fyrir jafnhitaferli gildir ad AE =0 og W = Q = nRT ln(%‘).

(iv) Overmin ferli gildir a0 Q = 0 og AE = —W.

\.

Utleidsla:

\%

(a) Vid hofum bé ad rimmélsbreytingin er engin en par med er W = fvf PdV =0J. Par sem V helst fast

ba athugum vio ad:
P P

T T
En par med hofum vio ad heildarorkubreytingin er gefin me0:

P
AE:CnAT:Cn(Tg—Tl):Cn(;—1>T1:Q—W:Q
1

Svo vio alyktum ao:

AE—Cn(f—l)nTl, W =01J, Q—C’n(—l)nTl.

1

(b) Ef brystingurinn helst fastur pd er W = f“/? PdV = PAV. En b4 er:

Vi Vs _ _ V2 _/
T = AE_anT_Cn<V1 1>T1—2PAV

og bar med er heildarvarmabreytingin:

Q=AE+W = gPAV—#PAV: <£+1) PAV =~CPAV
Par sem ~ := % er fasti sem nefnist évermnisstudullinn.

(c) Ef ferlid er jafnhitaferli b4 er AE = 0 og bar med er Q = W og bvi neegir okkur ad reikna vinnuna.
En hin er gefin med:

V2

V2 V2 nRT vz
W= [ Pav=[ "“4qv=|nRTW(V)| = nRTln(2).
Vi 1% 14 v, W1
(d) Fyrir évermin ferli gildir ad steerdin PV er vardveitt steerd par sem v = % er évermnistudullinn.

Par sem Q =0J pd er AE = —W og vi0 athugum ad hitastigsbreytingin er gefin meo:

P1V1 P2‘/2 PQ‘/2
n T AT

T

En par med er:

PV;
AFE = AT = —1|T7;.
Cn Cn <P1V1 ) 1



60rum ordum pa er:

Logmal 13.11. Gerum rao fyrir a0 vio héfum 6vermid ferli. P4 er steerdin PV varOveitt eda med

PV = PRVy
Par sem ~ er évermnistudullinn.

Utleidsla: Par sem ad vermisbreytingin er engin p4 héfum vid ad:

dE = —aw = —pdv — —"EL gy
En vio h6fum lika a0 dE = CyndT svo vio alyktum ao:

nRT dr R dV R dV 2dV
v v T vV IRV JV
En vio héfum pa med pvi ad tegra ao:

En stofnfallid af 1 er In(z) svo vid fdum:

[m(T)E - f% [m(V)} .
Sem gefur par med ao:

Vi

= In(T) —In(Ty) = f% (In(V2) —In(11))

11’1<T1V1f> = 1H<T2Vv2f> = 1)

2 2
Vlf = TQ‘/zf .

En par med alyktum vio ad steerdin TV7 er vardveitt. Vid getum umritad nidurstoduna adeins med pvi ad

taka eftir ad % = —1svo TVY'™! er vardveitt steerd. En med pvi ad nota gaslogmalid pa héfum vid ad
PV =nRT sem gefur ad T = % sem gefur pd sér i lagi ao:

PV 1

TVl = —Vyrl = —py
nR nR

En par med er ljost ad PV er vardveitt staero.




13.5 Daemi

Varmaorka

Litum & hlut med massa m. Varmaorkan, @), sem barf til pess a0 hita hlutinn um hitastig AT, er
gefin med Q = ¢cmAT bar sem c er fasti sem kallast edlisvarmi og er hadur efnasamsetningu hlutarins.
Varmaorkan sem parf til pess a0 braeda hlutinn er gefin med: @1, = mlLy, par sem Ly er fasti sem
kallast breedsluvarmi. Varmaorkan sem barf til bess ad sjéda hlutinn er gefin med QQ; = mL, bar sem
L er fasti sem nefnist gufunarvarmi.

] Efni \ Edlisvarmi \ Braeosluhitastig \ Braeosluvarmi \ Gufunarhitastig \ Gufunarvarmi ‘
Vatn 4,19kJ /kgK 0°C 333kJ/kg 100°C 2260kJ/kg
Is 2,09kJ/kgK 0°C 333kJ/kg 100°C 2260kJ /kg
Kvikasilfur | 0,14kJ/kgK —39°C 11kJ/kg 357°C 296 kJ /kg
Bly 0,128 kJ /kg K 327°C 25kJ kg 1750°C 870kJ /kg
Jarn 0,449kJ/kg K 1540°C 289kJ/kg 3020°C 6340kJ/kg

Daemi 13.1.
Daemi 13.2.

Daemi 13.3.

Daemi 13.4.

Daemi 13.5.

Daemi 13.6.

Daemi 13.7.

(RK 19.12.) Hversu mikla varmaorku barf til ad hita 150 g af jarni frd —20°C { 180°C?
(RK 19.15.) Hversu mikla varmaorku parf til ad sjéda 16 g af kvikasilfri sem eru upphaflega vio 22 °C?

(RK 19.19.) Tveir bilar (med massa m = 1000kg) lenda { drekstri. Badir bilarnir voru 4 80 km/klst
hrada (i gagnstaeda stefnu). Gerum rad fyrir ad 6ll orkan { drekstrinum losni { varmaorku sem fer { a0
hita bilana. Metio hversu mikid hitastig bilanna eykst ef badir bilarnir eru tr jarni.

(RK 19.21.) Brédin blybyssukiila med massa 30 g er tekin 1t tr ofni vid 327 °C og sleppt ofan { einangrad
ilat med 100 mL af vatni vid 20 °C. Hvert verdur lokahitstig kerfisins pegar pad naer varmajafnveegi?

Krokodill sem er 2,9m langur, 60 cm breidur og 350kg pungur liggur i sélbadi. Ef styrkleiki solar-
lj6ssins sem skin & bakid 4 honum er 500 W/m? og hitastig hans er upphaflega 23 °C, hversu langan
tima tekur pad ba fyrir krékddilinn ad néd 30°C? Eodlisvarmi likamsvefja krokddilsins er ad medaltali
3400 J kg1 K1,

(Vorpréf 2019) Viserion, dreki Daenerys Targaryen, setlar ad braeda nidur hluta isveggsins. Isveggur-
inn er 213 m har og 91 m & bykkt. Til bess ad feera her i gegnum vegginn parf ad braeda hringlaga gat
sem hefur geisla 5,0m. (a) Hversu mikinn massa af {s parf Viserion a0 breeda? (b) Hitastig isveggsins
er iduleg um —17°C. Hversu mikla orku parf til pess a0 braeda gat i vegginn af pessari steerd?

Englendingurinn Engilbert er mikill teunnandi. Honum finnst mjog mikilveegt a0 teid hans sé vid na-
kveemlega 67 °C begar hann drekkur pad. (a) Hann setur 0,50 L af vatni vid 7,0 °C { 2000 W hradsudu-
ketil. Hversu lengi er hann ad hita vatnid ad sudu? (Gera méa rad fyrir ad allur varminn fari { pad
a0 hita vatnio). (b) Engilbert hellir sjéoandi heitu vatninu { tekonnu tr 4li sem hefur massa 1,2kg
og edlisvarma 900 J/kg K. Kannan er til ad byrja meo vid stofuhita, 20°C. Hvert verour lokahitastig
vatnsins { konnunni? (Gera ma rad fyrir bvi ad enginn varmi tapist Gt { andrimsloftid). (c) Hversu
miklum {s vio 0°C parf Engilbert ad baeta 1t i svo ad lokahitastigio verdi 67 °C?

Svor

(1)

Q=135kJ. (2) Q=55k]. (3) AT =055°C. (4) T =24,6°C. (5) At = 2klst 39min og 35s.

(6) mis = 6580tonn, Q =24TJ. (7) At=97s, T =72,8°C, mys = 30g.



Gaslogmalio

Gaslogmalio tengir saman prysting i kjorgasi, P, rammal pess, V' og hitastig pess, T samkvaemt:

Par sem kg = 1,38 - 10723 J /K er fasti sem nefnist Boltzmann-fastinn, N er heildarfjéldi sameindanna,
n = A= er mélfjéldi sameindanna, Ny = 6,022 - 10%%1/mél er Avagadrosartalan og R = kpNa =
8,315 J?mélK er gasfastinn.

PV = NkgT = nRT

Daemi 13.8.

Daemi 13.9.

Daemi 13.10.

Daemi 13.11.

Daemi 13.12.

Daemi 13.13.

(RK 18.20.) 1 2,0L {lati er buid ad koma fyrir 3,0mélum af gasi vid hitastig —120°C. Hver er
brystingurinn { gasinu?

(RK 18.21.) 11l4ti nokkru er biiid ad koma fyrir 2,0 mélum af gasi vid prysting 1,0 atm og hitastig 30 °C.
(a) Hvert er rimmal {latsins? (b) fl4tid er med fasta veggi og getur bvi ekki breytt rimmaéli sinu (slik
ferli kallast jafnrammalsferli) Nt aukum vid hitastigio 4 gasinu upp { 130°C. Hver er prystingurinn?

(RK 18.24.) Sivalningur med pvermal b = 20cm og haed h = 40cm inniheldur
50 g af strefni (Oz) vid 20°C. (a) Hversu morg moél af strefni eru { sivalningnum?
(b) Hversu margar stirefnissameindir eru { sivalningnum? (c) Hver er prystingurinn
i gasinu? (d) Hver er medalhradi strefnissameindanna? 50 kg

(RK 18.58.) Sivalingslaga bullan 4 myndinni hér til haegri hefur pvermél b = 10 cm
og bullulok med massa m;, = 50 kg sem hvilir ofan 4 0,12 mélum af gasi sem eru til ad
byrja med vid 30 °C i jafnvaegisstodu kerfisins. Hver er heaedin h { jafnveegisstéounni?

I atm

30°C

(RK 19.10.) Litum & myndina hér til haegri. Tveir kassar med massa m = 2,0kgog ~ ~ oem
M = 5,0kg sitja ofan & bulluloki med flatarméal 12 cm? sem hefur massa m;, = 1,5 kg.
Inni { bullunni er 1,0mdl af einatéma kjorgasi vio hitastig 10°C. Nu setjum vio D -

risastéran klaka undir bulluna sem kaelir gasio niour 1 0°C vid fastann prysting.
(a) Hversu mikil verdur rimmélsbreyting gasins? (b) Hversu mikla vinnu vann
gasio 4 bullunni vid betta ferli?

Kjorgas

(RK 18.59.) Bertram blees upp blodru nedansjavar 4 40 m dypi bar sem hitastigio er
11 °C pannig ad geisli bléorunnar er 10 cm. Hann sleppir sidan bléorunni og horfir 4
hana risa upp i att a0 yfirbordinu par sem hitastig vatnsins er 21 °C. Hver er geisli
bléorunnar pegar hiin kemst upp a yfirboroid?

Svor
(8) P=18_8atm. (9) V =49,7L. (10) n = 1,56 mél, N = 9,4 - 10> sameindir, V = 12,5L, P = 3,00 atm,

v=478m/s. (11) h=23cm. (12) AV =500mL, W =86J. (13) ro = 17cm.



Daemi 13.14.

Daemi 13.15.

Daemi 13.16.

Daemi 13.17.

Fyrsta 16gmal varmafradinnar og varmaferli

Fyrsta 16gmél varmafraedinnar segir a0 fyrir kjorgas gildir a0: CynAT = AFE = @ — W, bar sem @
er varmaorkan sem flyst inn { kerfid, W er vinnan sem ad kerfid vinnur og AFE er heildarorkubreyting
kerfisins. Hér er Cy = %R, bar sem f tédknar frelsisgradur sameindanna i gasinu og R = 8,315 J/mdél K
er gasfastinn. Fjogur mikilveegustu varmaferlin og PV-linurit peirra eru:

P P P P
A A A A o
V = fasti P = fasti T = fasti PVg — fasti
P . P—p P Pw)=5E Py RT
] ] Py
P, i z s
R W:nRTln(%) "
] ! W =-AE
T - T 1 = T I T -
Vi=V, Vv Vi Va Vi Va Vi Vo
Jafnrammalsferli Jafnprystingsferli Jafnhitastigsferli Overmid ferli
(RK 19.11.) Vid bad ad 500J af vinnu var unninn 4 kjorgasi p4 minnkadi
heildarorka kerfisins um 200 J. Hversu mikil varmaorka beettist inn { kerfio? p )
5p
(RK 19.10.) Kjorgasi er bjappad saman fra 600 cm?® nidur { 200 cm? vio !
fastann prysting 400 kPa. A sama tima tapar gasid 100J af varmaorku. Jafuhitaferli
Hver er heildarorkubreyting gassins { pessu ferli?
(RK. 19.62.) A PV-linuritinu hér til heegri ma sjé varmahringras sem p, 18- 3
0,03 mol af helini fylgja. (a) Akvaroid prystinginn, hitastigio og rammalid 133°C y
i1, 2 og 3. (b) Hversu mikla vinnu vinnur gasio { hverjum hluta hringras- 1000 cm® Vs

arinnar? (c¢) Hversu mikilli varmaorku var baett inn { kerfid { hverjum lid
hringrasarinnar?

(RK 21.55.) A myndinni hér fyrir nedan m4 skrefin sem einfold varmavél tekur i einni hringras. Mass-

arnir ofan & bullunni eru pannig ad { skrefum 3 og 6 b4 er bullan { kraftajafnveegi. (a) Teiknid PV-linurit
fyrir bessa varmavél. (b) Hversu mikla vinnu vinnur varmavélin { hverri hringrds? (c) Varmanyttni

er skilgreind sem 7 :=

W,

ror bar sem Wy, er heildarvinnan sem gasid vinnur i einni hringras og Qinn er
imn

(jakveeda) varmaorkan sem baett var inn { kerfid { sému hringras. Hver er varmanyttni varmavélarinnar?

Laesipinni

N

50 cm?®
1,0 atm
20°C

1. Byrjunarstada

N

T

100 cm®
3,0 atm

R TR

2. Hitad upp i 3,0atm 3. Lesipinninn fjarlagdur.
vio fast rimmal

Svor

(14) Q = —700J (15) AE = 60J.

Hitad vio fastann prysting
upp 1 100 cm?

D \Fjarlargjum
|

4. Leesipinni settur i.
Pyngri massinn fjarlseegdur.

=

Iy

Beetum vid

{

B

e

e

6. Leesipinninn fjarlaegour.

7. Leesipinni settur i.
Massanum baett aftur vio.

5. Keelt nidur { 1,0 atm Kaelt vid fastann prysting Byzjad upp 4 nytt.

nidur { 50 cm?®

(16) P, = P; = 1,0atm, P, = 5,0atm, T, = T3 = 1757°C,

Vi = 5000em3, Wia = 0J, Way = 815J, Way = —405J, Q1o = 608J, Qo3 = 815J, Q31 = —1013J.

(17) W12 = OJ, W23 = 1572J, W34 = OJ7 W41 = —571J, Wheild = 10,1J, n = 2,1mm(’)l, Q12 = 15,3J,
Q23 = 3872J7 Q34 = _30;7J7 Q41 =-12,8 J7 n= 0,19.



Kafli 14

Rafsvioio

Forngriska heimspekingnum Demokritus (400 f.Kr) hefur oft verid eignud atémkenningin, pad er ad segja
kenningin sem segir a0 allt efni samanstandi af litlum frumeindum eda atémum sem eru minnsta eining sem
haegt er a0 skipta efni nidur {. Bandariski edlisfreedingurinn (og Nébelsverdlaunahafinn) Richard P. Feynman

segir { upphafi fyrirlestra sinna':

LIf, in some cataclysm, all of scientific knowledge were to be destroyed, and only one sentence
passed on to the next generations of creatures, what statement would contain the most information
in the fewest words? I believe it is the atomic hypothesis (or the atomic fact, or whatever you wish
to call it) that all things are made of atoms—little particles that move around in perpetual motion,
attracting each other when they are a little distance apart, but repelling upon being squeezed into
one another. In that one sentence, you will see, there is an enormous amount of information

about the world, if just a little imagination and thinking are applied.“
- Richard P. Feynman

I 4r setlum vid ad reyna ad rannsaka petta atémlikan og reyna ad varpa ljési 4 peer breytingar sem hafa ordid
i gegnum tidina & hugmyndum edlisfreedinga um atémid. Fyrir jél munum vid einblina & rafsegulkraftinn.
Honum er lyst af Maxwellsjofnunum fjérum (ja, vid purfum bara a0 leera fjérar jofnur fyrir jol!) sem settar
voru fram af skoska edlisfreedingnum James Clerk Maxwell arid 1865. Skilningur mannkynsins 4 Maxwells-
jofnunum fjéorum hefur feert okkur 61l pau helstu nitimapeaegindi sem ad vio héfum tekid ad venjast - paer eru
lykillinn ad bvi{ a0 skilja 61l bau rafteeki sem ad vid notum { okkar daglega lifi (eins og t.d. snjallsimana okkar).

Eftir j6l munum vid skoda takmorkudu afstaediskenningu Einsteins og kafa dypra { atémlikanid par sem ad
vid munum sjé fyrstu merki pess a0 Newtonska edlisfreedin sem vid hofum leert hingad til er ekki faer um ad
lysa pvi sem & sér stad inni { atéminu. Til pess purfum vid skammtafraedi. Skammtafraedin setur akvednar
skorour 4 heiminn sem ad vid bdum {. Hin segir ad dkvednir hlutir (t.d. orka) komi { skommutum og geti
bvi ekki tekid hvaoda gildi sem er heldur einungis heiltélumargfeldi af minnsta gildi steerdarinnar. Petta hefur
grioarlegar afleidingar pratt fyrir pad a0 petta kunni ad hljéma eins og ad pao skipti voda litlu méli! En pad
ad hlutir séu skammtadir setti ekki a0 vera nytt af ndlinni - pvi pad er einmitt pad sem ad atémkenningin
segir: Ad allt efni samanstandi af litlum 6paettanlegum frumeindum sem er minnsta eining alls efnis.

Vegfero okkar i vetur byrjar & pvi ad skoOa einfalt likan af atéminu par sem ad { midju atémsins er kjarni par
sem ad allar réteindirnar og niteindirnar hafa pakkad sér pétt saman. Langt i burtu fra peim eru rafeindir &
hringhreyfingu umhverfis kjarnann. Fyrir vetnisatémio sem ad samanstendur af einni réteind og einni rafeind
litur petta svona tt:

1Hlekkur 4 Feynman fyrirlestrana 4 netinu
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Massi rafeindar: m. = 9,11 - 1073 kg
Massi réteindar: m,, = 1,67 - 10727 kg
Massi nifteindar: m,, = 1,67 - 10~2" kg
Frumeindamassinn: u = 1,66 - 10727 kg

Geisli roteindar: r, = 0,85- 107 m

Geisli atémsins: ag = 5,29 - 10~ m

Grunnhledslan: e = 1,602 - 10~ C

Mynd 14.1: Einfalt likan af vetnisatéminu.

Petta minnir svolitid 4 likani okkar fyrir planetu & hringhreyfingu umhverfis solina. Petta likan af atéminu
er agaett sem tél til pess ad imynda sér uppbyggingu atémsins. En pad hefur p6 nokkra galla sem a0 vid
munum reyna ad varpa 1jési 4 pegar lidur 4 4rid. Nokkrir hlutir sem ad bid settud ad taka eftir. I fyrsta lagi
er u & my &~ my, en sidan sjdum vio lika ao:

mp

~ 2000, svo roteindir og nifteindir eru mun massameiri heldur en rafeindir.
Me
Steerdin 4 kjarnanum er af steerdargradunni 107'°m b.e. fm, en staerdin 4 atéminu er af steerdargradunni

1079m p.e. A (til heidurs seenska edlisfraedingnum Anders Jonas Angstrém). Petta pyodir ad rimmal kjarn-
ans er afar 1itid { samnburoi vio steerd atémsins.

Annad sem ad vid attum ad nefna er i tengslum vid grunnhledsluna. Rafeindir hafa neikveeda hledslu
—e = —1,602 - 107 !° C og réteindir hafa jakveeda hledslu +e = 1,602 - 1071 C. Hinsvegar hafa nifteindir enga
hledslu. Hledslan, e, kallast grunnhledslan pvi a0 pad er minnsta einingin 4 hledslu sem ad vid getum haft.
betta hefur afar djupsteedar afleidingar, pvi betta byoir a0 hledsla er skommtuo staerd (sbr. skammtafraedi):

Skilgreining 14.1. Vi0 segjum ad hledsla sé skommtud bvi ef vid erum med einhvern hlut sem
hefur hledslu ¢ pa barf g ad vera heiltélu margfeldi af grunnhledslunni, pad er ad segja til er n € Z
pbannig ao:

qg=mn-e, e=1,602-10"1°C.

En vio héfoum séo ad ef hlutur er 4 hringhreyfingu pa verkar 4 hann midséknarkraftur, p.e. heildarkrafturinn
sem ad verkar & hlutinn er inn a0 midju hringsins.

Mynd 14.2: Heildarkrafturinn liggur inn ad midju hringsins i einsleitri hringhreyfingu.

En hvaoa kraftur er petta sem ad heldur rafeindinni & hringhreyfingu um réteindina? Vio geetum til a0 byrja



me0 haldid a0 petta veeri pyngdarlégmalskrafturinn:

Gm1m2

Fg = , G = 6,67-107' Nm? /kg?

r2

En vio sjdum flj6tt ad ba hefdum vio ad (vio rifjum upp ad midséknarhrédunin er am,is = o2 ):

T

2 Gmem,, .1 —11 1 -1 —27
= Ot oo [ BT

Sem er alltof litill hraoi fyrir rafeindina! Rafeindir sniglast ekki svona afram! Pannig pad hlitur ad vera annar
kraftur sem a0 heldur rafeindunum & hringhreyfingu! Hvada kraftur er pad? Pad er Coulombskrafturinn!

14.1 Rafkraftalogmal Coulombs

Logmal 14.2. (Logmal Coulombs) Litum & tveer hledslur ¢; og go. Latum 7 vera vigur 4 milli
peirra sem hefur lengd r, sem er fjarleegdin milli hledslanna. Latum €z tdkna einingarvigur vigursins
7. Pa verkar 4 milli peirra rafkraftur sem er gefinn me0:

- k
= q 12(]2 -
r

EF

Par sem k = 9,0 - 10° Nm?/C? er fasti sem nefnist fasti Coulombs. Krafturinn er addrattarkraftur ef
q1 0og g2 hafa gagnsteed formerki en frahrindikraftur ef ¢; og g2 hafa sama formerki.

Stundum er reyndar Coulombs-fastinn taknadur vio annan fasta sem nefnist rafsvérunarstudull témarims,
€o (ndnar um hann sidar og af hverju f6lk vill gera bad). P4 skrifar f6lk stundum ao:

1
k= , bar sem  g¢ = 8,85 - 107 *?s% C?/(kgm?)
4’/T€0

Ef vid skodum Coulombskraftinn ndnar pa sjdum viod ad F, >> Fg inni { atéminu?. Pvi par gildir:

ke _
F. 5 k e 9107 (1,602 - 10~19)? o 109-219H11427431 _ 140

Fg ~ Gmem — G “mem,  6,67-10710 (1,67-10727)(9,11-10731) ©

Pannig ad { pessu samhengi ba skiptir pyngdarlégmélskrafturinn engu mali { samanburoi vio Coulombskraft-
inn. Almennt gildir ad vid getum oftast hunsad pyngdarlogmalskraftinn { 6llum peim reikningum sem ad
vio gerum begar a0 rafkrafturinn er til stadar. Rafkrafturinn er einfaldlega miklu miklu sterkari heldur en
byngdarlogmalskrafturinn. En pa hofum vid fyrir hringhreyfingu rafeindarinnar um roéteindina ao:

v ke? ke? k 9-10°
e— = o = V= =e-y/ =1,602-1071. ~ 10" %m/s.
m r r2 v mer € mer 9,11-1073'.5,29.10~ ! m/s

Sem er frekar edlilegur hradi midad vio ad rafeindir ferdast hratt en bé haegar heldur en 1jésio.

Coulombskrafturinn og pyngdarlégmalskrafturinn eru afar likir - helsti munurinn felst { pvi a0 hledslur geta
haft mismunandi formerki (beer geta verid jakveedar eda neikveedar) en massar (eins og vid pekkjum ba)
geta einungis verio jakveedir. Petta gerir pad a0 verkum ad Coulombskrafturinn getur haft tveer stefnur.
Hann er addrattarkraftur ef hledslurnar hafa gagnsteett formerki (+ og —) en hann er frahrindikraftur ef ad
hledslurnar hafa sama formerki (+ og +) eda (— og —).

2T4knid > bydir ad steerdin sem er vinstra megin er miklu steerri heldur en stzerdin sem er hsegra meginn.



14.2 Rafsvid fra punkthledslu

Spurningin sem ad vio viljum reyna a0 svara i rafsegulfraedi er eftirfarandi:

L Ef ég er med hledslur: Q1,Qs,...,Q, sem hafa einhverja stadsetningu, hrada, hrédun og massa.
Get ég pd spdd fyrir pvi hvering einhver énnur hledsla, q, (kéllum hana prufuhledsluna) mun
hreyfast vegna hinna? “

Prufuhledsla

Mynd 14.3: Hvernig mun hledslan g hreyfast vegna Q1,Q2,..., Q7

En, hofum vio ekki nii begar leyst petta vandamal? Vido hofum einfaldlega ad heildarkrafturinn sem ad verkar
4 q er gefinn meo:

ﬁheild:ﬁ1+ﬁ2+...+ﬁn

k A k A k A
= qi)lrl + ngrg—i—...—i— q?”rn.
1 T3 n

Par sem ad 7, er vigurinn frd @, til q, 7, = |7| og 7, = f—" er einingarvigurinn.

En { rafsegulfraedi b4 erum vid ad glima vid mikinn fjslda af eindum pannig ad fjoldi lida getur ordid mjog
stér (af somu steerdargradu og Avogadrosartalan Ny = 6,022 - 1023!). Hvert okkar samanstendur af billjénum
af frumum og hver peirra samanstendur af billjénum af atémum og hvert peirra samanstendur af nokkrum
rafeindum og réteindum. Pad er engin leid fyrir okkur til pess a0 lysa 6llum pessum eindum med rafkréftum
Coulombs. Vi0 pyrftum ad gera billjén billjénir af kraftamyndum og baod er pvi algjorlega 6mogulegt fyrir
okkur ad @tlast til pess a0 vi0 getum bara skrifad nidur heildarkraftinn fyrir prufuhledsluna, g og sagst
hafa leyst vandamalio! Vid burfum nyja lei0o til pess a0 sji heiminn! Nyja og 6flugari leid til pess ad
hugsa um edlisfraedileg fyrirbeeri. Lausnin 4 pessu vandamadli felst { bvi a0 skoda svokallad svioshugtak (e.
field) sem lysir pvi hvernig hlutir hreyfast ut frd pvi hvar peir eru staddir. Til deemis b vitum vid ad epli
fellur nidur 1 attina ad jordinni vegna pyngdarsvidsins. Svid og kraftur eru pvi afar naskyld hugtok og vid
munum reyna a pessari 6nn ad skyra i hverju munurinn felst. Svidshugtakio er oftast kennt vid Breska
visindamanninn Michael Faraday, en bad er sérlega athyglisvert pvi hann hafi litla kunnattu i steerofraedi og
var ekki skélagenginn madur. Pad er vegna pess ad svidshugtakio hefur baedi steerofreedilega skilgreiningu og
myndrzena skilgreiningu (Faraday notadi ba sioari).

- ~

Skilgreining 14.3. (Rafsvid fra punkthledslu) Litum & punkthledslu Q. Imyndum okkur ad vid
komum litilli prufuhledslu g fyrir { fjarleegd r frd punkthledslunni. Latum vigurinn & milli beirra vera
7. P4 er rafsvidio, F, sem ad prufuhledslan ¢ finnur fyrir vegna punkthledslunnar ) gefio meo:

= —7.
,,«2

5o e _kQ
q

Steerofraedilega litur Ut eins og ad vid séum ekki ad gera mikio en hugmyndafraedilega ba er petta afar 6flug
leio til pess a0 hugsa um heiminn! En ég lofadi lika a0 gefa myndreena skilgreiningu:



Vid teiknum rafsvioslinur fra punkthledslu pannig ad paer gefi til kynna { hvada stefnu jakveaed prufu-
hleosla, +¢, myndi ferdast ef henni veeri sleppt af stad néleegt punkthledslunni. Pad pyoir a0 rafsvids-
linurnar fra jadkveeOum punkthledslum eru i burtu fra henni en rafsvioslinur fra neikveedum punkt-
hledslum eru ad henni. Styrkur rafsviosins er tdknadur med pvi hversu péttar rafsvidslinurnar eru a
myndinni.

Prufuhledsla Prufuhledsla
® +q ® +q

Jakvaed punkthledsla Neikvad punkthledsla

Rafsvioslinur Rafsvioslinur

Mynd 14.4: Stefna rafsviosins fra tveimur punkthledslum med gagnstaed formerki.

Logmal 14.4. (Samlagningarlogmalid) Ef rafsvidid sem ad prufuhledsla ¢ finnur fyrir fr4 morgum
punkthledslum Q1,Qs,...,Q, er gefid med F1, Es,..., E, ba er heildarrafsvioid sem prufuhledslan
finnur fyrir gefid meo:

Eheild=E1+Ez+...+En.

Utleidsla: Petta er bara einfold afleiding af 60ru 16gméli Newtons. Ef ﬁheild er heildarkrafturinn sem

verkar & prufuhledslu ¢ fr4 moérgum punkthledslum @1, Qo, ..., @, sem hafa stefnuvigra 7, 75,...,7, ba er
heildarrafsvidio gefio meo:
- 15 1/k ~ ok - kqQn », - - ~
Eheild:Fheild:< qngl—F q§27“2+...+ q? Tn>:E1+E2+...+En
q 1 2 Tn
Par sem En = kg” 7%” L]

Logmal 14.5. Litum & eind med massa m og hledslu ¢ sem & verkar rafsvid E. P4 finnur hin fyrir
heildarkrafti:

Fheta = md = Fg = qF.

Utleidsla: Vid hofum pd ad:

ﬁheild:ﬁl+ﬁ2+---+ﬁn

kqQ1 -~ | kqQa kqQn ~,
= q§1T1+7q§27‘2+...+7q§ n
1 T2 n

=qE) +qEy+ ...+ qE,

= qFheild-

Vio skrifum gjarnan E { stadinn fyrir Eheild og kollum kraftinn Fg=qE rafkraftinn. O



14.3 Raftviskaut

Einfaldasta synideemio sem ad vid getum tekid er eftirfarandi: Litum & tveer jafnstérar hledslur med gagnsteed
formerki £¢ sem eru { fjarlaegd d fra hvor annarri. Petta kemur fyrir mun oftar fyrir { nattirunni en madur
myndi halda (t.d. { vatnssameindinni H0).

Mynd 14.5: Raftviskaut

Vio hofum sé0 hvernig a0 hledslurnar einar og sér mynda rafsvid { kringum sig. En hvernig litur rafsvioio ut
begar a0 vid leggjum saman rafsvidin peirra?

Til pess ad teikna rafsvioslinur pa purfum vio a0 imynda okkur ad vi0o hofum litla jakveeda prufuhledslu.
Sidan teiknum vio rafsvioslinurnar at fra pvi hvernig heildarkrafturinn sem ad prufuhledslan myndi finna
fyrir { beim punkti litur t. Pao vill bannig til a0 rafsvioslinurnar syna ferilinn sem ad jakvaeda prufuhledslan
myndi hreyfast eftir ef ad henni veeri sleppt par.

Mynd 14.6: Rafsvioslinurnar i kringum tviskautio.

Pad er reyndar steerd sem ad folk skilgreinir oft & pessum timapunkti sem ad kallast tviskautsvegio og er
tdknad med [i og skilgreint pannig ad:

H=qd
Par sem a0 q er hledsla raftviskautsins og d er vigurinn fra neikvaedu hledslunni ad peirri jakvaeou.

Vio skulum reyna ad atta okkur betur & tviskautinu. Hugsum okkur ad vido komum neikvaedu hledslu
tviskautsins fyrir i (0,0) { hnitakerfinu og jakveedu hledslunni { (d,0). Okkur langar til bess a0 skoda hvert
rafsvioid verour i (x,0) langt { burtu (z > d) 4 z-4s. Skodum mynd af bessu:

I >
I El

T

d +e
<—> 5 (—.—) N
P @y B

(0,0) (d,0)

Mynd 14.7: Rafsvioio fra tviskautinu & prufuhledslu +e medfram x-as.



Vid sjdum ad rafsvidid { (x,0) verdur ba:

kq kq

Bheta=Ey + B = ——— — —2.
heild + + @—d? 22

Vio getum umritad petta adeins til pess ad koma pessu yfir & form par sem ad vid getum notad uppahalds-
nélgun edlisfraedingsins, b.e.a.s. tvilidundlgunina (1 + b)™ ~ 1 + nb fyrir litil b < 1.

kq kg kg d\ 2 d<a kg 2d 2kq
Etﬁsmut:m_ﬁ:ﬁ 1—; —1 ~ 2 1—&-;—1 = e

Par sem ad vi0 héfum notad ad steerdin % < 1 pvi d < x. Rafsvidid fra raftviskautinu fellur mjog hratt
(eins og 1/23). Langt { burtu fra tviskautinu b4 er styrkur rafsvidsins nsestum pvi nall!

En hvers vegna var steerdin i = qcf eiginlega kollud tviskautsveegi? Hvadan kemur tengingin vio kraftveegio?
Til pess a0 sja pad pa purfum vid ad koma tviskautinu fyrir { utanadkomandi rafsvid £. Latum 6 vera hornid
sem ad rafsvioio, £ myndar vio tviskautsvaegio, ji:

-
e
L/

Mynd 14.8: Tviskaut med tviskautsveegi i = qcf i ytra rafsvioi E.

=,

<
<<
—

F_

Raftviskautid mun byrja ad sndast um massamioju sina. Vi0 sjdum ba ad kraftveegio sem a0 verkar &
tviskautio er gefid med:

d d
T=F. isin0+F, . §sin€ = qFEdsin0 = pFEsin 6.

Almennt gildir ad:

all
Il
=
X
]

14.4 Lagrange-punktar

Pegar vio skodudum pyngdarlogmélskraftinn pa sdum vid ad til voru punktar (sem kallast Lagrange-punktar)
bar sem a0 heildarkrafturinn sem ad verkar & hlut vegna tveggja annarra er null (til deemis einhversstadar 4
milli jardarinnar og tunglsins verour pyngdarlégmalskrafturinn sem a0 verkar 4 okkur nill). Fyrir rafkraftinn
er petta adeins floknara pvi ad pa geta kraftarnir lika haft stefnur. Pad eru { rauninni 23 tilvik eftir pvi
hvada formerki hledslurnar hafa. En til einféldunar skulum vid skoda eitt dkvedid tilvik af pessum. Skodum
bvi synideemi par sem ad vid hofum hledslu +@Q; sem er stédd i x = 0 og adra hledslu +@Q- sem er stodd
ix =r. Hvar, z, eettum vid ad stadsetja litla, neikvaeda hledslu, —¢ bannig ad heildarkrafturinn sem ad
verkar & hana er null?



r=x1+ X9

Mynd 14.9: Kraftajafnvaegi fyrir hledsluna —q er einungis ad finna &4 milli hledslanna +@Q; og +Qs.

Einhverstadar 4 milli hledslanna munum vid hafa:

k k
Fl=F — Qqu _ Q22q
7 T3
En vio héfum ad xo = r — x1, pannig a0 vid faum:
2
Q;:Q222><T {E1> :@:>L_]_::|: @2:61:#
i (r—a) 3 Q1 T 1 1+ %
1

Pannig a0 ef vid viljum ad ognin med hledslu —q sé i kraftajafnveegi 4 milli +Q; og +Q2 ba pyrfti hiun
a0 vera { fjarlegd =1 = r/ (1 + ,/%) fra hledslunni Q1. En petta eru tveer lausnir! Hvernig stendur &

bvi? Lausnin x; = r/ (1 — 1/%) samsvarar pvi ad @ liggi & milli @ og Q2 og er bvi rétta lausnin.

Enz =71/ (1 + ,/%) samsvarar pvi a0 6gninin liggi ekki 4 milli peirra heldur hinum meginn vio adra

hledsluna! En pad gengur ekki upp (bad getur ekki verid neitt kraftajafnvaegi fyrir utan hledslurnar).

14.5 Rafsvidid medfram samhverfuas hringlaga gjardar

Vid kynnum n1 til ségunnar hledslubéttleikann. Vid héfum ddur talad um edlismassa, p = {7, bar sem ad m

er massi hlutarins og V' er rummal hans. Petta er massapéttleiki. Vido hofoum lika séd (begar vio vorum ad
glima vid stadbylgjur 4 streng) svokalladan linulegan massabéttleika, A = 7, bar sem ad m var massi virsins

og ¢ var lengd hans. Vid kynnum pvi til ségunnar:

Skilgreining 14.6. Litum & hlut af lengd L, me0 yfirbordsflatarmal A og rammal V. Latum @ vera
heildarhledslu hlutarins. Vio skilgreinum ba:
(i) Linulegan hledslubéttleiki hlutarins sem:
Q
A= —.
L
(ii) Yfirboroshledslubéttleiki hlutarins sem:
R
1
(iii) Hledslupéttleiki hlutarins sem:
_Q
p=v

Vio skulum sidan syna hvernig petta er notad. Hugmyndin er einfaldlega st a0 sérhverja stéra hledslu @
getum vid brotid niour i minni hledslur g. Reyndar ef vid viljum vera formleg pa er til heiltala n € N pannig
ad Q = n - e bar sem e er grunnhledslan. En { sumum deemum bar sem ad vid pekkjum ekki n getur verid



beegilegra ad nota hledslupéttleikann (hann bjénar sama tilgangi). Vio skulum syna hvernig betta er notad
til pess a0 leida 1t:

Logmal 14.7. Litum & hringlaga gjord me0 geisla R og jafndreifda hledslu ) sem liggur i yz-planinu
(jafna hringsins er ba y? + 22 = R?). Rafsvidid { punkti, P = (z,0,0), { 160réttri fjarleegd z fra midju
gjardarinnar er pa gefid meo:

X

Ez :kQ (R2+x2)3/27

E,=E,=0.

dq = \d¢
. \ =
R
IR
Q\Z\\\\P = (,0,0)
x
dE
Yy
Q
A=
z
x
Utleidsla: Skodum litinn biit af gjordinni af lengd d¢. Linulegur hledslupéttleiki gjardarinnar er A = % b3

er hledslan i pessum litla but d¢ gefin med dg = Ad¢. Vid getum litid & pessa litlu hledslu sem punkthledslu
(gaetum, ef vid vildum, valid d¢ bannig ad dg verdur jofnu grunnhledslunni e). Hvert er bd framlag litlu
hledslunnar dg til rafsvidsins i punktinum P = (2,0,0)? Litla hledslan dq gefur framlag dE til rafsvidsins.
Vid vitum ad heildarrafsvidio verour einungis i z-stefnuna (styttist 0t { y og z stefnurnar vegna samhverfu)
svo a0 vio purfum einungis ad reikna pann patt af dE sem er samsfda z-dsnum. Faum ba:

dE, = ‘dE‘ cos = ’dE‘ __r
\/R2 + 22

En vio hofum ao:

= kdq _|,a T B kxdq
dE| = Tt b.a. dE, = |dE T e

Sidan purfum vio ad leggja saman 6ll pessi framlog fra 6llum litlu hledslunum dg = Ad¢ i gjoroinni. En béa
héfum vio ad:

E, dE, kxdq B kxdl B kx g — 2n Rkx A
- (R2+ 2232~ | (RZ+22)32  (R? + 22)3/2 T (R? 42232
—~—

27R




Ef vid rifjum sidan upp a0 A = % ba sjdum vid ad lokum ao:

X

Ea: == kQ (R2+x2)3/2

Til ad sannreyna svarid okkar pa getum vid athugad ad ef z > R ba hofum vid ad rafsvidid verdur: E, ~ ¢

eins og vi0 er a0 buast pvi pa litur gjérdin Ut eins og punkthledsla med hledslu Q. ’

14.6 Rafsvidid fra éendanlega stérri plotu (*)

Litum & plotu me0 hledslupéttleika o. Ef platan er éendanlega stor pa er audvelt a0 sannfzera sig um ad
rafsvidio sé einungis { stefnuna fra plotunni (p.e. ef platan er { zy-planinu b er rafsvidid einungis med z-batt)
Hofum ba ad & z-dsnum pé er framlagio fra litlum bat meod flatarmal dxdy:

JE. — kdq L kzodxdy
2 (IQ + 92 +22)3/2 - (x2 + 92 +22)3/2

+oo  ptoo
E. :/dEz :/ / LA,
—c0 J—00 (I2+y2+22)
+oo  ptoo k
/ / T o ZQU Sdrdy
0 o (@ +y?+22)
_4/+°° kzoxdy
0 (Y% + 22)\/a? + y? + 22
T k2o
—a4 7y
/0 W+ 22"
4kzo y\]t+ee
I

0
= 4ko (arctan(oo) — arctan(0))

— %o (g —0)

= 2nko

Pannig ao:

Il
W

—+oo
dy

0

En sidan rifjum vid upp ad k = —— b.a.

4meq

o Q

= 250 - 2€0A

Sem er vissulega 6hdd z ef platan er 6endnanlega stér!



14.7 Daemi

Daematimi 1: Coulombskrafturinn

Coulombskrafturinn (eda rafkrafturinn) sem verkar 4 milli tveggja hledsla ¢; og g2 sem eru { fjarlaegd
r fra hver er gefinn meo:
= kg

Fy, = 7.
r2

par sem k = 8,98 - 10° Nm?/C? er fasti sem nefnist fasti Coulombs og # tdknar einingarvigur { stefnuna
frd annarri hledslunni til hinnar. Krafturinn er frahrindikraftur ef hledslurnar hafa sama formerki en
addrattarkraftur ef hledslurnar hafa sama formerki.

(22.13) Litum 4 tvo jafnstéra massa m = m; = mg = 2kg med jafnstéra jdkveeda hledslu ¢ = Q1 = Q2 =
+5mC sem eru i fjarleegd d = 1 m fra hvor 60rum & niningslausu boroi.

(a) Hver er staerd Coulombskraftsins/rafkraftsins sem verkar 4 annan hvorn massann?

(b) Nu er mossunum sleppt ur kyrrstodu. Hver verdur hrédun massanna einmitt 4 pvi augnabliki?

(22.16) Tveer réteindir med massa m, = 1,67-1072"kg og med hledslu +e = 1,602 - 107 C eru staddar {
fjarleegd r = 1fm fra hver annarri.

(a) Hver er staerd Coulombskraftsins, Fj, sem ad énnur réteindin verkar med & hina?
(b) Hver er staerd byngdarlogmadlskraftsins, Fig, sem a0 énnur réteindin verkar med & hina?
(c) Hverrt er hlutfallid £&7?

G

(22.17) Litum 4 eftirfarandi mynd:

1.0nC —1.0nC 4.0 nC
A® B(— c@®

1.0 cm 1.0 cm

Hver er heildarkrafturinn sem a0 verkar 4 hledsluna A?

(22.19) Litum & eftirfarandi mynd:

1.0cm ,/ " 1.0cm

///\60° 607\\\
@@

2.0nC 2.0nC

Hver er heildarkrafturinn sem ad verkar 4 hledsluna A?

(22.13) F;, = 200kN, a = 1-10°m/s2. (22.16) Fj, = 230N, Fg = 1,9- 10734 N, % =1,2-10%.

(22.17) Frong = 0. (22.19) Fhoiia = (371 .01074) N.




Daematimi 2: Rafsvioio

Rafsvioid sem ad punkthledsla Q myndar { kringum sig { fjarleegd r frd henni er gefio med:

par sem 7 er einingarvigur i stefnuna fra punkthledslunni ad peim stad par sem a0 rafsvidio er metio.
Vio imyndum okkur ad vid héfum komio fyrir jakveedri punkthledslu meo litla hledslu, +gq, { peim
punkti par sem a0 vio viljum meta rafsvioid. Sidan skodum vio rafkraftinn sem a0 prufuhledslan +q
myndi finna fyrir { peim punkti og deilum loks med prufuhledslunni, +q.

(22.26) Hvert er rafsvidid { » = 1,0 mm fjarleegd frd (a) réteind (b) rafeind?

(22.26) Hledsla Q@ = +12nC er stadsett { upphafspunkti hnitakerfis, (0,0cm,0,0cm). Hvert er rafsvidid {
punktunum A = (5,0 cm, 0,0 cm), B = (=5,0 cm, 5,0cm) og C = (=5,0cm, —5,0 cm)?

(22.63) Litum & eftirfarandi mynd:

Hvert er rafsvidio i 1, 2 og 37

(22.67) Litum 4 ogn i rafsvidi E = (199)kN/C. Ognin hefur massa m = 5,0g = 5,0 - 103 kg og hangir kyrr
undir horni = 20° midad vid larétt:

Hver er hledsla agnarinnar, g7

(22.26) E = 1,4-107°N/C. (22.32) E4 = (¥)kN/C, Ep = (1) kN/C, Ec = (Z13) kN/C.

(22.63) Ey = (_050) kN/C, Ey = (~39)kN/C, E3 = (32°)kN/C. (22.67) ¢ = 180nC.




Daematimi 3: Rafkrafturinn

Hladin eind med hledslu ¢ sem er stédd { utanadkomandi rafsvidi E (okkur er alveg sama hvernig
betta rafsvio varo til!) finnur fyrir rafkrafti:

ﬁEqu

Takid eftir ad jakveedar eindir vilja ferdast med rafsvidslinunum en neikvaedar eindir vilja ferdast a
moéti rafsvioslinunum.

(22.5) Hver er heildarhledsla allra rafeindanna { 1,0L af vatni?

(22.54) I einfsldu likani af vetnisatéminu b4 er rafeindin 4 hringhreyfingu med geisla = 0,053 nm umhverfis
kyrrsteeda réteind. Hversu margar umferdir fer rafeindin { kringum roéteindina a sekindu?

(22.73) Litum & eftirfarandi mynd:

1.0m /20°120°

Akvardid hledsluna, g.

(22.75) Litum & eftirfarandi mynd:

Akvardio massann, m.

(22.5) Q ~ —5-107C. (22.54) N =6,6- 10" snii/sek. (22.73) ¢ = 750nC. (22.75) m = 5.8¢g.




Kafli 15

Logmal Gauss

Adur en ad vid byrjum ad fjalla um logmal Gauss pé settum vid ad skoda Maxwells-jofnurnar fjérar:

%E CdA = Qeizni, (Logmdl Gauss fyrir rafsvid)
%E ~dA =0, (Logmdl Gauss fyrir sequlsvio)
%E dl = —%, (Logmdl Faradays)

%é Al = 140 Linni, (Logmdl Ampéres).

Pad kann kannski ad koma ykkur spanskt fyrir sjénir ad engin af jéfnunum hér & undan er kennd vid Maxwell
- en pad er vegna pess ad hann var fyrstur manna til pess a0 atta sig & pvi hvernig ad pessar fjérar jofnur
tengjast (og ad beer lysi einu og sama fyrirbeerinu). Reyndar var hans helsta framlag { 6llu bessu mali ad
ylagfera® fjérdu jofnuna (Logméal Ampéres) bannig ad hin yroi:

- dd
}I{B ~dl = pglinn; + uosod—tE, (Légmdl Mazwells).

Pao er reyndar freeg saga af Maxwell og Eureka-mémentinu hans pegar honum tékst ad syna fram & ad ljos
er rafsegulbylgja. Pad tengist allt saman beirri merkilegu stadreynd ad ljéshradinn er:
1
v/ Ho€o

Pao er pvi einnig haegt ad skrifa 16gmal Maxwells & eftirfarandi formi:

=3,00-10°m/s.

C =

1 dop

e (Logmal Mazwells).

%B‘ . dZ: MOIirmi +
Maxwells-jofnurnar utskyra alla rafsegulfreedi. Peer eru an efa hagnyttustu jofnur mannkynsségunnar - peer
eru fjorar og lita 1t fyrir a0 vera einfaldar (kannski finnst ykkur pbad ekki sem stendur en bidioi bara!). Samt
sem &0ur er f6lk enn pann daginn { dag ad athjupa leyndardéma Maxwellsjafnanna (t.d. nylega uppgotvudu
menn hvernig er haegt ad hlada sima dn pess ad stinga peim i samband med pvi a0 leggja péa ofan & flot sem
a0 byr til segulsvio sem a0 er haegt ad nota til bess a0 hlada rafhléduna). Vid skulum bvi hefjast handa vid
bad a0 skoda Maxwells-jéfnurnar og byrjum pvi & peirri fyrstu: Logmal Gauss fyrir rafsvio.
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15.1 Rafflaeoi

Pegar vio vorum ad skoda fleedi { vatnspipum pa téludum vid um fleedio i gegnum vatnspipuna sem staerdina
® = Av par sem A var flatarmélio & pipunni og v var straumhraoi vatnsins pvert & flatarmdlio. Vid hofoum
béa synt ad vatnsfleedi { pipum er vardveitt, p.e.a.s. Ajv; = Azvy eda med 60rum ordum & = fasti. Nu
kynnum vid hinsvegar til ségunnar almennara steerdfraedilegt hugtak fyrir fleedi. Vid viljum nefnilega geta
talad um raffleedi:

Skilgreining 15.1. Litum & hlut med flatarmal A par sem ad 7
rafsvioid er gefid med E. Latum 6 vera hornio & milli vigranna.
Rafflaedid Gt um flétinn er pa gefid meo: 0 F

@E:E~ﬁ=EACOSG

Stundum viljum vid setja petta fram & érsmeedarformi. Til deemis ef
ad yfirbordio okkar er kupt eda bogid. P4 skiptum vid flatarméalinu
upp 1 6rsmaedir dA og skooum orraffleedio it um sérhvert 6rsmaed-
arflatarmal. Vid skrifum pa d®g = E - dA. Vid purfum sidan ad
leggja saman framlagio fra ollum pessum oOrrafflaedum til pess ad
finna heildarraffleedio. En pa er:

@E:]{d@E:fE.dA’.

Par sem ad § téknar tegur yfir allt yfirbord hlutarins. Yfirbord
hlutarins sem a0 vid erum ad tegra yfir kallast Gauss-flotur. Vid
veljum oft imyndada Gauss-fleti (16gmél Gauss gildir lika um bal).
Logmal Gauss segir ba einfaldlega ad raflleedio er vardveitt:

Logmal 15.2. (Logmal Gauss) Litum 4 hlut med rimmdl V' og yfirbordsflatarmal A. Latum
hlutinn umlykja heildarhledslu Qinni = Q1 + Q2 + . .. + Q. Pa gildir ao:

@E:fﬁ.d/{:@.

€0

Vio skulum ntna sanna/leida it 16gmal Coulombs med pvi ad nota l6gmal Gauss:

Logmal 15.3. (Logmal Gauss — Légmal Coulombs) Litum 4 punkthledslu Q. P4 er rafsvioio

i fjarleegd r fra punkthledslunni gefid med E(r) = kr—? Sér i lagi gildir ad rafkrafturinn sem a0 jakvaed
kQq

r2

prufuhledsla, +¢q, finnur fyrir { fjarleegd r fré punkthledslunni er gefinn med Fj, = qF =

. .

Utleidsla: Til pess ad nota 16gmal Gauss purfum vid fyrst ad velja Gauss-flot. Vid veljum Gauss-lotinn
okkar sem kuluna med geisla r i kringum punkthledsluna, Q. P4 fest samkveemt 16gmali Gauss a0:
Qinni Q Q 1 Q _ kQ

€

— Efda=2 — Bam? =2 — Bo)- -5 =%,
0 o €0 deg 12 12

@E:fﬁ.dg:
4nr?

Hér hofum vid notad ad rafsvidid og pverilvigur yfirbordsins eru alltaf samsida (svo hornid & milli peirra er
ntll). Vegna samhverfu er gildid 4 rafsvidinu E alltaf pao sama { fjarleegd r fra punkthledslunni svo ad bad er
fasti fyrir sérhvern smabit dA og vid getum pvi tekid pad 1t fyrir tegrid. Loks notudum vid ad k = = O

47‘I’Eo :




Logmal 15.4. (Rafsvid fra plotu) Skodum plotu med flatarmél A og jafndreifda hledslu Q. P4 er
rafsvioid fra plotunni gefid med:

Q

Eplata = m .

Utleidsla: Hledslupéttleiki plotunnar er o = %. Velum nu Gauss-
fl6t sem er sivalningur sem neer { gegnum badar hlidar og hefur lengd
( og geisla r par sem 7 < VA og lengdin er meiri heldur en pykkt
plotunnar. Hver er pa hledslan inni { Gauss-fletinum? Hun er:
e Q, A

<t
Qinni = o7 1 +

En bar med héfum vio samkvaemt 16gméli Gauss ad: -
.'-
Oy = f B.qi= Qo _ T
o o
En hvert er rafflaedid Gt um Gauss-flotinn? Vio sjaum ad rafsvioid verdur ad liggja beint fra plotunni i badar
stefnur (ef @ er jakveed - annars liggja rafsvioslinurnar beint ad plotunni) svo ad pad er ekkert raffleedi Ut
um hlidar sivalningsins, pad er einungis rafflaedi it um botninn og topinn & sivalningnum. Vid héfum pa ao:

Op = ‘I)hliéar +(Dtoppur + (I)botn = EWTQ + Eﬂ-rz = 27TE7'2-
=0
Par sem ad vid hofum notad ad E og A eru samsida fyrir baedi botninn og toppinn. En par meo alyktum vio:
2

Qmm 9 or?m orem o Q
E= % €0 o o plata 2mr2eqg 2ep  2e0A

Petta er { rauninni frekar skritin nidurstada pvi ad vio faum ad rafsvidid er 6hao fjarleegdinni fra plotunni.
Pannig a0 { 6endanlegri fjarleegd fra plotupéttinum bé setti rafsvidid einnig ad vera gefid med Epjatn = %.
Kannski hefoi ég att a0 minnast & pad 4 einhverjum timapunkti en vid gerdum eiginlega rad fyrir pvi ad
platan veeri 6endanlega stér { Gtleidslunni! Pad er pa spurning hvort ad petta sé gé0 nalgun eftir allt saman?
I rafsegulfraedi b4 er 4geet pumalputtaregla ad ef ad hluturinn er meira en 5cm 4 lengd pa er hann svo gott
sem 6endanlega langur (b.e. 5cm &~ o). En nidurstadan hér & undan gefur okkur sniduga leid til pess ad
leida 1t eftirfarandi (sem vid munum nota mikio { vetur!):



Logmal 15.5. (Rafsvid fra plotupétti) Litum 4 tveer plotur med flatarmdl A sem eru { fjarleegd
d fra hvor annarri. Latum ploturnar hafa jafnstéra en gagnsteeda hledslu +@Q. P4 er rafsvioid 4 milli
platnanna gefid med:

Eplétubéttir = i .
€0A

Utleidsla: Vid byrjum 4 pvi ad teikna upp mynd af plétupéttinum:

Vid sjdum ba ad:

Q Q
Ei=FE_—FE, = - =0.
! + 2€0A 25014 0
og eins er
Q Q
Em=F, —-FE_= — =
= + 28014 2€QA
En & milli platnanna héfum vio ad:
Q Q Q

E = E E, = = .
1 + * 26014 + 250A €0A

Pannig a0 vio alytum ad Epistupsttir = 60% 4 milli platnanna. O



Logmal 15.6. (Rafsvid fra 1ongum beinum vir) Litum 4 rafmagnsvir med geisla R og lengd L
sem ber rafstraum pannig ad heildarhledslan inni i pessum virbut er ). P& er rafsvioid fra virnum

gefid med:
_Q fr<R + + + + + R
omeoR2L | O =T
Boie = 0 Q

Q 1 o~ _
- = f R.
2megl T ehr= L

Utleidsla: Byrjum 4 pvi ad athuga ad hledslupéttleiki virsins er:

Q
TR2L

p:

Skoda hvernig rafsvidid breytist inni { virnum og fyrir utan. Veljum Gauss-flot sem er sammidja sivalningur
med lengd ¢ < L og geisla r. Byrjum & bvi a0 skooa tilvikid begar a0 r > R (fyrir utan sivalninginn). P4
hofum vio einfaldlega ad:

. Qinni ,07TR2€ P RfQ o Q 1

g = %E: ' dg = Ppiivar + Photn + (I)toppur = = = E("") =5 = .
—— M~ ——— €0 €0 29 71 2megl 1
E - 27re =0 =0

Hinsvegar ef » < R b4 feest a0 Qiuni = prr2l svo 16gmél Gauss gefur ad:

2 2
o prr<l Qr/ Q
b= F-dA = E(r) 2mrl = = — E(r)= ———— -r.
B % <T) m 9N €0R2L <T) 27T€0LR2 "
A0 lokum getum vid teiknad graf sem a0 synir pessa hegdun:
E(r) [N/C]
A
_Q L __________
2meo RL
1
2meg L T r—00 0
T
2meo LR2 - e
| >
Inni 7 virnum r=R Fyrir utan virinn r [m]

Mynd 15.1: Graf af styrk rafsviosins fra longum beinum vir med geisla R i fjarleegd r fr4 midju virsins.

Takid eftir ad rafsvidsstyrkurinn fra virnum (1) fellur heegar en rafsvidsstyrkurinn frd punkthledslu ().



15.2 Logmal Gauss fyrir pyngdarsvidio (*)

Par sem ad pad er dkvedid samraemi & milli Coulombskraftsins og pyngdarlogmalskraftsins pa settum vio ad
geta fundio Gausslogmal fyrir pyngdarlogmalio. Héfum séd ad:

E(r) = L@ @E:]{E.M’:Q;—T.

Ef byngdarsvioid er tdknad med § b4 settum vio ad hafa:
gir)= "5 = P, = j{g- dA = 471G Migps.

Vid getum ba notad petta til bess ad skoda hvernig styrkur pyngdarsvidsins breytist inni i jérdinni eftir pvi
sem a0 vid féorum nedar. Litum bvi & jordina sem einsleita kilu med geisla R og jafndriefdan massa M. Vid
viljum dkvarda pyngdarhrédunina inni { jérdinni fyrir » < R og fyrir r > R. Fyrir r > R fium vid einfaldlega
ad:

5 fyrir r > R.
r

%g,dE:4WGM I g(T)'47TT2:47TGM — g(?")ZGiM

Hinsvegar ef r < R b4 burfum vid ad dkvarda hvad Min,; er (pvi nina er pad ekki massi allrar jardarinnar).
Pvi er gott a0 nota edlismassa jarOarinnar:

M M 4
PV T T bannig ad  Minni = pVinni = p%?““’

sem gefur pvi a0 Minn = M (%)3. Vid faum pvi ad:
. r\3
7{9'(7“) -dA = 4rG M = g(r) - 4nr? = 4nGM (E)

sem gefur pvi a0:

_GMr

g(r‘)—FE, r < R.

Sjaum sér { lagi ad begar r = R bd er g(r) = Gngf eins og vid var ad buast. A neestu bladsidu ma sidan sja

graf sem synir pyngdarhréoun jarOdar sem fall af fjarleegd frd midju jardarinnar, r.




g(r) [m/s?]
A
GM
R2 I
@l ——o0
GM r—00

|
|
=R

r

Mynd 15.2: Graf af pyngdarhrédun jardar sem fall af r.

Takio eftir ad pyngdarhréounin vex linulega inni { joroinni!



15.3 Daemi

Daematimi 4: Rafllaedi

Raffleedi er skilgreind sem staerdin:
®p=E-A=FAcosf

bar sem 6 er hornid 4 milli vigranna. Ef vi0 setjum petta fram & érsmeaedarformi pa verdur betta:

@Ezfﬁ-dﬁ.

(24.9) Hvert er raffladid it um fl6tinn 4 myndinni?

I5cm X 15 cm

&
AN 180 N/C

(24.11) Rafflzedid Gt um fl6tinn sem sést 4 myndinni er @5 = 25Nm?/C. Hver er styrkur rafsvidsins?

ik s s
%ﬁg’ | /

\
10 cm X 20 cm

o1

(24.16) Hvert er raffleedid it um sivalningana hér fyrir nedan?

(a) (b)
/ /
P 2R : P 2R :
\ \

(24.29) Akardid raffleedin, @1, ..., $5 0t um skdbrettid hér fyrir nedan sem hallar um horn 6 = 30° og hefur
haed h = 2,0m og breidd b = 4,0m. Styrkur rafsvidsins er E = 400N/C { stefnu z-4ss.

4.0 m/l,\ E
®\ 1 N 400 N/C
o ST

% 30° E)

(24.9) 5 = —2,0Nm?/C. (24.11) & = 1400N/C. (24.16) ¢, = 0, &, = 2E7mr?. (24.29)

q)l = —3200Nm2/C, (I)Q = <I)3 = (1)5 = ONIIIQ/C, @4 = 320()Nm2/C, (I)heild = 0Nm2/C




Damatimi 5: Plotupéttir

Rafsvioio 1 plotupétti er gefid meo:
Q
Eplétubéttir = 607-

Rafsvioslinurnar liggja fra jakveedu plotunni og ad neikvaedu plotunni.

(23.3) Hver er styrkur og stefna rafsvidsins { svarta punktinum & myndinni?

30nC #

5.0cm

5.0cm
5.0 cm

—-3.0nC —

(23.23) Plotupéttir samanstendur af tveimur diskum med pvermdl p = 6,0 cm i fjarlaegd d = 2,0 mm fra hvor
annarri. Styrkur rafsviosins 4 milli platnanna er 1,0 - 105 N/C. Hver er hledslan & hvorri plétu?

(23.25) Tvaer plotur eru { fjarlegd d = 1,0 cm frd hvor annarri og halda hledslu ¢ > e. Nu er rafeind sleppt
fra yfirbordi neikveeOu plotunnar og réteind er sleppt & sama tima fra yfirbordi jakveedu plotunnar.
Hvar meetast rafeindin og réteindin?

(23.26) Tveer plotur med pvermdl b = 2,0cm eru { fjarleegd d = 1,0mm frd hvor annarri. Buid er ad hlada
ploturnar 1 ¢ = £10nC.
(a) Hvert er rafsvioio 4 milli platnanna?

(b) Réteind er skotid fra neikveedu plotunni { 4tt ad beirri jadkveedu. Hver barf upphafshradinn ad
vera ef hin & rétt svo a0 sleikja yfirboro jakvaedu plétunnar?

(23.3) E = (_%00) N/C. (23.23) Q =25nC. (23.25) £, = 0,9995cm. (23.26) E = 3,6 MN/C,

v=2383-10°m/s.




Daematimi 6: Hreyfing i rafsvioi

Hreyfing 1 rafsvioi er afar svipud hreyfingu i pyngdarsvioi. Kraftajafnan okkar verour pa:

Almennt pé gilda allar sému stéoujofnur og vio hofdum leert fyrir einsleitt rafsvio, £. Nuna er
hrédunin bara a = FE i stadinn fyrir a = g.

ma = qF, til samanburdar vio: ma = mg

q

(23.37)

(23.52)

(23.53)

(23.73)

Hver er styrkur og stefna rafsvidsins { punktinum 4 myndinni?

Rafeind er skotid undir horni § = 45° midad ivd larétt med upphafshrada vo = 5,0 - 10° m/s fra jakveedu
plotu plotupéttisins eins og sést & myndinni hér fyrir nedan. Rafeindin lendir { fjarleegd ¢ = 4,0 cm
fra upphafsstadsetningu sinni. (a) Hver er styrkur rafsvidsins inni { péttinum? (b) Hvert er minnsata
hugsanlega plotubilio, d?

-

VU ”a‘—~\
e s
e

4.0cm

Rafeind er skotid fra jakvaedu plotu plotupéttis undir horni = 45° midad vio larétt med upphafshrada
vp. Plotubilid er d = 2,0 cm. Styrkur rafsvidsins er E = 1,0 - 10 N/C. Hver er mesti hradinn, vg, sem
ad rafeindin getur haft an bess a0 rekast { neikvaeOou plétuna?

ﬁl 2.0cm

FFFF+FFFF+F

Skooum hringlaga gjordo med geisla R og jafndreifda hledslu @ sem liggur pannig ad samhverfuas
gjardarinnar samsvarar z-as hnitakerfisins. Nu er litilli hledslu —¢ komid fyrir { z = 0 & samhverfuas
gjaroarinnar. N1 er hledslan feerd um litla vegalengd z fra jafnvaegisstodunni. Synid ad fyrir z << R ba
verdur ti0ni einféldu sveifluhreyfingarinnar sem myndast vid petta gefin med:

f= 1/ @
2m \ dmegmR3

(23.37) Eheid = (564 ) KN/C, Eheia = 86,5kN/C og ¢ = 266,9°. (23.52) dmax = 9,9mm.

(23.53) vo = 1,2-10"m/s. (23.78) mz = —%92; o, = /X9 r_ © _90.1012Hy.




Daematimi 7: Logmal Gauss

Logmal Gauss segir a0 heildarraffleedio Gt Gauss-flot med raimmal V' og yfirbordsflatarmal A er:

Qinni

q’heile%E'dfT: -
0

Par sem Qinp; er heildarhledslan sem ad Gauss-floturinn umlykur.

(24.33) Hledsla ¢ = +10nC er stédd { midjunni & jafnhlida tening med hlidarlengdir ¢ = 2,0m. Hvert er
rafflzedio it um efstu hlio kubbsins vegna hledslunnar, ¢?

(24.43) Finnid rafsvioid (a) inni { (b) fyrir utan 4 sundbolta med geisla R sem ber jafndreifda hledslu @ 4
yfirbordinu.

(24.54) Litum 4 kiluskel med innri geisla a og ytri geisla b. Hledslan, @, i kiiluskelinni er jafndreifd um rimmaél
hennar. Kuluskelin er hol ad innan fyrir » < a.

(a) Hvert er rafsvioio fyrir r > b?
(b) Hvert er rafsvioid fyrir r < a?
(c) Hvert er rafsvidio fyrir a < r < b7

(24.55) Eitt af fyrstu atémlikonum Rutherfords hafoi kjarna med hledslu +Ze { midjunni (fjoldi réteindanna
var ba heiltalan Z) og jafndreifda neikveeda hledslu —Ze { rimméli kilu meo geisla R.

(a) Syniod a0 rafsvioid inni { atéminu (r < R) er:

Ze (1 r
E= S
dmeq <r2 R3)
(b) Hvert er gildid 4 F vid yfirbord atémsins?

(c) Uran hefur Z = 92 réteindir og geisla R = 0,10nm. Hver er rafsvidsstyrkurinn inni { Uranatémi
ir= %R fjarleego fra kjarnanum?

0 fr<R
(24.33) Bpoppur = 190Nm?/C. (24.43) E(r) = o (24.54)
Treor? ef r Z R
0 ef r<a
E(r) = #% efa<r<b (24.55) E(r) = £= - (=—4), ER) = 0,
Trer® ef r<b
Ey(3R) =4,6-10N/C.




Kafli 16

Raforka og rafspenna

Mikilveegustu staerdirnar i edlisfreedi eru svokalladar vardveittar steerdir: orka, skriopungi og hverfipungi.
Oflugur skilningur 4 pessum vardveisluhugmyndum getur oft breytt fléknu deemi i afar einfalt deemi! Vid
rifjum upp a0 orka er taknud med E og skilgreind pannig ad:

E=K+U

Par sem ad K = %mv2 taknar hreyfiorku kerfisins og U taknar stoduorku kerfisins. En stéouorkan U
getur verio af margvislegum toga og tilheyrir geymnum krafti (sja 5. bekkjar ndmsefnid fyrir ndkveemari
skilgreiningu - en { gréfum drattum eru pad allir kraftar nema niningur og loftmétsstada). Vio hofoum séd
til deemis ad pyngdarkrafturinn, F, = —mg, hafdi tilheyrandi stéouorku:

Ug = mgy,
bar sem ad y var haed hlutarins yfir jorou. Vio héfoum einnig séd ad gormkrafturinn, Fj, = —kz, hafoi
tilheyrandi gormstéduorku:
1
Uk- = 5]91'2

bar sem ad k var gormstudull gormsins og x var fjarleegdin fré jafnvaegisstodu gormsins (almennt er snidugt
a0 skilgreina stoouorkuna bannig ad hin sé nill { kraftajafnveegisstoou kerfising). Loks hofdum vid séd ad

fyrir pyngdarlogmalskraftinn, Fg = — G%m, var stoduorka pyngdarlogmalskraftsins gefin med:
GM
U = — m
,

Takio eftir a0 stoduorka pyngdarlogmalskraftsins er ndll 1 » = oo og ad hiun er alltaf neikvaed! Hingao til
hofum vid alltaf haft mikio fyrir pvi ad finna sté6duorkuna fyrir krafta. Vio notudumst pa vio pa skilgreiningu
ad stoduorka kraftsins veeri U = —W bar sem ad W var heildarvinnan sem ad purfti ad flytja hlutinn fra
jafnveegisstoou kraftsins 1 punktinn sem ad vio setludum ad reikna stéduorkuna i. Pad kemur {1 1j6s ad pad er
til einfaldari leid til bess ad gera betta med diffrun! Tékum eftir ad:

du, d
_— = — = = —F .
Eins feest ao:
dUy, d (1. dUg d GMm d , 4 GMm
dr  dz (Qkx ) ha % Ty T ar ( r ) ¢ " (™) r2 “

Almennt gildir ad F' = f‘fj—g. En ef vid margfoldum i gegn med dr bd er U = — [ Fdr = —W.
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F99 or gefin med:

s
_ kQq
r )

Logmal 16.1. Stoouorka rafkraftsins Fj, =

Ue

par sem ad vidmidunarpunktur stoduorkunnar hefur verio skilgreindur { » = oco.

Utleidsla: Pad er einfalt mal ad diffra til pess ad stadfesta nidurstéduna:

dU, - i <kQQ) _ qu% (7“_1) _ _k‘Qq — _F,

dr ~ dr r r2

O
En bad er 6peeginlegt ad burdast endalaust um med prufuhledsluna g svo ad eins og fyrir rafsvidid pa
skilgreinum vio:

Skilgreining 16.2. Vid skilgreinum rafspennu stéduorkunnar sem steerdina:

y=Ue _F
q r

En par me0 hljéta ad vera einhver tengsl vio rafsvioid! Athugum ad:

dU, dVv
F,=——— E=——:
k dr — dr

Svo rafsvidid er afleidan af rafspennunni! En félk vill oftast frekar tala um spennumun & milli tveggja punkta.
Pa er pvi eiginlega sama um rafspennuna sjalfa en langar bara til pess a0 vita hversu mikla orku parf til pess
ad fara 4 milli tveggja punkta. En vid getum fundid hvad pad er med pvi ad margfalda badar hlidar meo dr
og tegra fra upphafspunkintum r = a { lokapunktinn, » = b. Vid héfum pé ao:

v v ’
E:f—:>dV:fEd’r‘:>/ dV:f/ Edr
d'f' vV, a

Ef rafsvidio E er fast pa hofum vio sér i lagi ao:
AV = —E(b—a).

Petta er oftast ritad pannig a0 heildarvegalengdin sem a0 hluturinn ferdast er d = b — a og ef okkur er sama
um formerkid 4 spennumuninum pa getum vid skrifad:

AV = Ed
Pa er sér 1 lagi stoduorkubreytingin gefin med:
AU = qAV = qEd.

Vio héfum pvi synt ad:

Légmal 16.3. 1 einsleitu, fostu segulsvidi E ba er spennumunurinn 4 milli tveggja punkta i fjarleegd
d frd hvor 60rum gefin med:

AV = Ed.

Tilheyrandi stoouorkubreyting er pa AU = qAV = qFd.




16.1 Plotupéttir

Vid getum beitt pessum stéduorku- og spennumunshugmyndum & plétupéttinn
bvi bar héfum vio einsleitt rafsvid. Rifjum upp ad vio h6foum til deemis séd ao i
plotupétti (sem samanstendur af tveim ferningslaga plotum meo flatarmal A og
hledslu +@ 1 fjarleegd d fra hvor annarri). P4 er rafsvidio 4 milli platnanna:

@
EOA'

E=

En par sem a0 pad er fast pa faum vid ad rafspennumunurinn & milli skauta
plotupéttisins er:
d
AV:Ed:id:Q—.
EoA €0A

Pao er pa edlilegt a0 spurja sig hvort ad spennan sé meiri vio jakvaeda skautio eda vid neikvaeda skautio. Pad
er einfold leid til pess a0 svara pvi. Madur imyndar sér ad madur sé med jakveedu prufuhledsluna, +q. Hvert
myndi hin vilja fara? Hun leitar fra jakveeou plotunni og ad neikveedu plétunni. Par med hefur hin meiri
stoduorku pegar hin er neer jakveedu plétunni og minni pegar hiin er neaer neikveedu plotunni. Par med er
spennan meiri naleegt jakveedu plétunni og minni nalegt neikveedu plotunni. Vio héfum semsagt synt ao:

Logmal 16.4. Litum & plotupétti med flatarmal A par sem a0 bilid & milli platnanna er d og hledslan
4 plotunum er +£@Q. P4 er spennumunurinn 4 milli platnanna gefinn meo:

Qd
AV = Ed=—.
v E()A

Spennan er meiri vio jdkvaeou plétuna heldur en pa neikvaedu.

En pao er annad sem ad f6lk hefur dhuga 4 pegar a0 pad kemur ad svona péttum. Vid skilgreinum svokallada
rymd béttisins sem ad er maelikvardi & pad hversu mikla orku béttirinn getur geymt (vid munum sja sioar {
bessum fyrirlestri hvernig pad tengist orkubtskap!). Vio hofum bé ao:

Skilgreining 16.5. Vid skilgreinum rymd béttis meod hledslu +@Q og spennumun V' sem steerdina:

C=—.
v

Petta er reyndar oftast ritad pannig ad spennumunurinn er V = % En fyrir plétupéttinn pba pydir petta ao:

Logmal 16.6. Rymd plotupéttis sem samanstendur af tveimur plotum med flatarmal A sem eru {
fjarleegd d fra hvor anarri og bera hledslu +@, er gefin med:

A
C = 505.

Utleidsla: Hofdum s¢d ad spennumunurinn var gefinn meo:

Qd
AV = —
EoA
En par med faum vid samkvaemt skilgreiningunni ad:
Q_ Q A
C = V = @ = 503.
E()A



16.2 Rafsvarar

Hingad til hofum vid (dn bess ad ykkur hafi verid sagt fré bvi) verid ad vinna { témartimi (par sem ad
rafsvérunartalan er g9 = 8,85-10712C?/(Nm?)). Hvad gerist hinsvegar begar ad vid erum med rafsvio {
einhverju 60ru efni heldur en témarimi? Hvad ef vid erum til deemis med plotubétti par sem ad er buio ad
leggja plastdik inn 4 milli platnanna? Hvad gerist b vio rafsvioid (og rafspennuna) 4 milli platnanna?

_ _Qd
od AV = Cemi€0A
AV = <%
co4 Rafsvari
+@Q
+ +
+ +
+ +
+ +| A
+ +
+ +
d
C= 50%
C= 6efniEO%

Pao eina sem breytist er a0 allsstadar par sem ad vid hefoum skrifad ey pa skrifum vid eemicg. Talan eepyi
kallast rafsvorunartala og er had efninu sem a0 rafsvioid breidist ut { gegnum. T.d. ef vi0 myndum setja
plastdik inn & milli tveggja platna i plotubétti b4 hefdum vid epjast = 2, 3. I eftirfarandi toflu sjast nokkrar
algengar rafsvorunartolur fyrir mismunandi efni:

’ Efni \ Rafsvorunartala
Témaram 1
Loft 1,0006
Plast 2,6
Pappir 3,7
Olia 4,0
Gler 4,7
Gammi 7,0
Silikon 11,68
Vatn 80,2

Vid sjdum ba sér 1 lagi a0 €emi > 1 og bar med verour rymd béttisins meiri ef ad vid setjum rafsvara inn 4
milli platna plétupéttisins. En par sem a0 rafsvioid er pa gefid med:

Q _20

Eemi€0A T €0A

Erafsvari = Etémarﬁm

Eins feest a0 spennan minnkar: Viatsvari < Viémaram. VIO sjdum semsagt a0 rafsvidio og par med spennan
(V = Ed bvi rafsvioio er fast { plotupéttinum) deyfast ef ad vid setjum einangrandi efni inn & milli platna
plotupéttisins. Hinsvegar pa steekkar rymdin. Rymdin er semsagt i einhverjum skilningi meelikvardi 4 pad
hversu erfitt er ad bua til rafsvid 4 milli platnanna.



16.3 Orkubpéttleiki rafsvidsins

A0 lokum skulum vid fjalla adeins um pad hversu mikil orka er i rafsvidinu. Vid skulum imynda okkur ad
vid séum ad bua til plotupétti. Imyndum okkur ad vid séum med tvaer plotur sem hafa heildarhledslu +Q
og flatarmal A. Hugsum okkur til a0 byrja med ad peaer séu pétt upp vio hver adra. Ploturnar finna pa fyrir
addrattarkrafti fra hvor annarri sem er gefinn med:

Q Q°

F=QFE=Q- =
Q Q 28014 26014

Tokum eftir a0 pessi kraftur er fastur 6hao fjarleegdinni sem ad ploturnar hafa fra hvor anarri. Takio einnig
eftir ad tvisturinn { nefnaranum kemur til vegna bess ad pléturnar finna bara fyrir rafsvidinu fra hinni
plotunni, Eplata = % en ekki sinu eigin rafsvidi. En par med er vinnan sem ad vid purfum ad vinna til
bess ad fera ploturnar i sundur um vegalengd d gefin med:

Qd _ Q1

- =-QV = %CVQ.

:_F_:.J: = =
W 200A 20 2

Par ad auki sjdum vid ad Epistupsttir = EU% svo @ = E Aey bannig ao:
1
W= 550E2 (Ad)
En Ad er rammalio sem ad rafsvidio tekur. Vid getum pvi sagt ad orkupéttleiki rafsviosins sé gefinn med:

1
U, = §€0E2.

Vid dlytkum semsagt ad:

- )

Logmal 16.7. Orkan, Ug, sem a0 plotubéttir med rymd C' og hledslu @ geymir er gefin med:

Q2
= %.

Uc

Skilgreining 16.8. Orkubéttleiki rafsviosins er gefinn meo:

1
Uy = §€0E2.

Athugum b4 sér i lagi ad eining er: [u,] = 5.

m

16.4 Klassiskur geisli rafeindarinnar (*)

En pa héfum vio einfalda leid til pess ad finna geisla réteindarinnar. Latum réteindina hafa geisla r,. P4
hé6fum vio ad heildarorka hennar, U, vegna rafsvidsins er gefin med:

E-dd=S — p=—"
€0 6047Trp
sem gefur okkur pvi ad:
1 e2 47 ke?
U —r =, =
20 El6r2t 3 '» — PTG



2

En samkveemt Einstein er U = mpc® svo vid faum:

ke?

=53~ 26107 m
mpC

Tp

Eins getum vio synt a0 geisli rafeindar er gefinn med:

ke?

=~ 0,47-107% m

Te



16.5 Daemi

Daematimi 8: Rafstoduorka

Rafstéouorkan er U = ¢V bar sem ¢ er hledslan og V' er rafspennan.

(25.12) Hver er hraoi rafeindar sem hefur verid hradao yfir AV = 1000V spennumun?
(25.13) Hversu mikinn spennumun, AV, barf til bess ad hrada rafeind tr vo = 0m/s { v = 2,0 - 105m/s?

(25.16) Rafeind med upphafshrada vy = 5,0 - 10° m/s stédvast vid bad ad ferdast { gegnum einsleitt rafsvio {
plotupétti.

(a) Feroaoist rafeindin { 4ttina ad heerri eda leegri spennu?

(b) Hver er spennumunurinn & milli upphafsstadsetningu rafeindarinnar og lokastadsetningu hennar?

(25.20) Eolisfraedingar nota oft eininguna €V (electron-volt) begar beir glima vid orku kjarneinda. Einingin er
skilgreind pannig a0 1 eV jafngildir orkunni sem parf til pess ad hrada rafeind yfir spennumun AV = 1V.

(a) Hvao samsvarar 1eV morgum Joulum?
(b) Hver er hradi réteindar sem hefur hreyfiorku K = 5000€eV?

(25.12) v = 1,9-10"m/s. (25.13) V = 114V. (25.16) AV = —071V. (25.20)

leV =1,602-10"19J, v =4,2-10"m/s.




Damatimi 9: Rafspenna

Rafspenna punkthledslu, @, er gefin med: V = % = @ Til samanburdar er rafsvido punkthledslu

gefio med E= 5 = ’i—??

(25.30) Hver er rafspennan { svarta punktinum & myndinni hér fyrir nedan?

(25.31) Hver er rafspennan { svarta punktinum & myndinni hér fyrir nedan?

1.0 nC
/ \
/ \
/ \
/ \
3.0cm,’ *.3.0cm
/ \
/ Y \
/ AN
/ \
/ \
T 30em | ©
—2.0nC —2.0nC

(25.32) Rafspennan { svarta punktinum 4 myndinni hér fyrir nedan er 3140 V. Hvert er gildid & hledslunni, ¢7

(25.33) Tveer hledslur, £ = £2,0nC eru staddar { © = +1,0 cm.

(a) Hvar (ef einhversstadar) 4 z-dsnum er rafsvioio nall?
(b) Hvar (ef einhversstadar) & z-dsnum er rafspennan nall?

(¢) Teiknid graf sem synir E sem fall af x og graf sem synir V sem fall af x.

(25.30) Vp =870V. (25.31) Vp = —1560V. (25.32) ¢ =10nC. (25.33) Sjé grof { lausnum.




Daematimi 10: Péttar

Rafsvioio 1 pétti er gefio0 med: E = E%‘. Par sem ad rafsvidio er einsleitt pa verour rafspennan:
V =Fd= fji i plotupéttinum. Vid skilgreinum pa yfirleitt rafspennuna pannig ad hun sé nall vid

neikvaedu plotuna og V' = gFEx bar sem x er fjarleegdin fra neikveeOu plotunni. Spennumunurinn yfir
plotupéttinn er pa4 AV = gEd bar sem d er plotubilio.

(25.22) (a) Hver er spennan 4 AA og AAA rafhlédum?
(b) Tengjum AA rafhléou vio plotubéttir sem hefur hlidarlengdir ¢ = 4,0 cm og plétubil d = 1,0 mm.
Hversu mikla hledslu feer pa hvor plata um sig fra rafhloounni?

(25.23) Plotubéttir med geisla r = 1,5 cm hefur plétubil d = 2,0 mm. Rafsvidid { péttinum er £ = 1,0 - 10° V/m.

(a) Hver er spennumunurinn & milli platnanna?
(b) Hver er hledslan & plétunum?
(25.25) Tveer plotur med geisla r = 1,0 cm eru { fjarleegd d = 2,0 mm frd hvor annarri. Rafsvioio & milli peirra
er E=5,0-10°V/m.
(a) Hver er spennan yfir péttinn?
(b) Rafeind er skotid fra neikveedri plétunni med upphafshrada vg. Hun lendir 4 jdkvaedu plotunni

med hrada v = 2,0 - 10" m/s. Hver var upphafshradi rafeindarinnar?

(25.26) Roteind er skotid frd midjunni & plotupétti { dttina ad jadkveedu plotunni med upphafshrada vy =
2,0 -10° m/s. Spennumunurinn 4 milli platnanna er AV = 500V.

(a) Syniod ad upphafshradi réteindarinnar er ekki naegilegur til bess ad réteindin néi ad snerta jakvaedu
plotuna.

(b) Hver verdur hradi réteindarinnar pegar hin snertir jdkveedu plétuna?

(25.22) V=15V, Q@ = 21uC. (25.23) V =200V, @ = 0,63nC. (25.25) AV = 1000V,

vo = 6,95-10m/s. (25.26) v; = 2,97 -10° m/s.




Daematimi 11: Rymd béttis og rafsvarar

Rymd er skilgreind sem staerdin C = % Fyrir plotupétti pyoir betta ad { témartmi gildir ad:

Colstupéttir = 50%. Hinsvegar ef a0 vid setjum eitthvad efni inn 4 milli platnanna pa deyfist rafsvidio.
Vi0 segjum pa a0 efnid hafi einhvern rafsvérunarstudul, e, og rymd plotubéttis med rafsvara er pa
gefin med: Chiseupéttir = Eefniﬁog-

(26.21) Tveer hringlaga &lplotur med geisla 7 = 2,5 cm eru { fjarleegd d = 1 mm fr4 hvor annarri. Rafhlada sem
er tengd vid badar hlidar péttisins byr til spennumun AV =90V & milli platnanna.

(a) Hver er rymd béttisins?

(b) Hver er hledslan & plotunum?

(26.23) Vid @etlum ad smida plétupétti med rymd C' = 100 pF. Vid etlum ad nota plétur med hlidarlengdir £
og atlum ad setja litlar plastbynnur i hornin & plétunum til pess a0 bua til plotubilid. Plastbynnurnar
hafa pykkt b = 0,20 mm. Hvernig eigum vio ad velja €7

(26.35) Tveer plotur med hlidarlengdir ¢ = 4,0 cm hafa verid adskildar med plotubili d = 0,20 mm med pvi ad
setja Teflon-dik inn & milli platnanna. Rafsvorunarstudull teflons er ieon = 2,1 og mesta rafsvidio
sem er heegt ad na inni { tefloni er Epax tefion = 6,0 - 106 V/m.

(a) Hver er rymd béttisins?

(b) Hver er mesti hugsanlegi spennumunurinn & milli platnanna?

(26.36) Tveer plotur med hlidarlengdir £ = 5,0mm hafa verid adskildar med plotubili d = 0,10 mm fré hvor
annarri. Plétupéttirinn er tengdur vid 9,0 V rafhlédu. Sidan er 0,10 mm bykku lagi af Mylar (enyiar =
3,1) komid fyrir & milli platnanna (4n bess ad aftengja rathléouna). Hver verdur spennumunurinn,
rafsvioid og hledslan & béttinum (a) 40ur en Mylar-lagid er sett inn & milli platnanna (b) eftir a0
Mylar lagio er sett inn & milli platnanna.

(26.21) C' = 174pF, Q = 1,57nC. (26.23) ¢ = 4,75cm. (26.35) C = 149pF, V = 12.000 V.

(26.36) Vo = 9,0V, Qo = 19,8pC, Ey = 90kN/C, V, =9,0V, Q,, = 61,2pC, E,, = 29kN/C.




Damatimi 12: Orkan i pétti

Krafturinn sem a0 énnur plata plotupéttisins togar i hina med er gefinn med F' = QF = Q-
bé er vinnan sem ad parf til pess ad bua til plotupétti gefin med:
sl @ @d_@ 1

1
=F.d= .d= =L = = 2_ =

Q
Seo A En

Rammal béttisins er Ad svo ad orkubéttleiki rafsviosins (orka & rtimmélseiningu, J/m?) verdur:

U _K_ Q2 _18 i —15E2
"7 Ad T 2042 2 °\gd)  27°

(26.31) Vio viljum ao plotupéttir nokkur med rymd C' = 1,0 uF geymi 1,0 J af orku. Hver etti spennumunurinn
ad vera & milli platna plotupéttisins?

(26.33) Plotupéttir med geisla » = 1,0cm og plotubil d = 0,50 mm hefur spennumun 200V. (a) Hver er
heildarorka béttisins? (b) Hver er orkubéttleiki rafsviosins?

(26.64) Déttir med rymd C; = 5,0 uF heldur @ = 4,0mC af hledslu. Utanadkomandi kraftur breytir fjarleegd-
inni 4 milli platnanna (4n bess ad breyta hledslunni) par til ad rymd béttisins er Cy = 2,0 uF. Hversu
mikla vinnu vann krafturinn & péttinum?

(26.67) Flassljosio i stafreenum myndavélum notar 3,0V rafhloou til bess ad hlada béti. Péttirinn er sidan
afhladinn pegar vio tokum myndina. Afhledslan tekur 10 us og medalafl ljésaperunnar er 10 W. Hver
er rymd péttisins?

(26.31) V =1400V. (26.33) U =1,11-10"7J, u, = 0,71 J/m3. (26.64) W =24].

(26.67) C = 22 F.




Kafli 17

Inngangur ad rafrasum

17.1 Ihlutir i rafrasir

’ Mynd \ Lysing \ Takn ‘
+ —
Rafhlaoa 1%
I Rafstraumur I

0—/\/\/\,—0 Vionam R
@—{ }—Q Péttir C
o—1 O —o Spola L

Jr —

( : ) Ridspennugjafi | £(t)

Tafla 17.1: Thlutir { rafrdsum sem hafa algebrulegar steerdir.
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Mynd

Lysing

Jardtenging

Rofi

Ljésapera

Spennumeelir

Straummeelir

2R

Vionamsmeelir

Tafla 17.2: Aorir algengir ihlutir i rafrasir.

17.2 Logmal Kirchoffs

sérhverjum punkti ad:

AP
Iinn ! 12
S
vi;

Logmal 17.1. Vio hofum eftirfarandi tvo 16gmal fyrir rafrasir:

(i) (Gatnamétalogmal Kirchoffs) Rafstraumsfleedio er vardveitt. Pad er ad segja vid hofum {

(ii) (Lykkjulogmal Kirchoffs) Sspennufallid { gegnum lykkju { rafrds er nill. P.e.a.s.

AViykkja = AV1 +AV2 + ... +AVn = 0

AV,

7 [

Q)

AVs

Utleidsla: Gatnamétalogmalid er afleiding af pvi ad rafflaedi er vardveitt (samanber vatnsfleedi { vatnspipum).
Lykkjulogmalio er afleiding af pvi ad spennan { tilteknum punkt er fost 1 rdsinni og bar med parf spennan ad
vera s sama pegar vio komum aftur { punktinn svo vio hfum ad ef V' er spennan i pessum dkvedna punkti

b4 er spennan pegar vid komum aftur i pennan punkt a0 lokinni lykkjunni gefinn meo:

V+AVI + AL+ ...+ AV, =V — AVlykkjaZO.




17.3 Spennufall

Logmal 17.2. Litum & ras par sem ad spennan er gefin med V4 60rum meginn vid viondm R. Latum
rafstraumin sem flaedir 1 gegnum vidnamiod vera I. Spennan hinum meginn vid vidnamid er pa:

Vo=Vi —IR.

Petta er oft umordad pannig ad spennufallid vio bad a0 fara { gegnum vidnam { ras er gefid meo:

Vr=1IR

i o 8 I W
\/V
AV =—1IR

Logmal 17.3. Litum & ras par sem a0 spennan er gefin med V; 6drum meginn vid pétti med rymd
C og hledslu ). Spennan hinum meginn vio péttinn er pa:

V=Vi- 2

Spennufallid vid bad ad fara yfir pétti med rymd C og hledslu @ 1 rés er pa:

>
<
I
|
Qlo

Logmal 17.4. Litum & rds par sem ad spennan er gefin med Vi 60rum meginn vid spélu med
spanstudul L. Latum I(¢) vera strauminn { spélunni sem fall af tima, ¢. Spennan hinum meginn vid
spéluna er ba:

dI

Vo=Vi—LI=V; — —.
2 1 1 dt

Spennufallid vid bad ad fara yfir sp6lu med spanstudul L og rafstraum I(t) { rds er pa:

o dl
Vi = Li =L
L dt




P=1IV

Logmal 17.5. Litum & tiltekinn punkt { rafrds par sem ad spennan er V' og straumurinn sem flaedir
inn i punktinn er gefinn med I. Pa er rafaflio, P, i pessum tiltekna punkti rafrasarinnar gefid me0:

Utleidsla: Vid faum ad:

AE  A(qV) Aq
At A A VI

17.4 Radtenging og hlidtenging

Radtengingar og hlidtengingar eru 6flug tél sem vio getum notad til pess a0 einfalda résir.

Gormar
Logmal 17.6. (Hlidtenging gorma) Pegar ad vid hlidtengjum gorma med gormstudla k1, ko, . . ., ky,
béa hegdar kerfid sér eins og einn gormur med gormstudul
kneita = k1 + k2 + ... + kn
ko
oo k= ki + ks
k1 m G
R e
Utleidsla: Vid hofum pé ad kraftajafnan er gefin med:
ma = —kyx — kox = —(k1 + ko) = —kz
Svo vi0 sjaum a0 kerfid hegoar sér eins og gormur med gormstudul k = ky + ks. O
Logmal 17.7. (Radtenging gorma) Pegar vid radtengjum gorma med gormstudla kq, ko, ..., ky

ba hegdar kerfid sér eins og einn gormur med gormstudul kpeyq par sem:

S
kheita k1 ke Tk

.

.

Utleidsla: Latum z; vera strekkinguna & fyrri gorminum og x5 vera strekkinguna 4 seinni gorminum. P4
er © = x1 + 2o heildarstrekking kerfisins fra jafnveegisstoou. A massann m verkar eininungis gormkraftur fra

seinni gorminum svo:

ma = —koxo

En vid vitum par a0 auki ad kix; = koxo pvi togkrafturinn i seinni gorminum hlitur ad vera null pvi

gormurinn er massalaus og einu kraftarnir sem verka & gorminn eru kiz1 og koxo. En ba er:

1 1 1 1 1
ma:—kx:—k(xl—i—xg):—k(—ma—ma):k<—|—>ma = —=— 4 —.



Péttar

Logmal 17.8. (Hlidtenging pétta) Pegar ad vio hlidtengjum bétta med rymd Cy,Cy, ..., C,, bd
hegdar kerfid sér eins og kerfi med einu jafngildum pétti med rymd

Cheia =C1 +Co + ...+ C,

V. == —C, T C —» V_—_ T Cheita=0C1+Cq

Utleidsla: Samkveaemt lykkjulsgmali Kirchoffs pa parf spennufallid yfir sérhverja lokada rés i résinni ad vera
null. Vio skooum bpvi fyrst eftirfarandi lykkju:

V_—_ q::q (s

En par me0 sjdum vid a0 V — % =0svoV = % Athugum sidan a0 ef vid skodum eftirfarandi lykkju:

V= /2)::02

P4 héfum vio ad % — % =0 svo 6022 = 91 — V. Loks skulum vid skoda jafngildu résina:
2 1

V _—_ ﬂ :: Cheild

En b4 héfum vid samkveemt lykkjulogmali Kirchoffs ad V — $beiid — ( svo

Cheild

ei + ChV 4+ LV
Oheﬂd:Ql;/Id:leQQZ 1 u 2V _ oo




Logmal 17.9. (Radtenging bétta) Pegar ad vid radtengjum bétta med rymd Cq,Cs,...,C,, ba
hegdar kerfid sér eins og kerfi med einu jafngildum bétti med rymd, Chepg, par sem:

R U S |
Cheia C1 Cy = Cp
Ch
V _—_ — V _—_ —— Cheila= (C—l + cﬁ)
Cy

Utleidsla: Samkveemt lykkjuldgmali Kirchoffs er:

Asamt

_ Qheild

=0.
Oheild

En par sem ad rasin er hliotengd pa er Queilq = Q1 = @2 svo vio dlyktum ad:

v e+ 11
Cheitlda Qneild Qneild Ci Gy

Vionam

Logmal 17.10. (Hlidtenging vidnama) Pegar ad vid hlidtengjum vidondm Ry, Ra, ..., R,, bd hegd-
ar kerfio sér eins og kerfi me0 einu jafngildu vionami, Rpejq, par sem:

L1 1
Ryheta R1 Ry =~ R,
1 1\t
V _—_ R, Ry —— V _—_ Rieila = (RT + RT)

Utleidsla: Med bvi ad skoda lykkjurnar pa faum vio ad:
V = Rih = Rols = Rheilalheild
Par a0 auki sjdum vid ef vio notum gatnamétalogmal Kirchoffs a0 I = I1 + I5. En par med er:

v |V
1 :Ihei1d211+12:171+37: 1 1

Roea  V % V. R R




Logmal 17.11. (Radtenging vidnama) Pegar vio radtengjum vionam, R, Ra, ..., R,, ba hedgar
kerfio sér eins og kerfi meo einu jafngildu viondmi

Ruycia=R1+Ra+...+ R,

R,

V _—_ — V _—_ Ryeila=R1 + Ro

A%
Ry

Utleidsla: Vid hofum pé samkveemt lykkjulogméli Kirchoffs ad:
V-IR —IR;=0

En i jafngildu résinni veeri V' = I Rpej1q svo vio dlyktum ad Ryejq = R1 + Rs.

Spoélur

Logmal 17.12. (Hlidtenging spdla) Pegar vio hlidtengjum spoélur med spanstudla, Ly, Lo, ..., Ly,
béa hedgar kerfid sér eins og kerfi med einni jafngildri sp6lu med spanstudul Lyejq par sem

1 1 n 1 P 1
Lweta L1 Lo~ Ly
1 1\ 7!
V —/—_ Ly Ly — V_—_ Licila = (L—1+L—2)

Utleidsla: Samkveemt lykkjulogmali Kirchoffs pa er:
V—Lili =0, V—Ly=0, V- Lyeal=0.

Par sem a0 heildarstraumurinn sem a0 flaedir { rasinni er I = I 4+ I pa er I=1I 1+ fg med pvi ad diffra. Vid
alyktum pvi ad:




Logmal 17.13. (Radtenging spdla) Pegar vid radtengjum spélur med spanstudla, Ly, Lo, ..., Ly,
ba hegdar kerfid sér eins og kerfi med einni jafngildri sp6lu med spanstudul

Lyia=L1+Lo+...+ L,

V _—_ e V _—_ Lheita=L1 + Lo

000,
Ly

\. .

Utleidsla: Vid héfum samkveemt lykkjuldgmaélinu ad:

V=Ll — Lyl =0=V — Lyeiial = Lneita = L1 + Lo.

17.5 Drude-likanid (*)

I pessum vidauka munum vid reyna ad utskyra einfalt likan fyrir rafstraum. Pad er nefnilega svolitio skrit-
i0 ad vio gerum rad fyrir a0 rafstraumurinn sé fastur i rasinni p.e.a.s. ad rafeindirnar ferdist med jofnum
hrada i gegnum rafrésina. Pvi ef vi0 rifjum upp tengslin milli rafspennu og rafsvios, AV = Ed ba sjaum
vio ad rafeindirnar settu ad finna fyrir rafsvidi, F, og par med rafkrafti F = eF, en par med myndu beer
hafa fasta hréoun, a = %, i rasinni og rafstraumurinn setti a0 aukast eftir pvi sem ad rafeindirnar ferdast
lengra { rasinni. Vid munum ni reyna ad utskyra hvers vegna rafeindirnar ferdast med jofnum hrada i ras-

inni. Hliostaeou er ad finna i loftmdtsstoou og lokahradanum sem ad hlutir na i frjalsu falli med loftmotsstoou.

Vio skooum virbut af lengd ¢ med pverskurdarflatarmal A sem ad samanstendur af efni med heildarmassa M

og mélmassa p. Latum spennumuninn 4 milli enda virbitsins vera AV og bar me0 er rafsvidio { virbitnum
gefid med FE = %.

AV
sameindir
rafeind O
o0 ©
E O 0O
l

Vio litum & sem svo a0 rafeindirnar séu & hreyfingu en ad sameindirnar séu kyrrsteedar og ad rafeindirnar
skoppi 4 milli sameindanna og lendi i drekstrum vid baer. Vegna rafsviosins finna rafeindirnar fyrir krafti
Fg = eE en i arekstrunum vio sameindirnar pa finna paer fyrir einhversskonar loftmétsstoou:

Ap
Fé,rekstur = E



pbar sem ad Ap er skridpungabreytingin &4 timanum A¢. Latum 7 tdkna medaltimann sem lidur & milli arekstra
rafeindanna vid sameindirnar (vid munum sidar syna hvernig er heaegt ad dkvarda 7). Pegar ad rafeindirnar
skoppa af sameindunum med hrada v bé geta beer fengio hvada hrada sem er 4 bilinu [—v, v] svo ad medaltali
er hradi rafeindanna eftir dreksturinn 0 (sumar hafa pa neikveedan hrada en adrar jdkveedan en ad medaltali
hafa baer engan hrada eftir dreksturinn). En bad byoir ad skriopungabreytingin 4 milli drekstra verdur ad
medaltali:

Ap mv—m-0 mv
Firekstur = E = _ =

T T
En par med verdur heildarkraftajafnan:

mu
ma=elk — —
i

I kraftajafnveaegi er a = 0 og ba ferdast rafeindirnar pess vegna med fostum hrada sem kallast rekhradi:

mu eF
O=ma=eb — — = vg=—Tr.
T m

Latum nu f. tdkna heildarfjolda rafeinda & raimmaélseiningu. P4 verdur rafstraumurinn:

S 2
I_g_e fe AvdT:efeAvd:efeT

At T m AE.

Vio skilgreinum pa edlisvionam sem steerdina:

om
o feT
P4 hofum vio synt ao:
I=—F
P

Vidnamid var sidan skilgreint sem steerdin R = % svo ad vio hofum hér synt ao:

A EY
I=—F=—
p R

En E¢ = AV svo vid dlyktum ad AV = E¢ = I R. Par med h6fum vio leitt ut 16gmdal Ohms.



17.6 Daemi

Daematimi 13: Jafngildir péttar

Ch Cs
| | [ |
[ [ Radtdnging
=il
V—/— — V= —— Cheila = (C% + C%)
Hfidtenging
V_—_ — — Co— V _—_ — Chea=0C1+Cy
(26.27 og 26.28) Einfaldio eftirfarandi rasir og dkvardid heildarrymdir peirra:
|
+ 10 uF 4+ 0uF——
V— jﬁ_ V— —_—13uF
- 20 uF 10 uF  30uF—

(26.56 og 26.57) Akvardid hledsluna og spennufallid yfir hvern pétti { rdsunum hér fyrir nedan:

r[+ Il Ci =12 uF J: C,==4uF G
30V ICz:‘wF 9V
- C = — C3 2[.LF

3 =6 uF |

[

T

12 uF

(26.27) Cheild = 7,5 ,LLF. (26.28) Cheﬂd =25 [JJF.
(26.56) Q = 60 uC, AV, =5V, AV, =15V, AV =10V.
(26.57) Q = 16 uC, Q1 = 4 uC, Q2 = 12 uC, Q3 = 16 puC.




Daematimi 14: Jafngild vidonam

Ry

Ry

adtdnging

—

idtenging

Ry ——

V_—_ Rieila = R1 + Ry

—il
V _—_ Ryeila = (1% + %)

(28.25 og 28.26) Einfaldid eftirfarandi rsir og dkvaroid heildarviondm beirra:

100

409

109

4A'%A%

55

20Q

120 240 §5Q

§109§609§209 §3OQ

(28.58 og 28.59) Akvardid rafstrauminn og spennufallid yfir hvert vidndm i rdsunum hér fyrir nedan:

6

40

2

Q
+ 40 §
24V = 802
6Q 120

(28.25) Rpejig = 409, (28.26) Rpeiia = 109, (28.58) I =4,0A, [, =24A,1, = 1,6A.
(28.59) I =4,0A,I; = I, = 2,0A, I3 = 1,33A, I, = 0,67 A.




Daematimi 15: Logmal Kirchoffs

Lykkjulogmal Kirchoffs segir a0 heildarspennufallid vid pad a0 fara hring { rafras er ndll. Med 6d0rum
ordum: AVieq = AV + AVs + ... + AV, = 0. Gatnamétalogmal Kirchoffs segir a0 ef ad Ij,, er
heildarrafstraumurinn sem fleedir inn i punkt og Iy er heildarrafstraumurinn sem flaedir Ut ur sama

punkti ba er I, = Ig. Spennuféllin eru:

AVa=IR, ~ AVo=¢, AV =Li=1%

(28.4) Hver er steerd og stefna straumsins sem fer { gegnum 10 Q vidnadmid 4 myndinni hér fyrir nedan?

MW
10 Q

(28.31) Hver er spennumunurinn, AV =V}, — V, milli punktanna a og b & myndinni hér fyrir nedan?

4Q

AAAA
YVYY

(28.52) Straummeelirinn 4 myndinni hér fyrir nedan synir 3,0 A. Akvardid &, I; og I,.

20V k00
—|l
: |
200

30A —> lL

—WW—I[— “

1.0 Q £

(28.63) Hver er steerd og stefna straumsins sem fer { gegnum 10 Q vidndmid 4 myndinni hér fyrir nedan?

|
At

—WW—||I

-y
100 T3y

(28.4) T=09A. (28.31) AV =-70V. (28.52) £=12V,[; =3,0A. (28.63) I =045A.




Daematimi 16: Afl i rafrasum

Varmaaflio/rafaflio sem tapast { rafrdsum er gefid meo:

dE  d(qV) dq
dt dt dt v v

Par sem V taknar spennufallio yfir tiltekinn thlut og I taknar rafstrauminn i gegnum ihlutinn.

(28.7) I hefdbundnum innstungum hér 4 landi notum vid 220 V ridspennu sem sveiflast med 50 Hz t{dni. Dyson
Supersonic harblasari notar 1600 W stafraenan motor til pess ad gefa nakveeman og 6flugan blastur.
Hversu mikill straumur er { Dyson Supersonic hérblasaranum pegar hann er i gangi? Hvert parf innra
vidnamio { harblasarnum ad vera?

(28.8) Litum & myndina hér fyrir nedan til vinstri. Hversu mikid rafafl tapast Gt um hvort vidnam?

R =12Q

+
-+

R,=180Q 100 W

(28.9) Litum 4 myndina hér fyrir ofan til heegri. Buio er a0 koma fyrir tveimur ljésaperum fyrir { rdsinni,
einni 60 W og einni 100 W. Athugid a0 ljésaperur hafa innra vidonam og styrkur ljésaperu dkvardast tt
fra aflinu sem a0 peran myndi gefa ef ad hin veeri tengd vio 220 V heimilisspennu. Bédar ljésaperurnar
skina. Hvor ljésaperan skin skaerar og hversu mikio rafafl tapast i hvorri ljéosaperu?

(28.78) Hvert er rafaflid sem tapast { gegnum 2 Q vidndmio 4 myndinni hér fyrir nedan?

(28.7) I =7,3A,R=30Q. (28.8) P, =19W > P, =29W. (28.9) P, =7,0W > P, =42W.

(28.78) P = 0,20 W.




Daematimi 17: Eodlisvionam

Vionam vira er breytilegt eftir pvi ar hvada efni peir eru gerdir. Almennt gildir ad viondm virsins er:

l

Par sem p er edlisviondm virsins, £ er lengd virsins og A er pverskurdarflatarmél hans.

’ Efni \ Edlisvionam ‘
Al 2,8-107%Qm
Kopar 1,7-107%Qm
Gull 2,4-107%Qm
Jarn 9,7-107%Qm

Silfur 1,6-10%Qm
Volfram | 5,6-10~%Qm
Nikkel 1,5-107Qm
Kolefni | 3,5-107°Qm

(27.27) (a) Hvert er vidndm gullvirs sem er 2,0m & lengd og hefur pvermal 0,20mm. (b) Hvert er vidondm
rétthyrningslaga kolefnisvirs sem hefur hlidarlengdir 1,0 mm og lengd 10 cm?

(27.28) Verkfraedingur tekur 94 cm langan vir sem hefur pvermél 0,33 mm og tengir hann vid rafhlédu meod
1,5V spennu. Med pvi a0 nota straummaeeli sér hann ad straumurinn { rdsinni er 8,0 A. Ur hvada efni
er virinn?

(27.33) Blyio i blyontum er { alvérunni dr kolefni. Blyantur af lengd 6,0 cm og med 0,70 mm bvermadl er tengdur
i sitthvorn endann vio 9,0 V rafhlédu. Hver er straumurinn sem ad fer i gegnum blyantinn?

(27.37) Rafmagnsvirarnir sem eru notadir { rafrdsum heimila eru oftast koparvirar med pvermadl 2,0 mm. Vir-
arnir geta purft ad vera mjog langir { storum ibddarhisum til pess a0 nd ad tengja allt sem parf a0
tengja. Hver er spennumunurinn & milli endanna 4 20 m léngum heimilisvir sem ber 8,0 A rafstraum?

(27.27) R, =159, R, =3,50. (27.28) Silfri. (27.33) I =1,6A. (27.37) AV =0_87V.




Kafli 18

Segulsvid og logmal Ampéres

Vid hofoum séd ad hledslur & hreyfingu bua til rafsvio EQ = @f’ i kringum sig. Vio hofoum einnig séd ad ef
ad hladin 6gn med hledslu g er stodd 1 ytra rafsvioi, 57 pba finnur hin fyrir rafsvioskraftinum F;E = qE?. bao
er pvi 6hjakveemilegt a0 vio purfum & einhverjum timapunkti a0 tala um hvad gerist pegar hledslur fara &
hreyfingu. En par med komum vid a0 segulsvidinu. Eindir sem eru & hreyfingu btia nefnilega par a0 auki til
segulsviod { kringum sig (vid munum sidar sji begar a0 vid skodum afsteediskenninguna ad rafsvio og segulsvid
eru { rauninni sama svioid, b.e. rafsegulsvioio). Segulsvidido sem ad punkthledsla, ¢, sem hefur hraoa ¥, byr
til { punkti P sem er { fjarleegd 7 frd hledslunni er gefid med l6gmali Biot-Savart (tveir menn Jean-Bapiste

Biot og Félix Savart) sem steerdin:

Logmal 18.1. (Logmal Biot-Savart fyrir punkthledslur) Segulsvidid sem ad punkthleosla, g,
sem hefur hrada ¢, byr til { punkti P sem er i fjarlaegd r frd hledslunni er gefid med:

B Mo qU X T
punkthledsla — E .

r3

bar sem ad jg = 47 - 1077 %" =1,26-10"° %‘1 er fasti sem nefnist segulsvérunarstudull témarams.

<y

=L

]
Y

&
Il
N
5
£~}
S
el X
!

En venjulega pegar ad vid erum ad tala um hledslur & hreyfingu pa héfum vid einhvern rafstraum I. En pa
er edlilegra ad setja fram 16gmal Biot-Savart fyrir rafstraum:

194



Logmal 18.2. (Logmal Biot-Savart fyrir virbit) Segulsvidio sem a0 virbttur af lengd Al sem
ber rafstraum I myndar i fjarleegd 7 fréd virbatnum er gefio med:

= o IAZX 7
Bvirblitur = ET

Utleidsla: Samkveemt skilgreiningunni 4 rafstraum pa er I = % par sem ad AQ er heildarhledslan sem

ferdast 1 gegnum virbitinn &4 timanum At¢. En par med athugum vio ad:

Al AQ - .
AQT = AQKf = T?AZ = IAV.

En bar meo gefur 16gmal Biot-Savart fyrir punkthledslur ao:

3 o AQTUXT g INX 7
virbatur — An T3 == An T3 .
O
I
AQ
Al

En 4 pessum timapunkti settum vid pvi ad staldra vid og rifja upp hvernig krossfeldi virka. Vid hofoum séd
ad fyrir tvo vigra @ og b ba er krossfeldi vigranna skilgreint sem vigurinn ¢ = @ x b. Vio héfum pa eftirfarandi
reiknireglu fyrir steerdina & krossfeldinu:

i =

a X I;‘ = |@||b| sin 6 = absin 6

par sem ad 6 er hornio & milli vigranna a@ og b og stefnan dkvardast med heegri handar reglu:

axb

En pad er einnig til formleg steerofraedileg skilgreining & pvi hvernig maodur reiknar krossfeldi vigra. Vio

(e bd bfc
héfum ba ad ef @ = (gy) og b= <by> ba er:

z

T gy Z ayb, —a,b
I Y ay az| . |az G| . |6z ay|, vz =Y
C=dxb=|a; ay a;|= PR S el PR + b b |FT aby — agb,
b, b, b v roE v agzb, — a,b
x y z xz Oy yUz



En eind med hledslu g og hrada ¢ sem er i ytra segulsvioi, B , finnur einnig fyrir segulkrafti:

Logmal 18.3. (Segulkrafturinn & prufuhledslu) Litum & 6gn med hledslu

¢ sem hefur hrada ¥ og er stodd { ytra segulsvidi, B. P4 finnur htin e s g ® ®
fyrir segulkrafti: T
® ® ®
ﬁB = qﬁ X g
® ® o ®

En aftur pa er peegilegra ad setja petta fram i samreemi vid kraftinn sem ad virbatur i ytra segulsvioi, E,
finnur fyrir:

Logmal 18.4. (Segulkrafturinn 4 virbat) Litum & virbuat af lengd Al sem ad ber rafstraum I og
er staddur { ytra segulsvioi B. P4 finnur virinn fyrir segulkrafti sem er gefinn meo:

ﬁB:IAZX é

Utleidsla: Samkveemt skilgreiningunni 4 rafstraum pa er I = % par sem ad AQ er heildarhledslan sem
feroast 1 gegnum virbutinn & timanum A¢. En par med athugum vio ao:
Al AQ , - 4
AQT=AQ— = —AL=IAl.
I=A0% = &

En par med héfum vid ao:
Fp=AQix B=1IAlx B.

O
En eins og vid hofoum sé0 pa var afar erfitt ad leida at rafsvio { tilteknum punkti Ut fra skilgreiningunni 4
rafsvioi punkthledslu. Pad sem ad hjalpadi okkur gridarlega mikid var ad nota l6gmal Gauss sem sagdi ad
heildarrafflaedid it um yfirbord var vardveitt og gefid med:

P g heild = ?{E A = Qinni
€o
ba skilgreindum vid Gauss-flot umhverfis hledsludreifinguna okkar (oftast kila eda sivalningur) og gatum
pannig fundid rafsvioid. Til pess ad akvarda segulsvid ba getum vid pvi midur ekki nytt okkur segulflaedid
bvi pad kemur 1 1j6s ad heildarsegulfleedio it um hvada yfirbord sem er, er nill, med 60rum ordum pa gildir:

B et = f B.di=o.

En pad hjilpar vodalega litid til pess ad finna segulsvidid! I stadinn purfum vid ad skoda svokalladar Ampére-
lykkjur (sem eru einvida hlidsteedan vid Gauss-fleti) en ba hofum vid 16gmédl Ampéres:

Logmal 18.5. (Logmal Ampéres) Vio hofum ao:

heila = ]{ B - dl = polini

bPegar vio vorum ad glima vid 16gmal Gauss pa h6fdum vid { rauninni einungis dhguga & yfirbordsflatarmali
Gauss-flatarins sem ad vid skilgreindum. Pegar ad vio erum ad glima vid 16gmél Ampéres pa héfum vio i
rauninni einungis dhuga 4 ummali Ampére-lykkjunnar. Algengast er ad vid veljum hring med ummaél 277
eda ferhyrning med ummal 4¢4.



Logmal 18.6. (Segulsvid umhverfis beinan vir) Styrkur segulsvidsins { fjarleegd r frd beinum
vir sem ad ber rafstraum I er gefinn me0:

_ Mol
2mr

B(r)

Utleidsla: Veljum Ampére-lykkju sem er hringur med geisla r i kringum
virinn sem ber strauminn I. P4 faest samkvaemt 16gméli Ampéres ad:

i

fé-d[zuofmni — B-2mr =l = B(r)—2 .
wr

S

i

Logmal 18.7. (Segulsvidid i midjunni 4 hringlaga gjord) Litum & hringlaga gjord med geisla
R sem ber rafstraum /. Pa er segulsvidio i mioju gjardarinnar gefid meo:

Kol

Brisja = SR

Utleidsla: Skiptum gjérdinni nidur { litla bita hver af lengd A¢ pannig ad vid héfum N buta og N-Al = 27 R.
Skodum framlagid, dB sem ad hver litill biatur A/ veitir til segulsvidsins { miodju gjardarinnar. Vid héfum péa
samkvaemt 16gmali Biot-Savart fyrir virbut ad:

po INCX 7 g IMR g IAL

dB = = = —
dr 73 4 R 47 R?
En bé er heildarrafsvidio { midjunni gefid meo:
po TAC pol ol pol
Buigia = NdB=N-———- = NA =21R - =—.
% = Na ir R Yo = T R

O
Asteedan fyrir pvi ad vid hofum dhuga 4 pessu er ad vid getum hermt eftir segulsvidi fra hefobundnum segli
med pessum heetti:

*r X

Vio getum sidan stillt styrkleikan med pvi ad baeta vid vafningum { kringum lykkjuna sem er nu bpegar til

stadar ba verour styrkur segulsviosins: Bpijaja = “g%l . Pad er samt til enn pa snidugri leid til pess ad bua

til svona segul! Pad er med pvi ad smida spélu!




Logmal 18.8. (Segulsvid langspdlu) Langspdla samanstendur af virlykkju sem er vafid bétt {
sivalning af lengd ¢ med geisla R. P4 er segulsvioid innan { spélunni er einsleitt og gefid med:

pol N

Bspéla = /

lengd ¢

N vafningar

Utleidsla: Vid veljum Ampére-lykkjuna okkar sem rétthyrning med 3
hlidarlengdir a (14rétt) og b (160rétt) eins og sést & myndinni hér til
heegri. En vid sjaum ad heildarfjoldi vafninga sem ad Ampére-lykkjan
okkar umlykur hlitur ad vera N - 4. Vid sjdum einnig ad ekkert
framlag til feriltegursins mun koma fréd 2 og 4 par sem ad segulsvioid
er hornrétt 4 ferilinn par. Ekkert framlag mun koma fra 3 par sem ad
segulsvidio er (svo gott sem) nill fyrir utan langspéluna. Vid hofum
bé samkvaemt 16gméli Ampéres ad:

Na wol N
14 2

Hér fyrir nedan sést sidan mynd sem a0 synir 16gun segulsviosins inni i langspélunni. Takid eftir a0 segulsioid
styttist (neestum) Ut fyrir utan langspéluna.

f\g ~dl = :uOIinni = Ba= MOI - Bspéla = O




Synidsemi
Vinna segulkraftsins og hringhreyfing

Pad er eitt sem ad vid settum a0 byrja 4 pvi ad nefna i tengslum vio segulkraftinn. Hann hefur enga stéouorku
(vid sdum a0 fyrir einsleitt rafsvidid var stoduorkan Up = ¢Ed). En stoduorka er nefnilega skilgreind 1t
fra vinnunni sem ad krafturinn vinnur vid pad ad hledsluna a milli tveggja stada. En fyrir segulsvidid ba
er feerslan alltaf hornrétt & kraftinn svo ad heildarvinna segulsvidsins er alltaf nill. Med 60rum ordum pa
héfum vio ad:

dWpg =Fp-d§=qix B -d§=qix B-9dt =0

pbvi ¥ x B er vigur sem er hornréttur 4 baedi ¥ og B svo ad innfeldid (U x E) - U hlitur ad vera null. Petta er
reyndar algjorlega augljést & eftirfarandi mynd:

® ® ® ®
®,/  ® ® ©®
B
o\ @ Feo /@

® ® ® V'®

Vio sjdum ba a0 ¢ er alltaf hornréttur 4 Fg svo ad vinnan hlitur ad vera nill. En par med komum vid ad
00rum eiginleika segulsvidsins. Allar eindir sem ferdast i einsleitu segulsvidi, é, munu enda & pvi ad vera
& hringhreyfingu pvi a0 krafturinn Fg leitar alltaf inn ad midju. En geislinn er hadur massa eindarinnar,
hledslu hennar, hrada hennar og styrk segulsvidsins. Vid hofum nefnilega ad ba gildir ao:

2
mv—:ma:FB:qu - r:@.
T qB
En pad er meira varid { pessa ségu en einungis pad ad eindirnar verda & hringhreyfingu! Pa0 sem er magnad
er tionin sem a0 hringhreyfingin hefur pvi pao liggur til grundvallar fyrir 6llum 6reindahréolum dagsins 1 dag
(t.d. eins og LHC hja CERN). Pvi ef vid skodum timann sem ad ad pad tekur 6gnina ad ferdast einn hring,
e0a jafnvel betra, tidnina sem ad 6gnin hefur 4 hringhreyfingunni, pa sjdum vio ad vT' = 27r og bar meod er:

f—l— v v _ gB
_T_27T’I’_2ﬂ_ (mv) _27Tm
qB

Sem er 6had hrada eindarinnar! Ef a0 vid pekkjum segulsvidid inni { svona &reindahradli og vid maelum
tidnina pa getum vid semsagt fundid hlutfallio: L & hledslu eindarinnar og massa hennar (ef vid pekkjum
annad hvort massa eindarinnar eda hledslu hennar b getum vid sidan dkvardad hitt!).

I sumum dsemum getur verid paegilegt ad muna ad hornhradi eindarinnar er:

w=2rf=—
m

. B
En pderv=rw=2",
m



Twveir virar

Vio getum ntna skodad hvaoda ahrif segulsvidio sem ad straumurinn { vir hefur 4 annan vir sem er { fjarleegd
d fra hinum. Latum einn virinn bera straum I; og hinn bera straum 5.

Vio skodum tvo tilvik. Annars vegar pegar straumarnir eru i sému stefnu og hinsvegar pegar beir eru i
gagnstaeda stefnu. Pad eina sem breytist 4 milli tilvikana er stefna kraftsins & milli viranna. Ef peir eru i
somu att pa finna peir fyrir addrattarkrafti ef peir eru i gagnsteedar attir pa finna peir fyrir frahrindikrafti.
Vid athugum a0 virarnir finna fyrir segulsvidi hvors annars pannig ad vir 1 mun finna fyrir segulsvidinu:

_ ol

pol2
B — =
2 2md

~ 2md’
Stefna segulsvidins (inn eda 0t dr bladinu) dkvardast af stefnum straumanna med heegri handar reglu. En

ba er krafturinn sem ad virarnir finna fyrir vegna hvors annars:

(L1
Fjy = (B, = M°1°2 _ g
2nd

Par sem a0 ¢ er lengd pess hluta af virunum sem eru samsida. Stefnan dkvardast ut fra haegri handar reglu.

4 medan ad 2 mun finna fyrir By

Massagreinir

Skodum a0 lokum dhugaverda graeju sem er notud til pess ad meaela -2 4 sameindum (pannig ef ad hledslan
er pekkt ba getum vid fundid massa sameindarinnar meo bessari aoferd). Skooum eftirfarandi uppstillingu:

O © 1 ® OB
+ > —

®+®J%>—®
= i= =

O © i ©® Ho
i —

Ofl @ m 0 HO
o II=\ N

mo < My /

o o e "o

o d%@%@/@ ® OB
\\ 7"2\\‘——\////
© Q26 E © o o

X
~/ -

®©® ® ® ® ® ® 0

Fyrst erum vio med plotupétti sem ad gefur einsleitt rafsvio, E, i z-stefnuna 4 milli platnanna. Vid erum
einnig med einsleitt segulsvid, g, i z-stefnuna. Vio enda platnanna hofum vio komio fyrir litilli rauf sem
ad agnirnar geta fario i beint i gegnum ef a0 segulkrafturinn og rafkrafturinn eru i kraftajafnveegi pegar ad
Ognin ferdast i gegnum plétupéttinn. En til pess parf:

E

Fgp=Fp — qF = quB — UZE.

Ef a0 sameindin hefur einhvern annan hrada v begar a0 hin kemur inn & milli platna plétubéttisins ba
mun hun sveigja i burtu og ekki komast inn i raufina. Eftir pad kemst hin { einsleitt segulsvid og ferdast
4 hélfhring par til ad hun klessir 4 veggi massagreinisins (vid meelum sidan stadsetninguna fra raufinni par

sem a0 agnirnar klesstu 4 vegginn. En par med héfum vid ao:

mv mE q

E
r=— = — = —
qgB  qB? m  B2?r



En betta pyoir ad ef ad vio pekkjum styrk rafsviosins og styrk segulsvidins og vi0 meelum geisla halfhringsins
bar sem a0 agnirnar lenda 4 massagreininum pa getum vid akvardad hlutfallid -L. Vio sjdum ba sér i lagi
ad ef ad tveer eindir hafa sému hledslu, ¢, p4 mun eindin sem ad hefur meiri massa, m; > msy rekast &
massagreininn med minni geisla, r; < rs.



18.1 Daemi

Daematimi 18: Segulfleedi og 16gmal Ampéres

Segulflaedi er skilgreint sem stzerdin:

@Bzé-E:BACOSO

Par sem ad 0 er hornid 4 milli vigranna. A érsmeedarformi m4 rita petta sem: ®p5 = / B-dA.

Logmél Ampéres segir ao:
Iheild = ‘%\B’ : JZ = NOIinni‘

Par sem jig = 47 - 107" H/m = 1,26 - 10~ H/m er fasti sem nefnist segulsvérunarstudull témarims

(30.4) Hvert er segulflaedid Gt um gjordina sem ad sést & myndinni hér fyrir nedan til vinstri?

(30.5) Hvert er segulflaedid Gt um gjordina sem ad sést & myndinni hér fyrir nedan til heegri?

20 cm

X X X X X
X[ X X XX
X[ x xox||x
X[ X X XX
L] L] ._’ L]
K] oio °
[ ] [ ] [ ] L ] [ ]
L] L ] [ ] [ ] L]

20 cm 20 cm
(29.22) Gefid er ad ]{E -dl = 3,77-107% Tm. Hvert er gildid & I3 4 myndinni hér fyrir nedan til vinstri?

(29.23) Gefid er a0 7{5 -dl'=1,38-107° Tm. Hver er rafstraumurinn I5 4 myndinni hér fyrir nedan til heegri?

®L=20A

(30.4) 5 = 0,05Tm?2. (30.5) &5 =3,5-10"4Tm?. (29.22) Is =7,0A. (29.23) I3 = —23A.




Daematimi 19: Segulsvid umhverfis beinan vir

Med pvi ad beita 16gmali Ampéres & beinan vir b4 faest ad styrkur segulsvidsins er:

L I
Fheilej{B-cM:MoIinni = B-2mr=pl = B= %'

Par sem a0 r er fjarleegdin fra midju virsins sem ber strauminn, 1.

(29.8) Malmurinn niébin verdur ofurleidari vid hitastig sem eru leegri en 9K (ofurleidarar hafa ekkert vidondm).
Hinsvegar pa haettir efnid a0 vera ofurleidandi ef a0 segulsvidid vio yfirbord ofurleidarans verour meira
en 0,10 T. Hver er mesti straumurinn { beinum, ofurleidandi, niébin vir med pvermal 4,0 mm?

(29.9) A sidustu drum hafa minni spamenn verid ad velta fyrir sér heilsufarslegum afleidingum allra raftackj-
anna sem vid erum umkringd i daglegu lifi. Sér { lagi hefur félk velt fyrir sér skadsemi haspennulina
sem bera 100 A straum { 20m haeo yfir jorou. Hver er segulsvidsstyrkurinn & jérdinni beint undir
héspennulinunum? (Til samanburdar er segulsvid jardarinnar Bjsrs = 50 uT).

(29.14) Litum & myndina hér fyrir nedan til vinstri. Tveir virar bera 10 A straum (i sitthvora stefnuna). Hver
er styrkur og stefna segulsviosins i a, b og c?

60V
+
|||I
ae ! I
IZ.Ocm
C D—>
10 A
be 4.0 cm 100 Q)
10A . 20 Q 300
o IZ.Ocm .« A

(29.15) Punkturinn A er 2,0mm frd virnum sem sést { rafrdsinni hér fyrir ofan til haegri. Hver er styrkur
og stefna segulsvidsins { punktinum A? (Pid megid gera ba nédlgun ad einungis virinn sem er naestur
punktinum A veiti markteekt framlag til segulsvidsins { punktinum A).

(29.8) I = 1000A. (29.9) B = 2,0uT. (29.14) B, = 67uT, B, = —200uT, B, = —67 uT.
(29.15) B4 = —120 uT.




Daematimi 20: Logmal Biot-Savart og segulkrafturinn

(i) Kyrrstedar hledslur bia til rafsvio, E. Hledslur 4 hreyfingu buia par a0 auki til segulsvid, E, sem
er gefio med 16gmali Biot og Savart sem staerdin:

E fo qU X T
unkthledsla =
P 4T 13

Par sem jg = 47 - 107" H/m = 1,26 - 107 H/m er fasti sem nefnist segulsvérunarstudull témartims
(samanber €q), U er hradi punkthledslunnar g og 7 er fjarleegdin a0 punkthledslunni.

(i) Hladin 6gn med hledslu g og hrada ¢ { segulsvioi B finnur fyrir krafti:

ﬁB:qﬁxg.

—

(29.5) Hvert er segulsvidid, B, { svarta punktinum & myndinni hér fyrir nedan til vinstri?
(29.6) Hvert er segulsvidio, B , 1 svarta punktinum & myndinni hér fyrir nedan til heegri?

y (cm)

lZ.O X 10" m/s
1 -

AN 1.0 cm
Proton
2.0 X 10" m/s
T x (cm) < + x
-1 1
1.0cm Proton

(29.26) Roteind ferdast i segulsvidi, B = 0,50 T, med hrada, v = 1,0-10"m/s. Stefnur vigranna sjist &
myndunum hér fyrir nedan { (a) og (b) lid. Hver er segulkrafturinn sem verkar & réteindina?

(a) < (b)

y y
45° ~
X S0 > X

B B

<{

(29.27) Rafeind ferdast i segulsvidi, B = 0,50 T, med hrada, v = 1,0-10"m/s. Stefnur vigranna sjist &
myndunum hér fyrir nedan { (a) og (b) 1id. Hver er segulkrafturinn sem verkar 4 rafeindina?

(a) z (b
y
X

T

-
Vv

z

/y
B

(29.5) B =283-10716T2. (29.6) B = —1,13-10" T2 (29.26) F, = 5,7-10"13 Ty,
F,=80-10"3T2 (29.27) F,=80-10"3T¢, F, =5,7-1078T§—57-10"3T32.




Daematimi 21: Hringhreyfing i segulsvidi

Hladin 6gn med hledslu, g og massa m sem er stodd i segulsvidi mun ferdast & hringhreyfingu vegna
miodsoknarkraftsins sem ad segulsvioio veldur. Vid héfum pa ao:

Geisli hringhreyfingarinnar verdur pvi r = %. Med bvi ad rifja upp ad v = rw og ad w = 2xw f ba er
einnig haegt ad finna tionina { hringhreyfingunni (cyclotron-tidni eda hringhradaltioni)

02
m— =ma = Fp = quB
T

w 1w qB
o

27r:27rr ~ 2mm

(29.30)

(29.31)

(29.63)

(29.65)

Sem hluti af einféldu og 6dyru rannséknarverkefni { 6. bekk i MR atlar pi ad tutbta oreindahradall
sem ad hradar réteindum upp i 10% af hrada ljéssins, v = 0,1c = 3,00 - 107 m/s og heldur beim &
hringhreyfingu. Steersta hringlaga ilatid sem ad pu finnur { BYKO hefur 50 cm pverméal. Hver parf
styrkur segulsvidsins a0 vera til pess a0 pi nair markmidi pinu?

Orbylgjurnar { 6rbylgjuofni eru myndadar i svokalladri magnetrénu. Inni { magnetrénunni eru rafeindir
4 hringhreyfingu med hringhradaltidni 2,4 GHz. (a) Hver er segulsvidsstyrkurinn { magnetrénunni?
(b) Magnetrénan er hringlaga og hefur pverméal 2,5 cm. Hver er mesta hugsanlega hreyfiorka sem a0
rafeindirnar geta haft { magnetronunni?

Andefni er { einhverjum skilningi spegilmynd venjulegs efnis. Andréteind er ad 6llu leiti eins og réoteind
(med massa m, = 1,67 - 10727 kg) nema hledsla hennar er —e = —1,602-107!° C (en ekki +e¢). Eina
leidin til pess ad rannsaka androteindir er a0 koma peim fyrir & hringhreyfingu 1 loftteemi pvi ad ef
ad beer komast { snertingu vid réteindir b4 eydast badar eindir og mynda gammablossa. I CERN
vilja menn fanga andréteindir 1 2,0 mT segulsvidi 4 hringhreyfingu med hrada 1,5 - 10* m/s. Hvert parf
pvermalio & hradlinum ad vera hid minnsta til pess a0 andréteindirnar sleppi ekki tar hradlinum?

Kveikt er & einsleitu 30 mT segulsvidi { jakvaeda Z stefnu. Rafeind er sleppt af stad ar xy-planinu med
upphafshrada 5,0 - 105 m/s yfir horni = 30° midad vid larétt. Hver verour geisli hringhreyfingarinnar,
r, og gengjubilid, p, 1 skrufferli rafeindarinnar?

(29.30) B=1,25T. (29.31) B =285,7mT, Kpax = 1,61-1071*J. (29.63) b = 15,6 cm.
(29.65) r = 0,82mm, p = 3,0 mm.




Daematimi 22: Segulkrafturinn a vir

Vir sem a0 ber straum I og hefur lengd ¢ i ytra segulsvioi, B, finnur fyrir krafti:

FB:IZXE.

(29.36) Prir 50 cm langir virar bera 10 A straum { stefnurnar sem sdst & myndinni hér fyrir nedan. Hver er
steerd og stefna kraftsins sem a0 hver vir finnur fyrir vegna hinna viranna?

1 10A
C —>
<« 0
3 [20em 19
C O
50 cm

(29.34) Tveir 10 cm langir samsida virar eru staddir { 5,0 mm fjarleegd frd hvor 6drum. Hver er krafturinn, F,,
sem a0 verkar & vinstri virinn vegna heegri virsins og hver er krafturinn, F},, sem a0 verkar & haegri
virinn vegna vinstri virsins?

20 30
» W MW—
9V —/— 10 cm — 9V
5.0 mm

(29.72) A myndinni hér fyrir nedan til vinstri ma sjé tvo gorma med gormstudla 10 N/m sem eru festir vid vir.
Pegar a0 rafstraumur, I, er sendur i gegnum virinn pa pjappast gormarnir saman um 10 cm. Hversu
stor er straumurinn?

20 cm < 5
(4 L] L] L] B
L) L] L] \. 250 <
J B=05T

(29.73) A myndinni hér fyrir ofan til heegri ma sjé hlidarmynd af ferhyrningslaga straumgjord sem hefur
heildarmassa m = 2,0kg og hlidarlengdir ¢ = 2,5m. NeOsti endi gjardarinnar hvilir & niningslausum
fleti. T rasinni er 25 A straumur (1 stefnuna sem ad sést 4 myndinni). Hver barf styrkur segulsvidsins,
B, i larétta stefnu a0 vera til pess a0 gjordin haldist kyrr og myndi 25° horn midad vid larétt?

(29.36) Fy = 25mN, F, = ON, F3 = —25mN. (29.34) F, = F}, = 54uN. (29.72) I = 2,0A.
(29.73) B=10,16T.




Da

matimi 23: Segulsvid langspélu

Segulsvioid inni 1 sp6lu sem er buin til med pvi ad vefja vir med pvermal, b, pétt { sivaling med
vafningafjolda, N, geisla, R, og lengd, ¢, er gefid med:

IN I
Bspéla = L = IUL

4 b

(29.25)

(29.49)

(29.50)

(29.79)

Segulémunartaeki nota 6flugt, 1,5T, segulsvid til bess ad taka myndir af liffeerum. Myndatokuklefinn
er spola sem er honnud pannig ad hin er 1,8 m a0 lengd og hefur pvermédl 75 cm. Spélan er biin til med
bvi ad vefja vir med pvermdl 2,0 mm bétt { kringum klefann. (a) Hver er vafningafjéldi spSlunnar?
(b) Hver er straumurinn sem a0 parf a0 leida { gegnum spéluna til bess ad buia til svona sterkt segulsvid?

I verklegum tima erud pid bedin um ad smida spélu med pvermal 20 cm sem ad hefur einsleitt segulsvid
5,0mT inni { henni. Vondi edlisfraedikennarinn ykkar gefur ykkur tvo vira til verksins. Vir A hefur
bvermal 1,02 mm og getur mest borio 6,0 A straum. Vir B hefur pvermél 0,41 mm og getur mest borid
1,0 A straum. Hvorn virinn settud bid a0 nota og hversu mikinn straum parf spélan ad hafa?

Hefobundinn sivalningslaga segull hefur geisla 1,0 cm og lengd 8,0 cm. Styrkur segulsvidsins vid Nord-
urpél segulsins er 0,10 T. Vid setlum ad bua til sivalingslaga sp6lu med sama geisla og sému lengd sem
hefur einsleitt segulsvid med sama styrk og segullinn. Hversu marga vafninga parf spolan ad hafa ef ao
straumurinn { spélunni er 2,0 A7

P ert med koparvir af lengd 1,0m og 9,0V spennugjafa. Koparvirinn hefur pvermal 1,00 mm og
edlisviondm 1,7 - 108 Qm. N1 tengjum vid enda virsins vid spennugjafan og bium til spélu ar kopar-
virnum. Hver verdur styrkur segulsviosins inni { spélunni?

(29.25) N =375, I = 24kA. (29.49) I, =4,1A, I, = 1,6 A. (29.50) N = 3180.
(29.79) B =0,52T.




Kafli 19

Logmal Faradays og spanstraumur

19.1 Logmal Faradays

Logmal 19.1. (Logmal Faradays) Breyting & segulflzedi, < dt , spanar spanspennu, £(t), og span-
straum J(t), samkveemt:

RJ fE il C@B.

Par sem a0 R er vidnamio i rasinni par sem a0 spanstraumurinn spanast.

Par sem ad segulfleedio er gefid med g = B-A=BA cos~y bar sem a0 v er hornio 4 milli vigranna. Ef
v = 0° ba eru adallega tveer leidir fyrir okkur til pess ad breyta seglfleedinu. Vio héfum nefnilega samkvaemt
diffrun margfeldis ao:

d®p d dB dA
= BA —A+B—
Sdt dt (BA) = dt + dt
I flestum dzemum sem ad vid munum skoda pé er annadhvort dA =0 eda % = 0 svo ad vid héfum annad
hvort ad:
ddp dB ddp dA
dt dt’ con dt dt

Med 60rum ordum pé er pad annadhvort segulsvidio sem ad breytist meo tima eda flatarmalio sem ad breytist
med tima. Reyndar settum vio a0 nefna ad stundum er pad hornid v 4 milli vigranna sem er breytt (med
bvi ad snia gjord med fast flatarmdl A { fostu segulsvidi B) b4 feest:

dy

d® d
=5 = (BAcoswy) = —BAsmyd

@ = —wBAsiny(t)

dy
Par sem ad w = 9} er hornhradinn sem ad gj6roinni er sniio med.
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19.2 Synidaemi

Skodum til deemis uppstillinguna & myndinni hér fyrir nedan:

X X X X X [Fl1LLX X X
%

X X X X

/X X X X

X X X X

X X X X

X X X X \X b X X X

Spanstraumur

Biod er a0 koma fyrir rennivir ofan 4 U-laga vir. Pa0 er einsleitt segulsvio, B , inn {1 t6fluna. Rennivirinn

lokar rasinni pannig ad flatarmdl rdsarinnar par sem a0 straumurinn getur hlaupio er A = fx par sem ad

x er fjarleegdin sem ad rennivirinn hefur verid dreginn. Virarnir hafa edlisvidndm p og rennivirinn hefur

viondm R,. Nu byrjum vio ad draga rennivirinn til haegri med hrada v. P4 breytist flatarmél gjardarinnar
dB

(en segulsvidio er ébreytt svo % = 0) og flatarmalid er ba gefid med:

A(t) = l(xg + vt) = Lo + Lot
bar sem x( er fjarleegd rennivirsins fra vinstri endanum { byrjun. En pa faum vio ad:

by d dA
& ~ @B a Bt

En samkvaemt 16gméli Faradays er b4 spanspennan sem a0 spanast gefin me0:

ddp
E(t)=———=—-B¢
(t) o v
Vid getum hunsad minusmerkio pvi bad er einungis notad tiL bess a0 segja okkur 1 hvada stefnu straumurinn
spanast. Nuna er segulflaedid ad aukast inn { bladid (bvi B er inn { bladid og A er ad aukast) svo ad vid
alyktum ad straumurinn spanast rangseelis (mioad vio klukkuganginn) i rasinni. Straumurinn { rasinni verdur
b4 gefinn meo:

0+ 2a(t Bl
Rotp- 20N gy = Biw — () = .
A Rr+pé+iz0 +p22t

Par sem ad A er bverskurdarflatarmdl U-laga virsins. Sér { lagi sjdum vid ad J(t) T 0.
— 400

Annad sem madur gaeti spurt ad er hversu mikil orka tapast pa Gt um R, viondmid. Vio athugum pé ad:
P =IAVg =I*?R, = P(t) = J*(t)R,.
Heildaraflio sem tapast i rasinni er hinsvegar:

P = J(E®).



19.3 Sjalfspan i spélu

Logmal 19.2. (Spanstudull) Vio skilgreinum spanstudul sp6lu bannig ad spennufallid yfir spéluna,
AVp, er gefio med:

dl
AV, = —L°.
L dt

Logmal 19.3. (Sjalfspan spélu) Litum 4 spélu med geisla R af lengd £ og med vafningafjolda N.
P4 er spanstudull spélunnar gefinn meo:

AN?
0
Llangspéla = £ ; )

par sem A = TR2.

. J

Utleidsla: Vid hofum ad segulfleedid 1 einni lykkju breytist samkveemt:

ddp d d d (poIN Lo AN dI
—— =—(BA)=A—(B)=A— = —.
dt dt (B4) dt( ) dt ( 4 ) ¢ dt
En pao eru alls N lykkjur og hver peirra veitir sama framlag til spanspennunar svo ad vid jéfum a0 spennu-
fallio er:

ddp poAN? dI dI Lo AN?
AV, =€&(t)=—-N- =— — = —L— = Ljangspsla = .
Vi = () dt ¢ dt dt fangspol ¢
Par sem ad A = 7R? er pverskurdarflatarmal spélunnar. O

Logmal 19.4. (Orkupéttleiki segulsvidsins) Orkupéttleiki (orka & rtmmaélseiningu) segulsvios
er gefi0 meo:

Lo
up = —
240
Til samanburdar var orkupéttleiki rafsviosins:
1
U = §€0E2.

Logmal 19.5. (Orkan i spélu) Orkan sem ad spéla med spanstudul L geymir begar ad straumur
I fer 1 gegnum hana er gefin meo:

1
U = 5LIQ.
Utleidsla: Orkupéttleiki segulsvidsins er:
1
up = — B>
b 240

En par med héfum vid ad orkan sem ad spélan geymir er:

2 2
UL:uB-Ae=1<“OIN> AE:;M-IQ:%LP. O

2[1,0 Y4 l



19.4 Hvers vegna er ridstraumur malid?

I

Skodum eftirfarandi uppstillingu:

r—y
—

Vir ber straum I upp og rétthyrningslaga gjéro meo hlidarlengdir a og b er stodd 1 fjarleegd = fré virnum. Til
a0 byrja med @etlum vid ad skoda hvad gerist pegar ad straumurinn er fastur (p.e.a.s. frd jafnspennugjafa).
Athugum a0 virinn byr til segulsvio { kringum sig og ad segulsvioio er pvi missterkt eftir pvi hvar vid erum
i gjoroinni. Vio hofum pa a0 heildarsegulflaedio Gt um gjordina er:

I x+a T T x+a I I
B(r) = Ho® pannig ad: ®p :/ B0y — [MO ln(r)} — ,uoln<x+a> _ 'uiln(l + ﬁ)
x T T

o’ 2rr 2 2 x 2

Petta er 6had bvi hvort a0 straumurinn er timahddur eda ekki. Ef I er fast pa feest einfaldlega ad:

d®p

a0

En par me0 spanast enginn straumur i rasinni ef a0 vi0 erum med jafnan straum. Hinsvegar ef a0 vid erum
med ridstraum, I(t) = Iy sin(wt) pa héfum vid ad:

ddp  d (uol(t) 1n<1 . D) __tolow 1n(1 + %) cos(wt)

dt — dt \ 2« o

Ef ad heildarvidnam gjarOarinnar er R pa faum vid ad spanstraumurinn sem ad spanst i rasinni er gefinn
me0:

_ dPp _ M()Iow

_ M()I ow
dt 2T

RJI(t) = £(t) = o

ln(l + %) cos(wt) = J(t) 1n<1 + %) cos(wt)



19.5 Daemi

Daematimi 24: Logmal Faradays og 16gmal Lenz

Logmal Faradays segir ad spanspennan sem ad myndast vid pad ad segulflaedi breytist er gefio meo:

— dPp
0 / i —

En spanspennan getur myndad spanstraum, J(¢) { rds sem hefur viondm R samkveemt:
E(t)=J(t)R.

Minusmerkiod i 16gméli Faradays hefur fengid sérstakt nafn og kallast 16gmal Lenz. Pad segir ad
spanstraumurinn sem ad myndast 1 rasinni er i 6fuga att miodad vid breytinguna a segulflaedinu.

(30.11) Helmingurinn af einshlida prihyrning med 20 cm hlidarlengdir er staddur inni { segulsvidi sem ad hefur
styrk 0,10 T. (a) Hvert er segulfleedio it um prihyrninginn? (b) Prihyrningurinn er biiinn til tr koparvir
sem hefur geisla 1,5mm. Hvert er viondm prihyrningsins? Eolisviondm kopars er 1,7-1078 Qm.
(c) Segulsvidio byrjar skyndilega ad minnka um 0,01 T/s. Hver er staerd og stefna spanstraumsins sem
ad spanast i rasinni?

(30.13) Rétthyrningslaga gjord er ytt inn { einsleitt 0,20 T segulsvid med hradanum 50 m/s. Viondm gjardar-
innar er 0,10€2. Hver er staerd og stefna spanstraumsins sem ad spanast { rasinni?

(30.15) Ferningslaga gjord med hlidarlengdir 8,0 cm hefur vidndm 0,20 2. A myndinni sést ad spanstraumurinn
{ rdsinni er 150 mA. Er styrkur segulsvidsins ad aukast eda ad minnka (inn { bladid)? Med hvada hrada
(T/s) er styrkur segulsvidsins ad breytast?

(30.14) Allar gjardirnar { lidum (a), (b) og (c) hafa 10cm bvermdl og eru staddar { premur mismunandi
segulsvidum. Vionam gjardanna er 0,20 2. Hver er steerd og stefna spanstraumsins sem ad spanast i
gjorounum premur?

(RK 30,11 (I 40ms L msoas)
0.10T X X B020% . DomA
X X X ° ° X
o 20 cm ® °
X X . . 8.0 cm
X
X A N
X X X X
8.0 cm
(RK 30.14)
X X@X X
x xhx x
x XPx x
X X@x X

(a) Segulsvidid eykst um 0,50 T/s (b) Segulsvidid minnkar um 0,50 T/s (¢) Segulsvidid minnkar um 0,50 T /s

(30.11) J = 12mA. (30.13) J =50A. (30.15) € —=47T  (30.14) J, = J, = 20mA.




Damatimi 25: Spanstraumur

(30.53)

(30.54)

(30.55)

(30.59)

Ferningslaga gjord hefur hlidarlengdir 10 cm og ferdast inn { einsleitt 0,80 T
segulsvid med hrada 10m/s. Vidndm gjardarinnar er 0,10€. (a) Teikn-
i0 graf sem synir spanstrauminn i rasinni, J(t), sem fall af tima, ¢ fra
t = 0,000s til t = 0,020s. (b) Hver verdur mesti straumurinn { rdsinni?
Hvar er gjoroin stodd begar ad straumurinn er mestur?

Tveir L-laga virar sjast & myndinni hér til haegri. Peir eru staddir 1 einsleitu
0,10 T segulsvioi. Vio timann ¢ = Os b4 eru hornpunktar beirra staddir
{ sama punkti (flatarmélid sem a0 virarnir umlykja er pa nuall { byrjun).
P4 byrjum vid ad draga annan L-laga virinn med hrada 10 m/s undir 45°
horni midad vio larétt & medan ad vid héldum hinum virnum kyrrum. Vir-
arnir, sem eru Ur gulli, hafa edlisvionam pgun = 2,4 - 1078 Qm og pvermal
1,75mm. (a) Hver er stefna spanstraumsins { rasinni? (b) Akvardid span-
spennuna, £(t) og spanstrauminn, J(t), sem fall af tima, t. (c) Gefio toluleg
gildi & spanspennunni og spanstraumnum vi0 timann ¢ = 0,10s.

Rennivir nokkur er 20 cm ad lengd og hefur massa 50 mg og vidnam 1,0 (2.
Rennivirinn er dreginn med fostum hrada 10m/s til haegri { einsleitu 0,10 T
segulsvidi eins og sést 4 myndinni hér til heegri. Rennivirinn rennur meofram
nuningslausum, ofurleidandi teinum sem hafa ekkert vidondm (eina vidndmid
{ rdsinni er b4 vegna rennivirsins). (a) Hver er spanstraumurinn sem ad
spanast { rasinni? (b) Hversu mikinn kraft parf til pess ad draga virinn?
(c) Pegar a0 virinn er dreginn svona mun spanstraumurinn { rasinn valda
pbvi a0 varmaafl tapast { viondmi rennivirsins og hann mun par af leidandi
hitna. Edlisvarmi virsins er ¢, .. = 710J/kg K. Um hversu margar gradur
hitnar rennivirinn vio pad ad draga hann svona { 10s?

Rennivir nokkur er 20 cm a0 lengd og hefur massa 10 g og vidnam 0,10 2. Rennivir-
inn getur runnio 160rétt meofram U-laga ndningslausum, ofurleidandi teinum eins

10 cm 10 cm

X X XX X X

o0
S
X X X=X X X

og sést & myndinni hér til haegri. Styrkur segulsvidsins er 0,50 T. Nu er kerfinu x | x x X

sleppt ur kyrrstéou og pyngdarkrafturinn sem ad verkar & rennivirinn togar hann
b4 nidur. Eftir einhvern tima mun rennivirinn vera i kraftjafnveegi og ferdast pa

med fostum lokahrada nidur, vek. Akvardid lokahradann.

10 m/s
X X X X X X X X
X[| x X x X X X X
K x xLx X X X X
B >y
X[| x X x X X X X
X[| X X x X X X X
X X X X X LIx x X
X X X X X X
XX X x x|x
XX X x x|x
X | x
><><><1><><><
X | X XEX X | X

(30.53) Juax = 11,3A.  (30.54) £(0,1s) = 1,0V, J(0,1s) = 354A.

F=40mN, AT =11,3°C (30.59) vjox = 0,98m/s.

(30.55) J = 0,20A,




Damatimi 26: Spanspdlur og orkan i segulsvidi

Spanstudull langspolu af lengd ¢ med vafningafjélda N og pverskurdarflatarmal A er gefinn med:

Spennufallid i gegnum spoéluna er pa AVy = —L%. Orkan sem a0 spélan geymir er pa gefin me0:

Orkupéttleiki segulsvidsins er: ug = % = L B2,

2
L:MOJZA

1
U = 5L12

2p0

(30.12)

(30.26)

(30.27)

(30.28)

Spanséla er buin til med pvi ad vefja vir med pvermdal 0,30 mm pétt i kringum sivalning med geisla
2,0mm. (a) Hversu long barf sp6lan a0 vera til bess ad spanstuoull spélunnar sé 10 pH? (b) N hleypur
fastur 100 mA straumur { gegnum spéluna. Hversu mikla orku geymir spanspélan? (c¢) Hver er orku-
béttleiki segulsvidsins inni { spélunni? (d) Hver er styrkur segulsvidsins inni { spélunni? (e) Skyndi-
lega fellur straumurinn { spélunni nidur { 0 A 4 5,0 us. Hvert var spennufallid yfir spéluna 4 medan ad
straumurinn var ad minnka?

Spanspdla nokkur hefur spanstudul 100 mH og heildarvidndm virsins sem ad spélan er btin til ar er
4,09Q. Spélan er tengd vid rathl6ou sem hefur ispennu 12V og innra vionam 2,0 Q2. Hversu mikla orku
geymir spélan?

Spéla nokkur er 12 cm 16ng og hefur pvermél 3,0 cm og vafningafjolda 200. Hversu mikla orku geymir
spélan pegar a0 um hana streymir 0,80 A rafstraumur?

Segulémunarteeki (MRI scanner) eru notud { leeknisfreedilegum tilgangi til bess ad taka sneidmyndir
af likamshlutum sjiklinga. Sa likamshluti sem & ad rannsaka er pa settur { midju myndatékuklefans
sem er { rauninni risastor spéla sem er 40cm i pvermal og 1,0m 16ng. Segulsvidio sem ad myndast
inni { myndatokuklefanum er 5,0 7T og er buid til med pvi a0 leida 100 A straum { gegnum spoluna.
En eins og vid hofum leert { verklegu pa getur stafad brunahaetta af pvi ad nota rafstraum sem er vio
meira en 1,0A. Af o6ryggisradstofun er pvi notast vid ofurfledandi helium vid lagt hitastig til pess
ad kala virana sem ad spolan er buin til Ur pannig ad peir virar verda ofurleidandi og hafa pvi svo
gott sem ekkert innra viondm. (a) Hver er vafningafjoldi spélunnar? (b) Hversu mikla orku geymir
spolan begar hiin er a0 myndgreina likamshluta sjuklings? (c) Hver er orkupéttleiki segulsvidsins inni
i myndatokuklefanum?

(30.12) ¢ = 5,70cm, Uy, = 5,0-1078J, up = 0,070J/m?, B = 419uT, AV, = 0,20V. (30.26)

Ur = 0,20J. (30.27) L = 296 uH, Uy, = 94,7pJ. (30.28) N = 39.800 vafningar, Uz = 1,25 MJ,
ug =1,0-1077J/m3.




Kafli 20

Timaproéun i rafrasum

20.1 Jafnspennurasir (DC)

20.1.1 RC-ras:

Logmal 20.1. (Afhledsla péttis) Litum & rafrds bar sem a0 hledslu Qg hefur verid komio 4 pétti {
rafras med vionami R sem er til ad byrja med rofin pannig a0 enginn straumur flaedir { rasinni. Vid
timann ¢t = 0s lokum vid fyrir rofan svo ad straumur geti fleett { rdsinni. P4 mun péttirinn afhladast
og hledslan & péttinum eftir timann, ¢, verOur gefin me0:

Q(t) = Qoe™/1¢

+
CcC— Qo R

Utleidsla: Eftir ad rofanum er lokad pa hofum vid samkveemt lykkjuldgmali Kirchoffs ad:

Q
——-IR=0
c
En vio hofum ao [ = % = —% = —(Q (neikvaeda formerkid tdknar ad rafstraumurinn { rdsinni er hledslan

sem a0 péttirinn misst

—

) svo vid alyktum ao:

Q - . 1 _
GTRQ=0= Q+55Q=0.

Vid margfoldum sidan med e!/F¢ badum meginn og faum ad:

. b s yre . Y yren_ 4 (4 /RO
0=0Q+ pa@=Qe"™ + p5e Q’dt(Qe )

Par sem a0 vid hofum notad diffrun margfeldis { 6fuga 4tt (ég kalla betta ad pilla af afleiduna). En bar med
alyktum vid a0 til sé fasti o pannig ao:

Qe'FC = a0 — Q(t) = ae”/EC.
Upphafsskilyroio gefur sidan ad Q(0) = o = Qo svo viod dlyktum ad:
Q(t) = Qoe /€.
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Logmal 20.2. (Hledsla béttis) Litum 4 rafrds med spennugjafa V', vidndmi R og bétti med rymd
C bar sem a0 til a0 byrja med er engin hledsla & péttinum, Qy = 0 C. Til a0 byrja me0 er rasin rofin
bannig a0 enginn straumur fleedir { rasinni. Vid timann ¢t = 0s lokum vid fyrir rofan svo a0 straumur
geti fleett 1 rdsinni. P4 mun péttirinn hladast og hledslan 4 péttinum eftir timann, ¢, verdur gefin med:

Q) = e (1 — e_t/RC)

Par sem Qmax = C'V er mesta hledslan sem ad péttirinn getur borid (vid spennuna V).

Y

V— C——Qy=0C

Utleidsla: Vid notum lykkjulogmal Kirchoffs og héfum ba:

Q
V-IR—==0
C
Ennter I = % = % svo vid hofum:
. 1 \%4
CTRe“" R

t/RC

Vio margfoldum sidan aftur meo e og faum ao:

d t/rc\ _ At/Rc . L wreqn Vo ire
dt (@e'77¢) = Qe T Re¢ 9T RC

En pé faum vido med tegrun ao:
Qet/RC — VCet/RC +a

Par sem « er tegurfasti sem dkvardast af upphafsskilyrdinu Q(0) = Qo = 0C. En bar med er:
Q(t) = VC + ae V/EC

En b4 gefur upphafsskilyroio ad Q(0) = Qo =0=VC + a svo « = =V og vid hofum bvi:

Q) = VO (1= 7€) = Qe (1— /7).

Vid héfum ba samanburd vid einfélda sveifluhreyfingu 2 = —w?z og héfum pvi:

Skilgreining 20.3. Diffurjafna af gerdinni 2 = —az kallast hrdrnunarhreyfing og hefur lausn:

2(t) = zoe .




20.1.2 LR-ras:

Logmal 20.4. (Med spennugjafa) Litum & rafrds med spennugjafa V', vidndmi R og sp6lu med
spanstudul L bar sem ad til ad byrja med er engin hledsla 4 péttinum, Qo = 0F. Til ad byrja med er
rasin rofin pannig ad enginn straumur flaedir 1 rasinni. Vid timann ¢ = 0s lokum vid fyrir rofan svo
ad straumur geti fleett { rasinni. P4 mun straumurinn { rasinni aukast smatt og smétt og verour vid
timann, ¢, gefin med:

I(t) = Lnax (1 - e-tR/L) .

Par sem I.x = % er mesti straumurinn i rasinni. Sér i lagi sjaum vio a0 pegar ¢ — oo pa ma lita &
sem svo ad straumurinn I(¢) & Inax $é fastur { résinni og ad bad sé einungis spennufall yfir vidnamio.

R

Utleidsla: Vid hofum pé ad:
V—-IR—LI=0

Sem vid getum umritad pannig ad:

R Vv

[+=1=—.
7 L

tR/L

Vio margfoldum i gegn med e og faum:

d . R |4
o tr/L) _ jetr/L o tr/Lp _ Y tR/L
dt( ¢ et re L

Par sem ad vio héfum notad diffrun margfeldis. En par med faum vid med pvi ad tegra ao:
1% %
JetR/L :/ tR/L 3, _ tR/L
e 17 e dt 7 e +«

bar sem « er tegrunarfasti sem dkvardast af upphafsskilyroinu I(0) = Ip = 0 A. En vid hofum par med synt
ad:

I(t) = % + ae /L

Upphafsskilyroio gefur sidan ad: 1(0) =1, =0= % + « en bar med er er o = —% svo vio alyktum ad:

I(t) = % (1 - e_tR/L) = Iax (1 — e_tR/L) .



Logmal 20.5. (An spennugjafa) Litum 4 rafrds sem hefur verid tengd { langan tima pannig ad
fastur straumur I flaedir 1 rdasinni. Vio timann ¢ = 0s faeerum vio rofann tr stillingu A { stillingu B.
P4 mun straumurinn { résinni hrérna samkvaemt:

I(t) = Ipe R/E

Utleidsla: Vid skulum syna adra lausnaradferd med adskilnadi breytistaerda (annars er haegt ad herma eftir

titleidslunni fyrir RC-rdsina nema niina er margfaldad med e/ % { stad ¢!/ 7). Lykkjulogmal Kirchoffs gefur:
dl dl R
—IR-L—=0 = —=——
dt dt L

Aoskiljum breytistaerdir med pvi a0 margfalda badar hlidar med dt og einangra badar hlidar pannig a0 vinstri
hlidin verour einungis had I en haegri hlidin einungis had ¢ og tegra svo:

R dI R Tar t R
I:——I _— = —— _— = _—
d Ldt:> 7 Ldt:>/IOI /O Ldt

= In(I) —In(lp) = —%t - <—Iz . O) = —%t

Sem gefur pvi nidurstéduna:



20.1.3 LC-ras:

_|_
C——Qo L

Logmal 20.6. Litum & rafras med spélu med spanstudli L og bétti med rymd C' og upphafshledslu
Qo. Til ad byrja med er rasin rofin pannig ad enginn straumur flaedir { rasinni. Vid timann ¢ = 0s
lokum vi0 fyrir rofan svo ad straumur geti flaett 1 rasinni. P4 mun péttirinn hladast og afhladast &
einfaldri sveifluhreyfingu og hledslan 4 péttinum eftir timann, ¢, verour gefin meo:

Q(t) = Qo cos(wt), bar sem sveiflutidnin er w=-——

Utleidsla: Samkveemt lykkjulogmali Kirchoffs er pa:
drl
Q_ dl _

——L—=0
C dt
Vi0 notum sidan ad % = % = —i;? og alyktum ad:
. 1
0=--5Q

Sem er einfold sveifluhreyfing med sveiflutioni w = \/% svo vid alyktum ao:

Q(t) = Acos(wt + )
Par me0 er straumurinn { rasinni gefinn meo:

I(t) = f% = Awsin(wt + ¢)

En upphafsskilyroin 7(0) = 0 gefur a0 ¢ = Orad og upphafsskilyrdid Q(0) = Qo gefur okkur b4 ao:

Q(t) = Qo cos(wt), I(t) = Qowsin(wt).




20.1.4 RCL-ras:

Logmal 20.7. (RCL-ras) Litum & RC'L-rds bar sem ad vidondmi R, sp6lu med spanstudul L og bétti
med rymd C' hefur verid komio fyrir 1 rafras. Péttirinn er fullhladinn og vid timann ¢ = 0s lokum vid
rofanum. P& er hledslan & péttinum & hrornunar-sveifluhreyfingu og er gefin meo:

R 1 R\?
. —at = =\ 7~ \57
Q(t) = Qoe™*cos(Q + ),  Parsemad a=gr, Q=1/7F <2L>

Sér i lagi sjdum vio ad tli}m Q(t) = 0 svo eftir ad rofinn hefur verid lokadur lengi er ekkert ad gerast.
oo

R
J
L
| |
|
C
Utleidsla: Samkveemt lykkjulogmali Kirchoffs er:
Q .
—— —IR-LI=0
c

Sem vid getum umritad pannig ao:
. R. 1
Q+ ZQ + EQ =0.
Sem er 6hliorud, linuleg 2. stigs diffurjafna med fastastudlum. Vio skodum pvi kennimargliduna:

R 1
2 J— [
A +L)\+LC

Sem hefur rsetur:

2
oo 2EVE) m7e R (RN L R [ (R
= 2 T 2L 2L LC 2L LC \2L
Par sem ad vid hofum notad skilgreininguna & tvinntolunni i2 = —1. I okkar umfjéllun munum vid alltaf

gera ra0 fyrir ad steerdin undir rétinni sé jakveed pad er ad segja ao:

1 (BN po 2 L
LC 2L VLC C’

(bad er heegt ad skoda tilvikin pegar ad R = 24/ % og begar R > 2\/% en pad hefur adra edlisfreedilega

merkingu sem ad vid munum ekki fara Gt { niina). Lausnirnar eru pvi gefnar meo:

R 1 R\’
. —at = -7 = 70 \ o1
Q(t) = Qoe™ " cos(Qt + ), bar sem a0« = 2L’ L LC <2L>



20.2 Ridspennurasir (AC)

Litum 4 RCL-rés sem er radtengd rés vid ridspennugjafa £(t) = & cos(wt) sem sveiflast med sveiflu-
ti0ni w, viondm R, pétti med rymd C og spdélu med spanstudul L. Vid skilgreinum steerdirnar:

1 X — X
Xp =wl, Xc = ok Z = \/R2 + (XL —X0)®, og o= arctan<LR0>

P4 gildir ad straumurinn { rasinni er gefinn meo:

&
1(t) = Iy cos(wt — @), Iy = 70.
og spennufdllinn yfir ihlutina eru:
AVe = IpX¢ sin(wt — @), AVy = IpR cos(wt — @), AV = —Ih X1 sin(wt — ).
Meoalaflio sem a0 tapast { viondminu er gefido med:
B, = P. = Lins&ms COS .
Par sem a0 Iiyms = %IO 08 Erms = %]0.
Utleidsla: Samkveemt lykkjuldgmali Kirchoffs er diffurjafnan okkar:
Q dl d’Q RdQ 1 &o
Et)—-=—-L——-IR=0 = —+—-——F+—0Q=— t
O-z-La a2 " Ta T 1e?T e

En vid héfum pegar leyst 6hliorudu diffurjéfnuna. Fullkomin lausn & pessari diffurjéfnu faest pvi med pvi ad
baeta vid tiltekinni lausn, b.e. Q¢ = Qs + @+ par sem ao:

Qs(t) = Qoe™* cos(t + )

ur utleidslunni 4 undan bd sjdum vid ad eftir ad rdsin hefur verid kveikt { langan tima (lesist nokkrar
sekundur) béd er lim; o Qs(t) = 0 og tiltekna lausnin pvi eina lausnin sem ad skiptir méli. Til pess ad
dkvarda hana bé giskum vid & (heppilega valda) lausn af gerdinni:

Q(t) = Qosin(wt — )
og stingum pvi inn i diffurjéfnuna. P4 er:
I(t) = Q) = wQocos(wt — @), 1(t) = Ot) = —w*Qosin(wt — )
Pa faum vid a0 upprunalega diffurjafnan gefur:
—w?QoLsin(wt — @) + RwQq cos(wt — ) + % sin(wt — @) = & cos(wt)
Rifjum sidan upp hornafallareglurnar:
sin(a — ) = sina cos f — cos asin f3, cos(a — ) = cosasin B + sin acos 8
Sem gefur pvi a0:
&
0

(—wZL + é’) [sin(wt) cos(p) — cos(wt) sin(p)] + Rw [cos(wt) cos(p) + sin(wt) sin(p)] = 0 cos(wt)

Me0 pvi ad endurrada sjaum vio ao:

(wQL sin ¢ + Rwcos ¢ — 512(,0) cos(wt) + (—wQL cos ¢ + Rwsin(p) + COSC(1¢)> sin(wt) = % cos(wt)
0



Med pvi ad bera saman stig og studla vinstra og haegra meginn sjadum vio pvi ad:

sing _ £

n =
C Qo

w?Lsing + Rwcosp —

—w?Lcosp + Rwsin(p) + <52 =0

Me0 pvi ad leysa nedri jéfnuna faum vid ao:

1 L-LY X, -X X, —X
*W2L+5:*men(¢) - tan(@):w ch = LR ¢ — sﬁarctan<LRc).

Par sem a0 vid hofum skilgreint X, = wL og X¢ = i En vid athugum ao:

1 1 P X, -Xo\? 1
=1+tan’p = =4/1+tan?p =4/1 — | ==R*+ (X, -Xc)%
cos? tlanty Cos @ +lanty + R R\/ + (X o)

Faum ba 1ur efri jéfnunni ad:

£
&o T AR+ (X - X0)? &

~ w?Lsing + Rwcos p — Si% ~ w2Ltan ¢ 4+ Rw — & tangp (XL —XC)XLI_%XC +R wy/R2+ (X1, —Xo)?

Qo

Sem synir pvi ao:

&o
QO — ﬁ?

En par med alyktum vio ao:

bar sem vid hofum skilgreint ~ Z = /R?2 + (X1 — X¢)2.

En ba er straumurinn { rasinni gefinn meo:

I(t) = % cos(wt — ¢).

Vio skilgreinum pa Iy = wQo = 570 P& er sér 1 lagi:

dl 50&) .
il sin(wt — ¢)
Vio sjaum ba ad spennufallid yfir péttinn er gefido meo:
t & . .
AVe(t) = % = wC?Z sin(wt — @) = I X¢ sin(wt — ).
Pa er:
AVg(t) = I(t)R = IyR cos(wt — @)
Sidan er:

dI
AVL(t) = LE = —wlLlysin(wt — p) = —Ip X sin(wt — p) = =L Xy sin(r + ¢ — wt) = [p X, sin(wt — ¢ — 7).

Medalaflio sem a0 tapast Gt um vidnamid er jafnt aflinu sem ad ridspennugjafinn gefur svo vid héfum ao:

I L& (" L& [T . .
P.=PF = T I(t)E(t)dt = - cos(wt — ) cos(wt)dt = - [cos® (wt) sin(p) + sin(wt) cos(wt) cos(p)] dt
0 0 0

Fyrra hornafallid gefur null pegar ad vid tegrum yfir eina lotu 7' = %’T

Vid alyktum pvi ad:

en seinna hornafallid gefur Z cos(¢p).

1
B, =P = 51050 €08 ¢ = I nsErms COS ©.



20.3 Deemi

Daematimi 27: RC-rasir

RC-rés er ras sem a0 inniheldur einungis vionam R og bétti med rymd C. Lykkjulogmalid gefur pa:

Q@ ip_ aQ 1 5 — A.—t/RC
C IR=0 = dt+RCQ—O=>Q(t)_QOe

Meo bvi ad diffra fAum vid sidan ad straumurinn 1 résinni er:
dQ QO —t _
I(t) = — —% — X0 —t/RC _ [ ,—t/RC
( ) dt Rce o€

Steerdin 7 = RC kallast stundum timafasti rasarinnar.

(28.36) Rofinn 4 myndinni hér til haegri hefur verid { stillingu @ { langan tima. Vid b
timann ¢ = Os er rofinn feerour yfir 1 stillingu . Hver verOdur hledslan & a\ b
béttinum, Q(t), og straumurinn { gegnum vidnamid, I(¢) (a) einmitt pegar 1 >
ad rofanum er lokad? (b) eftir 50 us (c) eftir 200 us. OV = 4 uF ;25 Q
— _|_ w

(28.68) Pid erud med fullhladinn 20 puF bétti sem ad bt tengir vid timann ¢t = Os inn { rafrds | ¢ [s] | T [uA]

med 6pekkt vidndm. I t6flunni hér til haegri sjast straumgildin, I, sem ad straummeelirinn 0.5 390
syndi vid timann t. Gerio videigandi graf af gdgnunum og dkvaroid vionamio { résinni og 10 640
upphaflega spennufallid yfir péttinn vio timann ¢t = Os. 1’ 5 140

2,0 270

2,5 200

(28.70) Péttir med rymd 50uF hafdi upphaflega verid hladinn bannig ad AVc (V)
spennumunurinn 4 milli platnanna var 30 V. Grafid hér til haegri synir 30 4
spennufallio, AV, yfir péttinn sem fall af tima, ¢, pbegar ad péttirinn er
afhladinn 1 gegnum vidnadm. Akvardid viondmio, R. 20 -
10
0 T T — t(ms)
0 2 4 6
(28.80) Rofinn 4 myndinni hér til haegri hefur lokadur { langan tima. Vid timann Opensatz=0s
t = 0s er rofinn opnadur. (a) Hver er hledslan 4 béttinum adur en rofinn er 60 Q
opnadur? (b) Hversu langur timi lidur par til ad hleoslan & péttinum hefur — — MWW
minnkad nidur { 10 % af upphaflegu gildi sinu?
10 Q)
+ >
100V = 003
2.0 uF _|_

(28.36) I(50us) = 220mA, I(200us) = 49mA.  (28.68) R ~ 64kQ, I, ~ 1180puA,
AVp(0) ~ 75,5V, (28.70) R =739, (28.80) Qo = 80 uC, t = 230 is.




Daematimi 28: LR-rasir

LR-ras er ras sem a0 inniheldur einungis vidnam R og spélu med spanstudul L. Lykkjulégmalio gefur:

dI dIl R
_JR_ L — @l Bp_ _ 1 ,—Rt/L
R = 0 = 7 + LI 0 = I(t) = Ipe

Steerdin 7 = £ kallast stundum timafasti rasarinnar (sbr. timafasti RC-résarinnar).

(30.16) Rofinn & myndinni hér til heegri hefur verio { stillingu a { langan tima. Vid 4 1000
timann t = 0s er rofinn feerour yfir { stillingu b. (a) Hver er straumurinn { b
rasinni einmitt vid timann ¢ = 0s? (b) Hver verdur straumurinn { rdsinni + 1
vio timann ¢ = 5,0 us? (c) Vio hvada tima mun straumurinn { résinni hafa 10V = 100 2mH
minnkad nidur { 1% af upphaflegu gildi sinu?

(30.34) Litum & rafrésina hér fyrir nedan til vinstri. Hvad gildi & R gefur 25 us timafasta fyrir rafrasina?

500 Q 2000
R
7.5 mH 75 mH
100 Q

(30.35) Litum 4 rafrasina hér fyrir ofan til haegri. Vid timann ¢ = 0s er straumurinn { rdsinni Iy. Vid hvaoa
tima vedrur straumurinn { rasinni %Io?

(30.79) Litum 4 rafrdsina hér til haegri. Vid timann ¢ = 0s er rofinn feerdur ur a 50 Q
stoou a 1 stodu b. Vio timann ¢ = 5,0 us hefur spélan tapad helmingnum af b
orkunni sem ad hin geymdi vio timann ¢ = 0s. Hvert er gildid & spanstuoli +
sp6lunnar? 30V — L

(30.16) Iy = 0,10 A, I(5,0 us) = 61mA, t = 46 us. (30.34) 7509. (30.35) 173 pis.
(30.79) L = 720 pH.




Daematimi 29: LC-rasir

LC-rés er ras sem a0 inniheldur einungis spélu med spanstudul L og bétti med rymd C'. Faum ba:

Q dl d*Q 1 1
——L—=0 = — 4+ —0=0 = Q) = Qmax t , = —
< -1 o+ 5@ Q) = Quascos(ot +¢), w= 7
Sem er einfaldlega einf6ld sveifluhreyfing. Fasahornio akvardast af upphafsskilyrdounum og rafstraum-
urinn faest med pvi ad diffra hledsluna. Steerdin w = \/% kallast sveiflutioni rasarinnar.

(30.71) Pu hefur fengid LC-rés { jolagjof frd dmmu binni (bd badst reyndar um RC-rds). Amma bin keypti
spélu med spanstudul 20mH og plotupétti med rymd 8,0pF. Amma pin var biin ad hlada plétur
plotubéttisins pannig ad spennumunurinn & milli platna plétubéttisins er 25 V. P tengir sidan rasina
4 adfangadag vio timann ¢ = 18:00. (a) Hversu langur timi mun lida bar til ad péttirinn er alveg
afhladinn 1 fyrsta skipti? (b) Hver verdur straumurinn sem a0 fer { gegnum spo6luna einmitt pa?

(30.72) Spennufallio yfir pétti med rymd 0,10 uF er 5,0 V. Vid timann ¢ = 0s er péttirinn tengdur vio spélu med
spanstudul 1,0 mH. Hver verour mesti straumurinn sem a0 fer i gegnum spodluna i sveifluhreyfingunni?

(30.73) Sem hluti af munnlegu profi { edlisfreedi bd bidur erfidi edlisfreedikennarinn binn big um ad bua til
LC-rés sem ad sveiflast med tidni 10 kHz. Sem vartdarradstéfun pa bidur hann pig par ad auki um
a0 sja til pess ad mesti straumurinn { rasinni sé 0,10 A og a0 mesta orkan sem ad péttirinn geymir sé
1,0-1075J. Hver 4 rymd péttisins ad vera og hver 4 spanstudull spélunnar ad vera?

(30.33) Rofinn 4 myndinni hér til heegri hefur verid { stillingu 1 { langan tima. 2Q
Hann er feerour yfir { stillingu 2 vio timann ¢ = 0s. (a) Hver verdur mesti N\ 2
straumurinn sem ad fer { gegnum spdéluna? (b) Vid hvada tima verdur +
12V T TZ.O uF 50 mH

straumurinn mestur (i fyrsta skipti) { spélunni?

(30.71) ¢ = 628 ns, 500 ptA. (30.72) Imayx = 50mA. (30.73) C = 130nF, L = 2,0mH.
(30.33) Ljax = 76 mA, t = 500 is.




Damatimi 30: RCL-rasir med AC-spennugjafa

RC L-sveiflurdsir eru rasir sem innihalda sveifluspennugjafa £(t) = & cos(wt) sem er radtengdur vid
vionam, R, sp6lu med spanstudul, L og pétti med rymd, C. Logmal Kirchoffs gefa pa ad:

E(t) — AVr — AV, — AVe =0

Meo bvi ad leysa pessa diffurjofnu feest ad straumurinn 1 rasinni er gefinn meo:

X —X
I(t) = Ipcos(wt — ¢), bar sem ¢ = arctan <LRC> .

Par ad auki sem:

_é&
_a

7= V(XL —XoP,  Xi—wl,  Xo= %
w

Iy

I pessum freedum er lika oft fjallad um svokollud rms-gildi. P4 skilgreinum vid:

€0 o

) Irms - .
V2 V2

Aflido sem a0 sveifluspennugjafinn gefur tapast sidan i viondminu og medalaflid sem a0 tapast er:

grms =

P = & s lims €os .

(32.30) Radtengd RLC-rds samanstendur af 50 ) viondmi, 3,3 mH spélu og 480 nF
bétti. Han er tengd vid sveifluspennu med utslag 5,0V. Akvardid samvio-
nam (Z) rasarinnar, steersta gildid 4 straumnum { résinni, fasahornid og
medalaflid vid eftirfarandi gildi 4 tidninni: (a) 3000 Hz (b) 4000 Hz

(32.32) Litum & résina hér til haegri. (a) Hver er hermitioni rdsarinnar? (Ath. vio
segjum ad rasin sé vid hermitioni ef ad samviondm rdsarinnar, Z = R en
ba er X;, = X¢). (b) Hvert er fasahornid vio hermitionina? (c) Hvert er
medalaflio sem a0 tapast { rdsinni vid hermitidnina?

(10V) coswt@

10 Q

10 mH

10 uF

T

(32.52) Radtengd RLC-rés samanstendur af 550 vidnami, 0,10 H sp6lu og 100 uF bétti. Hun tekur 2,5 A
rms-straum begar ad hin er tengd vid 60 Hz sveifluspennugjafa. Hver eru gildin 4: (a) rms-spennunni,

Ems (b) fasahorninu, ¢? (c) Medalaflinu sem ad tapast { rasinni?

(32.53) Radtengd RLC-ras samanstendur af 550 Q vionami, 2,1 mH spélu og 550 nF bétti. Huin er tengd vio
50V rms-spennugjafa sem er haegt ad stilla sveiflutionina 4. I 2,5 mm fjarlsegd fra einum af virunum
i rasinni mé greina segulsvid sem ad sveiflast vegna ridstraumsins i rasinni. Hvert er steersta gildid &

segulsvidinu sem ad er hagt ad bua til og vid hvada sveiflutioni er pad?

(32.30) Z, = 179,8Q, 1, = 27,8 mA, ¢, = 1,29rad, P, = 19,3 mW.
Zy = 1732Q,1, = 289mA, ¢, = 1,28rad, P, = 20,7mW. (32.32) f = 503Hz, ¢ = Orad,
P=50W. (32.52) Ems = 128V, ¢ = 0,221ad, P = 312W. (32.53) Buax = 7,3 4T, f = 4680 Hz.




Kafli 21

Saga atoémsins

21.1 Hid agnarsmaa kemur i skommtum

Sagan af hinu agnarsmda hefst hjé forngriska heimspekingnum, Demdkritusi (460-370 f. Kr), sem staoheefdi
fystur manna a0 allt efni samanstaedi af litlum ékljufanlegum einingum sem ad hann kalladi frumeindir eda
atém. Sidan gerdist pvi midur ekkert i atomségunni i meira en ptisund ar og hugmyndir Demokritusar
féllu smatt og smatt i gleymsku. Pad var kannski adallega af pvi ad kenningar Demokritusar voru i beinni
motsogn vio kenningar AristGtalesar (sem er og var miklu vinseelli heimspekingur heldur en Demdkritus,
en bad segir kannski allt sem segja parf um heimspekinga). Soguna ték sidan upp ad nyju arid 1797 hja
breska efnafraedingnum John Dalton. Hann hafdi tekid eftir pvi ad begar a0 madur blandar saman tveimur
mismunandi efnum (t.d. nitri og sdrefni) til bess ad bia til nyja efnablondu b getur madur fengid margar
mismunandi utkomur eftir pvi i hvada hlutféllum madur blandar saman efnunum. Til demis ef a0 madur
tekur 140 g af nitri og baetir vid 80 ¢ af stirefni ba feer madur hldturgas eda tvinituroxid (N2O). Hinsvegar
ef a0 madur tvofaldar magnio af strefni og baetir vid 160 g { stadinn pa feer madur nituroxid (NO). Loks ef
madur fjérfaldar upprunalega magnio af strefni og setur 320 g af sdrefni pa feer madur niturtvioxio (NOs).
Pad eru semsagt einhver tengsl vio heiltélurnar 1:2:4 (og um leid og vid sjdum tengsl vio heiltélurnar ba
eigum vio ad hugsa um einhver skammtatengsl!).

Pessi uppgotvun Daltons kann ad virdast augljost fyrir skélagengnum natimamanni sem hefur pegar leert
atomkenninguna og veit a0 pad er ekki heegt ad blanda frumefnum saman { hvada hlutfollum sem er (til deem-
is er ekki til NO5 bvi bad er ekki heegt ad tengja /2 stirefnisatém vid hvert nituratém). En 4 beim tima
pbegar Dalton setti pessar athuganir fram pa var petta afar skritin nidurstada sem stangadist 4 vid upplifun
samtimamannsins af nattarunni. Til pess ad setja petta i samhengi, pa var petta svolitid eins og ad madur
veeri med uppskrift ad piparkokum og myndi sidan hundradfalda magnid af pipar (eins og bakaradrengurinn
{ Dyrunum { Halsask6gi) og { stadinn fyrir ad f4 mjog vondar piparkokur ba fengi madur ddsemdar vina-
braudslengju.

Med pessari uppgotvun Daltons foru hjolin ad sniast pvi ni var hegt a0 nyta sér pessa skammtahugmynd
til bess ad meela atémmassa tiltekinna frumefna (i hlutfalli vid hvert annad). P4 skilgreindu menn léttasta
frumefnid, vetni, bannig ad pad hefdi atémmassann 1u (b4 var audvitad ekki pekkt ad 1u = 1,67 - 102" kg
pbar ad auki sem ad bad er Oliklegt ad Dalton hafi notad kil6io par sem ad pad hafdi fyrst verid skilgreint
tveimur drum fyrr, 4rid0 1795). Pannig var haegt ad dkvarda a0 strefni hefoi atémmassann 16 u med bvi
ad vigta pao { samanburdi vid vetni { efnasamsetningunni HoO. Reyndar hélt Dalton sjalfur lengi vel ad
vatn veeri efnasambandid HO sem gaf honum ba réngu nidurstédu ad hlutfollin veeru pannig ad strefni hefoi
atémmassann 5,5 u (hann gerdi par ad auki algebruvillu!) sem synir kannski helst ad pratt fyrir pessa stér-
merku uppgétvun Daltons ba var enn langt 1 land hvad vardadi heilsteeda atémkenningu. Dalton birti sidan
ario 1805 to6flu sem syndi massa mismunandi frumefna { hlutfalli vid massa vetnis. Pad mé segja ad petta
hafi i einhverjum skilningi verid fyrsta lotukerfid. Par me0 hafdi atémkenning Demodkritusar verid endur-
vakin og fyrsti visirinn ad mélhugtakinu verid lagdur (molio er skilgreint sem fjoldi kolefnisatéoma i 12 g af
kolefni en bad veeri alveg eins heegt ad skilgreina pad eins og Dalton gerdi sem fjolda vetnisatéma i 1 g af vetni).
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Med frumeindamassakenningu Daltons féru menn ad uppgétva ny efni og beeta { t6flu Daltons. Arid 1863 var
b1id ad bera kennsl &4 56 frumefni og greina frumeindamassa peirra. Pad var hinsvegar ekki fyrr en arid 1867
sem a0 russneski efnafraedingurinn Dmitri Mendelejev bjo til hid hefdbundna lotukerfi sem ad vio pekkjum i
dag. Sagan segir ad lotukerfid hafi birst honum i draumi:

I saw in a dream a table where all elements fell into place as required. Awakening, I immediately
wrote it down on a piece of paper, only in one place did a correction later seem mecessary.“

- Dmitri Mendelejev, 1867

Eftir a0 Mendelejev hafdi safnad saman efnunum i samrasemi vio efnaeiginleika peirra ték hann eftir ad pad
voru got i toflunni. Hann dré pa dlyktun ad pad eetti eftir ad uppgotva frumefni sem a0 myndu fylla i
skardid. Pannig tékst honum ad spé fyrir um tilvist priggja nyrra efna, German, (Ge), Gallin, (Ga) og
Skandin (Sc). Pad sem meira var b4 spddi hann fyrir um frumeindamassa peirra dsamt ymsum efnaeiginleik-
um beirra. German fannst sidan arid 1875, Skandin ario 1879 og Gallin arid 1886 og 6ll smellpdssudu inn i
gbtin 1 lotukerfi Mendelejevs eins og hann hafdi spad fyrir um. Petta atti ekki eftir a0 vera sidasta skiptio i
mannkynsségunni par sem a0 freedimanni tékst ad spa fyrir um tilvist éreindar (vitid pér enn eda hvad?).

Med frumeindamassakenningu Daltons hafdi verid haegt ad rada frumefnunum med frumeindamassa A i
seetar60 med seetistélu Z. Til demis hafoi vetni frumeindamassa A = 1 og seetistélu Z = 1 en strefni hafdi
frumefnamassa A = 16 og saetistolu Z = 8. En lotukerfi Mendelejevs benti 4 ad pad veeru enn leyndardémar
sem veeri heegt a0 afhjupa. Hvad var pad sem ad stjérnadi pessum efnaeiginleikunum sem ad Mendelejev
gat spad fyrir um? Var pad kannski rétt hja Aristotalesi eftir allt saman, ad pessi 6kljufanlegu atém, voru
hugsanlega kljufanleg og h6fou innri byggingu sem gat ttskyrt pessa efnaeiginleika og bessi mynstur { lotu-
kerfinu? Pad er kannski { einhverjum skilningi i svona vangaveltum sem ad hjarta edlisfraedinnar liggur. Vid
burfum stédugt ad vera ad bera kennsl & mynstur i nattirunni og reyna ad finna leidir til pess ad utskyra
pbessi mynstur. Pad vill bara oftast svo 6heppilega til ad um leid og ein utskyring er fundin pa uppgotva
menn nyjar tengingar & 60rum svidoum sem valda pvi ad vio berum kennsl & enn fleiri og fléknari mynstur
og vitahringurinn endurtekur sig i sifellu!

21.2 Thomson uppgotvar rafeindina

Pad var sidan arid 1897 sem ad Breski edlisfraeedingurinn og nébelsverdlaunahafinn, J.J. Thomson', uppgétvadi
rafeindina og par med hafoi hio 6kljifanlega atém verid klofid! Vid skulum fjalla adeins um bad hvernig ad
J.J. Thomson uppgoétvadi rafeindina en til pess ad skillja addraganda bess pa purfum vid ad fara adeins
aftur 4 bak 1 ségunni. Vid purfum ad fara aftur til drsins 1838 til Michael Faradays (ja4 bad er madurinn
4 bak vio hid alrseemda spanlogmadl). Faraday langaoi til pess ad skilja hvernig og hvort ad bad veeri heegt
a0 leida rafmagn { gegnum gas. Hann ték pvi tveer plotur (i plotubétti) og setti beer inn { glerpipu og
laekkadi prystinginn & gasinu. Hann tengdi sidan ploturnar vio jafnspennugjafa. Honum til mikillar undrunar
b4 byrjadi gasid ad gléa med fjélubldum lit! Pessir geislar voru kalladir katéougeislar? pvi peir komu fra
neikvaedu plotu plotupéttisins (haegt er a0 athuga bad meo bvi ad setja eitthvad fyrir og sjd hvorum meginn
skugginn fellur). Ni 4 dégum vitum vid ad bessir svokélluou katéougeislar eru ekkert annad en straumur af
rafeindum (bad var einmitt uppgodtvun J.J. Thomson). Pegar ad rafeidnirnar lenda i rekstrum vio gasid ba
Orvast gassameindirnar upp i heerra orkustig en pegar ad peer falla aftur niour 1 grunnastand sitt pa geislast
orkumismunur gstandanna Gt sem ljés. I rauninni m4 lita & sem svo ad pessi glerpiputilraun Faradays hafi
verid fyrsti 6reindahradallinn. Naestu arin voru menn ad betrumbaeta glerpiputilraun Faradays.

1J.J. Thomson var doktorsleidbeinandi fyrir 8 adra nébelsverdlaunahafa (6 { edlisfraedi og 2 { efnafraedi).
20rdin katéda og anéda eru tekin ur forngrisku og merkja annars vegar leekkun og hinsvegar lyfting eda hesekkun
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Snildarhugmynd J.J. Thomson var sidan a0 setja inn einsleitt rafsvio og segulsvid inn { midjuna & glerpipunni
(med plotubétti og spélu). En & peim tima var bekkt ad rafsegulkraftarnir sem ad hladnar agnir finna fyrir
vegna rafsvidsins og segulsvidsins eru gefnir meo:

Fg=qFE, og Fp=quB

En i tilviki Thomsons ba stillti hann teekinu sinu pannig upp a0 katédugeislinn ferdadist beint 4 milli platna
plotubéttisins. P4 gat hann alyktad ao:

E
Fp=Fp — qF =quB — U:E.
Eftir ad hann hafdi sfad it hrada eindanna i katéougeislanum pa sendi hann geislan afram 1 einsleitt seg-
ulsvid (sjd massagreininn i fyrirlestri 6). Hann gat sidan meelt geisla hringhreyfingarinnar sem ad eindir
katodugeislans ferdudust med. Pa fékk hann samkvaemt hringhreyfingunni ao:
2
me— = quB = 42
r m rB
Pao var engin leid fyrir Thomson til bess ad akvarda hledslu né massa eindanna i kat6dugeislanum. En hann
gat maelt hlutfallid milli hledslu eindnana og massa peirra: ;L. Gildid sem ad hann fékk i tilraunninni fyrir
katéougeislana var:

(&

=1,76- 10" C/kg.

€

En petta var miklu haerra hlutfall heldur en allt annad sem var pekkt 4 pessum tima! Neaest haesta hlutfallio
sem var pekkt 4 bessum tima var fyrir vetnisjénina H' (betur pekkt sem réteind { dag en réteindin hafoi
ekki verio uppgotvud & peim tima) en bar var hlutfallio:

£ —9,59-107 C/kg

mp
Hlutfallio i pversviostilraun Thomsons var pvi um bad bil 1836 sinnum hzerra heldur en naesthaesta pekkta
hlutfallid 4 peim tima! Pad kannski ber ad nefna 4 pessum timapunkti ad menn vissu ekki endilega ad kat6ou-
geislinn samansteedi af rafeindum og pvi var tvennt { st6dunni: Annad hvort samanst60 katédugeislinn af
eindum meod mjog mikla hledslu eda af eindum med mjog litinn massa (tvaer leidir til bess a0 gera hlutfallio
L stért). Flest virti benda til bess ad bad veeri massinn sem vaeri mjog litill (bvi menn héfou attao sig & pvi
a0 hleosla veeri skommtud steerd p6 ad peir hefdu ekki dkvardad minnstu skammtastaerdina & hledslunni, b.e.
grunnhledsluna e = 1,602 - 1071° C). Eina leidin hinsvegar til pess ad skera it um bad hvort bad veeri mjog
stér hledsla eda mjog litill massi sem a0 eindirnar i katéougeislanum hefou pa purftu menn samt ad finna
leio til pess a0 meela annad hvort eitt og sér! En pad var einmitt pessi skammtahugmynd um grunnhledsluna
sem a0 leiddi menn & sporid. Pad var nefnilega frekar audvelt & pessum tima ad akvarda heildarhledsluna &
einu moli af sameindum svo { rauninni p4 var helsta vandamalid ad dkvarda Avogadrosartéluna, Na® (pekkt

SReyndar ma sji med gaslogmalinu ad PV = nRT bar sem n er molfjoldinn og bad var frekar audvelt ad meela gasfastann
R (med bvi ad gera tilraun med t.d. 1 moli af gasi bar sem riummadli er t.d. haldid féstu V' = V og gera graf af P sem fall af
T). En gasfastinn tengist Avogadrosartélunni og Boltzmann fastanum samkveemt R = kg N4 svo bad var bar med jafngilt ad
dkvarda Boltzmann-fastann kp.



gildi { dag er Ny = 6,022 -10%3 ﬁ Fyrsta meelingin 4 Avogadrosartélunni* hafoi verid gerd arid 1865 af
Johann Josef Loschmidt (gildid sem ad hann fékk var reyndar 4,0 - 10*2 —L sem er nokkuo fjarri pekktu gildi
i dag).® Petta gaf Thomson leid til bess ad meta massa eindanna { katédugeislanum og feera rok fyrir bvi ad
eindirnar i katodugeislunum hefdu mun minni massa heldur en léttasta eindin sem var pekkt & peim tima.

Hann var par med buinn a0 finna 6reind sem var smeerri heldur en allar pekktar frumeindir pess tima.

21.3 Oliudropatilraun Millikan og Fletchers

Pad ték hinsvegar sma tima fyrir menn ad sampykkja pessa nidurstodu Thomsons um nyja oreind sem veeri
smeerri heldur en frumeindirnar. Pad var { rauninni ekki fyrr en 4rid 1909 pegar Millikan og Fletcher® fram-
kveemdu svokallada oliudropatilraun sem gaf einfalda leid til pess ad maela grunnhledsluna, e. Uppstillingin
fyrir oliudropatilraunina var frekar einfold { sjalfu sér. Peir settu spennumun AV = Ed 4 milli tveggja platna
i plotupétti og slepptu sidan oliudropum med hledslu ¢ og massa m a4 milli platna plétupéttisins.

Oliudropar

[\]1
+1 Il'—
Rafhlada

Eina leidin fyrir dropana til pess a0 haldast kyrrir { lausu lofti var ef a0 rafkrafturinn var jafn stor og
byngdarkrafturinn, p.e. ef
_WE _mg _ mgd

mg=8 = 4= E AV’
Par sem AV var spennumunurinn & milli platna plétupéttisins. Petta var audveldi hlutinn i oliudropa-
tilrauninni. Erfidi hlutinn { tilraun Millikans og Fletchers var sidan ad dkvarda massa oliudropanna sem ad
beir h6fou komid parna fyrir & milli platnanna. En m&lid var ad oliudroparnir beirra voru alveg gridarlega
smair. Pvermél oliudropanna var af steerdargradunni pm svo pad var haegt ad sjd ba i steekkunargleri en
bad var ndnast émogulegt ad f4 ndkveemt mat 4 staerd beirra (6vissan hefoi gert tilraunina 6markteeka).
En par sem ad oliudroparnir voru svo gridarlega smair pa var loftmotsstadan sem a0 droparnir fundu fyrir
gridarlega mikil en pad pyddi ad pegar slokkt var & rafsvidinu ba varo loftmdtsstadan svo gridarlega mikil
a0 olfudroparnir byrjudu ndnast samstundis a0 falla med fostum lokahrada (bvi loftmétsstooukrafturinn og
byngdarhréounin eru jafn stérir { fallinu). Med bvi ad meela timann sem ad bad ték fyrir eindirnar ad fall
nidur ad plotum plétupéttisins var haegt ad meta lokahrada eindanna og par med massa peirra. Til pess ad
utskyra petta adeins nanar pé var pekkt ad loftmdétsstéoukrafturinn sem ad verkadi 4 dropana (ad pvi gefnu
a0 beir veeru kilulaga med geisla r) var gefinn meo:
= 6mnrv

loftmétsstada

4Reyndar vilja sumir eigna franska leekninum Johann Chrysostomus Magnenus (1646) heidurinn. En sagan segir ad hann
hafi dkvardad Avogadrosartoluna med Fermi-tilraun. Hann kveikti 4 ilmkerti { témri kirkju og meeldi timann sem bad tok fyrir
ilminn ad berast hinum meginn { kirkjuna. Ut fr4 bvi hversu langan tima pad ték fyrir hann ad finna lyktina af ilmkertinu gat
hann metid staerd Avogadrosartolunnar Gt fré rammali kirkjunnar.

5Kannski er bad smé ttirddr en { einni af Annus Mirablis greinum Einsteins (1905) sem fjallar um Brown-hreyfingu ba synir
Einstein hvernig er heegt ad dkvarda Boltzmann-fastann (og bar med gasfastann) mjoég nédkveemlega bar ad auki sem ad hann
synir hvernig er haegt ad dkvarda steerd frumeinda.

6Robert Millikan var doktorsleidbeinandi Harvey Fletchers og birti ekki nafn Fletchers & grein peirra um oliudropatilraunina.
Detta gerdi pad ad verkum ad Millikan hlaut nébelsverdlaunin einn arid 1923 fyrir meelinguna 4 grunnhledslunni pegar hann
hefdi liklegast att ad deila verdlaununum med Fletcher.



bar sem 7 tdknar seigju vokvans ( bessu tilviki loft med o = 18,5 - 107 Pas). Med bvi ad skoda hvenzer
kraftajafnveegi naest pa hofum vid ad:

m
0 =ma =mg — 6mrv = vlokzig
6mnr

En heegt var ad tengja massa dropanna vid edlismassann samkveemt m = pVgropi = %7’3 pannig ao:

mg _ 2p9 o NViok
ok = = —— — = 3 .
Vlok 6mpr 97 " " 2pg
En par med gatu Millikan og Fletcher alyktao ad:
mgd  4mprigd d [l
=+ =—F— = 181— 0%
AV 3AV AV \ 2pg

Eftir ad hafa haft svona mikid fyrir pessari utleioslu pa er frekar fyndio ad Millikan og Fletcher notudu
vitlaust gildi & seigju loftsins i Gtreikningum sinum! Richard Feynman hafoi eftirfarandi um malid ad segja:

~ )

»We have learned a lot from experience about how to handle some of the ways we fool ourselves.
One example: Millikan measured the charge on an electron by an experiment with falling oil drops,
and got an answer which we now know not to be quite right. It’s a little bit off because he had the
incorrect value for the viscosity of air. It’s interesting to look at the history of measurements of the
charge of an electron, after Millikan. If you plot them as a function of time, you find that one is a
little bit bigger than Millikan’s, and the next one’s a little bit bigger than that, and the next one’s a
little bit bigger than that, until finally they settle down to a number which is higher. Why didn’t they
discover the new number was higher right away? It’s a thing that scientists are ashamed of—this
history—because it’s apparent that people did things like this: When they got a number that was too
high above Millikan’s, they thought something must be wrong—and they would look for and find a
reason why something might be wrong. When they got a number close to Millikan’s value they didn’t
look so hard. And so they eliminated the numbers that were too far off, and did other things like that.”

- Richard Feynman, 1974

21.4 Gullpynnutilraun Rutherfords

Sama ar og Millikan og Fletcher framkvaemdu oliudropatilraunina sina pa uppgétvudu Ernest Rutherford”og
doktorsnemar hans, Hans Geiger og Ernest Mardsen, kjarna frumeindanna meod gullpynnutilrauninni. Petta
er an efa ein merkasta og fraegasta tilraun mannkynsségunnar. Nidurstada tilraunarinnar var svo sldandi og
algjorlega 1 motsogn vio allt sem ad menn pekktu &4 peim tima.

Uppstillingin { gullpynnutilraun Rutherfords var eftirfarandi. Geislavirkri uppsprettu (ndnar um geislavirkni
aodeins sidar) var stadsett fyrir aftan blyvegg meo litlu gati. Blyveggurinn &tti ad sjé til pess ad a-geislunin
fra geislavirku uppsprettunni beindist adeins beint i gegnum gullpynnuna. Vid vitum i dag ad a-geislun er
ekkert annad en geisli af helinjénum He™ ™ sem samanstendur af tveimur réteindum og tveimur nifteindum,
en pad var ekki pekkt & peim tima. Fyrir aftan gullpynnuna var sidan sinksulfat skjar sem gaf fra sér litinn
ljésblossa par sem a-agnirnar lentu & skjanum.

"Rutherford hafdi sjalfur verid doktorsnemi hjs J.J. Thomson og hafdi fengid Nébelsverdlaunin i efnafraedi 1908, arid 4dur
en gullpynnutilraunin var framkvaemd.
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Rutherford hafdi bedio doktorsnemana sina Geiger og Mardsen um a0 framkvaema bessa tilraun svo ad beir
gaetu staofest atomlikan pess tima sem var kennt vio J.J. Thomson lerimeistara Rutherfords. Atémlikan
Thomsons kalladist risinukokulikanio (lika stundum plémubudingslikanid) og sagdi ad atémid veeri eins og
rusinukaka par sem ad rusinurnar voru rafeindirnar sem voru jafndreifdar i jakveett hlaona koékudeginu.
Astaedan fyrir pvi ad petta var vidtekid 4 peim tima var ad Thomson hafdi synt fram & ad rafeindir veeru
minni heldur en frumeindirnar og menn vissu ad flestar frumeindir voru éhladnar (jafn mikiod af réteindum og
rafeindum) en einfaldasta leidin (rakvél Occams) sem ad beim datt { hug til bess ad tskyra betta var einmitt
ef a0 litlu réteindirnar veeru jafndreifdar inni i jakveett hladna atominu. Pad sem ad Rutherford, Geiger og
Mardsen bjuggust vio var ad beir myndu alltaf f4 orlitil tvistrunarhorn (ekki alveg nill en beir bjuggust vio
bvi ad steersta mogulega tvistrunarhornid veeri um pad bil 0,02° eda svo gott sem null). Nidurstadan peirra var
satt best a0 segja faranleg i samanburdi vid atémlikan THomsons. Ekki nég med pad ad tvistrunarhornin
voru steerri heldur en pad sem ad beir bjuggust vid heldur gerdist pad { um pad bil 1 af hverjum 8000
malingum ad a-agnirnar endurvorpudust aftur ad uppsprettunni! Peer hofdu pd sntio vio um 180° gradur)
sem var faranlegt! Rutherford hafdi sjélfur eftirfarandi um nidurstéouna ad segja:

It was quite the most incredible event that has ever happened to me in my life. It was almost as
incredible as if you fired a 15-inch shell at a piece of tissue paper and it came back and hit you.“

- Rutherford, 1909

Hvernig var hugsanlega haegt ad utskyra pessa nidurstoou? Pad er eiginlega sma komiskt a0 pad hafi verid
Rutherford sjalfur sem ad Gtskyroi freedilega hvernig steedi & pessari tilraunaniourstédu 1 gullpynnutilrauninni.
En Rutherford er af mérgum talinn faerasti verklegi eolisfreedingur allra tima (Michael Faraday er hugsanlega
sé eini sem st60 honum fremri). Reyndar er Rutherford freegur fyrir ad hafa haft mikla ébeit 4 freedilegri
eOlisfraedi og eftirfarandi tilvitnun lysir kannski skodunum hans & fraedilegum e0lisfreedingum hvad best:

»How can a fellow sit down at a table and calculate something that would take me siz months to
measure in a laboratory?“

- Rutherford, 1909

En Rutherford attaoi sig & pvi hvernig veeri haegt a0 utskyra pessa tilraunanidurstéou a fraedilegan hatt.
Arid 1911 setti hann fram atémlikan par sem ad hann kom med pé tilgdtu ad i midjunni 4 atéminu veeri
kjarni sem baeri jakvaeda hledslu +@. Hann syndi enn fremur ad ef ad a-6gnin hefdi massa m, upphafshrada
vg og veeri skotid { dttina ad kjarnanum udr fjarleegd b (sj4 myndina hér fyrir nedan fyrir ndnari Gtskyringu)
ba myndi tvistrunarhorn a-geislans njéta jéofnunnar:

0
b= Lz cot () .
2megmug 2



Par med sjdum vid ad ef b = 0 ba verdur cot(4) = 0 svo § = 180° og dgnin endurkastast beint til baka.
Rutherford syndi par a0 auki a0 likurnar 4 pvi ad 6gnin myndi tvistrast um horn 6 vaeru gefnar med:

2 2

o(0) = %

4dmu?ug sin®(5)
Pannig gat hann staofest hlutfallio 1/8000 fyrir fullkomid endurkast { samresemi vid meelingar beira Geiger
og Mardsen.
Tvistrunarhorn Rutherfords og atomkjarnakenning hans gerdu pad ad verkum ad ni voru menn komnir med
einfalda leid til pess ad meela fjolda réteinda i kjarnanum. Pad sem meira var ba gerdi petta peim kleift
ad meta staerdina 4 kjarnanum sem um bad bil af steerdargradunni 1071° m { samanburdi vio 107 m fyrir
steerd atémsins®. Med bessari vitneskju tokst Breska edlisfraeedingnum Henry Moseley” (sem var lika einn af
doktorsnemum Rutherfords) ad dkvarda 7 ny frumefni ut fra seetistélunni, Z, med rongengeislameelingum

(x-ray).

21.5 Chadwick uppgotvar nifteindina

Pao kann kannski ad virdast undarlegt sagnfraedilega - en pao liou sidan ramlega 20 &r par til ad nifteindin var
uppgdtvuo arid 1932. Paod kann a0 virdast augljést 1 dag pvi hvert mannsbarn veit a0 heildarfjoldi nifteinda
i kjarnanum er A — Z bar sem A er frumeindamassinn og Z er satistala frumefnisins. Pad eitt og sér setti ad
vera nog til pess ad fa edlisfreedinga 1 pad minnsta til pess a0 leita a0 nyrri kjarneind! En nei, svona getur
eOlisfraedin vafist fyrir manni! Pvi fraedilegir edlisfreedingar halda lengi fast i fallegar kenningar bé svo ad
beer séu rangar. I pessu tilviki vildu peir ekki gefast upp 4 rusinukokulikani Thomsons svona einfaldlega. En
betta var ekki einfaldlega ttaf pvi ad peir voru ad reyna a0 halda { gamla, bilada kenningu. Pad var reyndar
mjog margt sem ad benti til pess a0 svo vaeri! Helstu rokin sem ad menn hoéfou fyrir pessu rusinukokulikani
fyrir kjarnan var S-geislun. En pegar a0 geislavirk efni senda fra sér S-geislun pa senda efnin Ut rafeindir
ar kjarnanum og seetistalan laekkar. Hvernig gat rafeindinni verid skotid dt Ur kjarnanum nema ef ad hin
hafoi verio par til ad byrja med? Kenningin 4 peim tima var pess vegna ad inni i kjarnanum veeru orkurikar
rafeindir & sveimi til pess a0 halda kjarnanum saman. Pad var pvi & peim tima engin porf fyrir nyja kjarneind
eins og nifteindina til pess ad tutskyra eitt eda neitt. Menn toldu sig pbegar hafa uppgotvad allt sem haegt var
ad vita um atémkjarnan!

Kannski var 6nnur asteeda pess hvao pad tok langan tima ad uppgotva nifteindina ad pad var svo margt ann-
a0 1 gangi 1 edlisfraedi & pessum tima. Fremstu edlisfracdingar pess tima voru ad leggja linurnar ad almennu
afstaediskenningunni, skammtafraedi og skammtasviosfreedi. Pad var enginn timi né hagur af pvi ad vinna
ad rannséknum { kjarnedlisfraedi (O7 hvad timarnir attu eftir ad breytast!). Reyndar var skammtafraedin ni
begar & pessum tima farin ad benda & galla i pessu ranga, vidtekna rasinukokukjarnalikani en pad var enginn
ad leita ad pessum métsdégnum og par med var enginn biinn ad taka eftir peim & pessum tima! Reyndar
var hugmyndin svo rétgréin ad Enrico Fermi'® og Franco Rasetti skrifudu grein 1926 par sem ad beir syndu

8Rutherford notadi vidlikinguna ad kjarninn veeri eins og fluga i démkirkju.

9Sagan segir ad Moseley hefdi liklegast hlotid nébelsverdlaunin 1916 hefdi hann ekki latist 1915 i orrustunni vid Gallipoli {
fyrri heimsstyrjoldinni. Hann var pa 27 ara.

10J4, betta er hinn eini sanni Enrico Fermi sem &tti eftir ad meta steerd fyrstu kjarnorkusprengjunnar med bladsnifsum.



fram & a0 petta likan samreemdist ekki kenningum um spuna. Peir dlyktudu 1t fra nidurstéounni ad spuna-
hugmyndin veeri rong (en ekki 6fugt!). Pad sem meira var b var uppgoétvunin 4 nifteindinni eiginlega bara
slys! Hin var algjorlega 6tengd allri bessari nyju edlisfraedi sem var verid ad préa 4 pessum tima. Hun fannst
eiginlega bara évart!

Arid 1930 hofou Walter Bothe og Herbert Becker framkvesemt tilraun par sem ad peir skutu a-geislum ad
beryllin uppsprettu. Peir toku eftir pvi ad vio petta pa geisladi beryllin uppsprettan fra sér nyrri geislun,
sem ad peir héldu { fyrstu ad veeru ~-geislun (pad reyndist ekki vera rétt). Tilraunin var endurtekin af
Iréne Curie'! og Fréderic Joliot eiginmanni hennar. Pau 4lyktudu (ranglega) eins og Bothe og Becker ad
efnahvarfid veeri:

IBe + 50 — 3C + 4

Ttalski edlisfreedingurinn Ettore Majorana 4 ad hafa sagt pegar hann frétti pessa nidurstédu peirra:

» What fools! They have disovered the neutral proton, and they do not recognise it!“
- Ettore Majorana, 1931

En betta voru frabeerar fréttir fyrir James Chadwick (enn einn doktorsnemi Rutherfords) en hann hafdi verid
ad leita ad oreind eins og nifteindinni { morg &r! I stuttri grein sem ad Chadwick birti 4rid 1932 pa syndi
hann fram 4 a0 bessi geislun sem ad Bothe-Becker-Curie-Joliot héfou greint fra beryllin uppsprettunni gat
6mogulega verid v-geislun pvi hann syndi hver mesta hugsanlega orkan sem v-geislinn gaeti haft (og st tala
var leegri heldur en orka geislanna sem ad bau hofou greint). Par med dlyktadi hann ad hér veeri ny eind
uppgtotvud og hid rétta kjarnahvarf veeri:

iBe+ 30 — — 12C+{n

Hingao til held ég a0 sagan okkar af atéminu hafi fjallad um atridi sem ad bid teljio ykkur bekkja dgaetlega,
b.e. a0 atomid samanstendur af rafeindum, réteindum og nifteindum par sem a0 réteindirnar og nifteindirnar
eru pakkaOar pétt saman i orlitlum kjarna af steerdargraounni fm og rafeindirnar eru & sveimi i kringum
kjarnan i 6rafjarlaegd (hlutfallslega) bannig a0 steerd atémsins er af steerdargradunni A. Petta er planetulikan
Rutherfords'? af atéminu og er eflaust enn pann dag i dag pad atémlikan sem ad almigamadurinn kannast
hvad best vid (bid hafid sidan hugsanlega laert um likindadreifingu rafeinda { efnafreedi en meira um pad
sidar). Pad er eiginlega frekar magnad a0 betta planetulikan sé enn pann dag { dag kennt { menntakerfinu.
bvi betta var bokstaflega bara atémlikanid 1 100 daga! Pvi adeins 100 dégum eftir ad Chadwick greindi fra
bvi a0 hann hefdi uppgotvad nifteindina pa tilkynntu samstarfsfélagar hans vido Cavendish tilraunastofuna i
Cambridge a0 peir hefou fundio jaeindina. Stuttu eftir pad byrjudu étal margar nyjar 6reindir ad koma fram
& sjonarsvioio. Reyndar voru 6reindirnar svo margar ad Enrico Fermi 4 ad hafa sagt:

LHIf I could remember the names of all those particles, I'd be a botanist.”
- Enrico Fermi, 1953

En 40ur en a0 vid kynnum bessar nyju oreindir til sdgunnar (sem ad bio hafid liklegast aldrei heyrt um!) ba
skulum vid staldra vid og rifa planetulikanio af atominu algjorlega 1 sundur og sina hvers vegna pa0 er ekki
nogu gott og hvada motsagnir pad felur {1 sér! Pvi madur hefur ekki skilio edlisfreedikenningu négu vel fyrr
en a0 madur getur synt ad hiun sé rong! Atli pad sé ekki kannski markmidio { edlisfraedi eftir allt saman? Ad
afsanna fléknar kenningar og bia til nyjar fldknari kenningar fyrir adra til pess a0 afsannal

M réne Curie var déttir Marie Curie og Pierre Curie. Pad gleymist stundum { umraedunni ad Iréne Curie og Fréderic Joliot
hlutu einnig Nébelsverdlaunin { efnafraedi 1935. Marie Curie og Pierre Curie hlutu nébelsverdlaunin { edlisfraedi saman (dsamt
Antoine Henri Becquerel) arid 1903. Marie Curie hlaut sidan nébelsverdlaunin { efnafraedi 4rid 1911 (Pierre 1ést arido 1906). Par
med statar Curie-fjolskyldan sig af 5 nébelsverdlaunum!

120ft lika kennt vid Bohr en tseknilega séd var Joseph Larmor fyrstur til pess ad stinga upp & planetulikani af atéminu.



21.6 Staodallikanio

»Three quarks for Muster Mark!
Sure he hasn’t got much of a bark
And sure any he has it’s all beside the mark.“

- Finnegans Wake eftir James Joyce, 1939

Arid 1932 hofou menn komist ad pvi ad allt efni samansteedi af atémum og ad 61l atém samanstaedu af
orlitlum kjarna af pétt pokkudum réteindum og nifteindum. Umhverfis kjarnan voru rafeindir 4 sveimi. A
peim tima voru petta einu eindirnar sem voru pekktar sem voru smeerri heldur en atémio. Ef a0 lotukerfid
tekur saman helstu eiginleika frumeindanna pa geetum vio pess vegna smidad einfalt lotukerfi sem a0 utskyrir
hvernig ad frumeindirnar eru bunar til:

Rafeind Réteind Nifteind

En ni pegar menn héfou klofio atémid og séd ad pad samanst6d af réteindum, nifteindum og rafeindum pa
datt moénnum pad snilldarrdd 1 hug ad reyna ad kljifa pessar nyju eindir lika! Pvi eins og Aristétales hafoi
sagt b4 var alltaf haegt a0 komast dypra! Hingad til hefur ménnum ekki tekist ad kljufa rafeindina. Hinsvegar
tokst monnum ad kljifa baedi réteindina og nifteindina nidur { svokallada kvarka'® arid 1964. Par ad auki
fundu menn nyja oreind ario 1956 sem kallast fiseind. Fiseindin er 6hladin og er miklu léttari heldur en
hinar efniseindir stadallikansins'4. Réteindin samanstendur af tveimur upp kvérkum og einum nidur kvarka
4 medan ad nifteindin samanstendur af tveimur nidur kvérkum og einum upp kvarka. Til bess ad petta geti
gengio upp pa parf upp kvarkinn ad hafa hledslu —|—§ en niour kvarkinn hledslu —%. Pa sjdum vio einmitt ad
hledsla réteindarinnar verdur (% + 2 — 1 = +1) en hledsla nifteindarinnar verdur (—3 — 3 + 2 =0).

pt n’

Par med vard lotukerfid fyrir minnstu byggingareiningar efnisheimsins eftirfarandi:

Rafeind II(\Ivlaarlf(rl kl\fgr?(i Fiseind

I einhverjum skilningi ma segja ad petta sé lotukerfid okkar i dag og ad vid sttum ad stoppa nina adur en
ad bio heettid ad skilja boffs. En ni fyrst fer sagan okkar ad verda dhugaverd!

130rdid kvarki var valid af Gell-Mann og er tekid tr eftirfarandi
4] langan tima var talid ad fiseindin hefdi engan massa. En i dag er talid ad hiin hafi massa af steerdargradunni 10~37 kg eda
rumlega milljén sinnum minni massa heldur en rafeindin.



Af einhverjum undarlegum dstaedum sem ad engum hefur tekist enn pann dag i dag a0 skilja pa akvad natt-
uran ad endurtaka betta mynstur tvisvar (og adeins tvisvar) { vidbét. Néttiran afritadi pessar eindir nema
gerdi beer bara adeins pyngri (en annars hafa beer svipada eiginleika). Til deemis eru afritin af rafeindinni
kalladar myeind (1) og tdeind (7) og beer hafa massa:

my, ~ 207me, m, =~ 3483m..

Pegar ad vio0 afritum efniseindirnar fdum vio (talan tdknar massa eindanna sem margfeldi af massa rafeindar):

Rafeind Nidur Upp Fiseind
rafeindar
1 9 4
~ 106
-1 5 +3
Myeind Sérstada Pokki Fiseind
myeindar
207 186 2495
~10°¢
= -3 +3
Taeind Botn Toppur Fiseind
) taeindar
3483 8180 3,4-10°
~ 106

Hver lina 1 bessu lotukerfi kallast kynsl60. Allar kynslédirnar samanstanda af fjérum eindum: Einni sem
a0 likist rafeindinni og tilheyrandi fiseind hennar og tveimur kvorkum. Allar eindirnar i fyrsta dalkinum
hafa hleoslu —1. Allir kvarkarnir { 60rum délkinum hafa hledslu —%, allir kvarkarnir { pridja ddlknum hafa
hledslu —|—% og allar fiseindirnar eru éhladnar.

Pad er margt sem ad edlisfreedingar hafa komist ad 1 tengslum vid mynstrin { bessu nyja lotukerfi. Til deemis
getum vio dtskyrt hvers vegna hledslur eindanna purfa ad vera nakvaemlega bser sem beer eru. Pad sem
meira er, ef vid myndum einn daginn uppgotva rafeindareftirhermu tr fjérou kynslédinni p4 myndum vid
samstundis vita a0 pad veeru til tveir kvarkar og tilheyrandi fiseind par ad auki i fjérou kynslédinni. Hins-
vegar, ba er einnig margt sem a0 vid skiljum ekki 1 pessu lotukerfi. Til deemis bendir flest allt til pess ad
bad séu ekki fleiri kynslédir heldur en einungis pessar prjar.'® Vio skiljum ekki af hverju pad eru einungis
brjar kynsl6oir af efniseindum en ekki t.d. 14 eda 30. Pad dularfyllsta { pessu 6llu saman er ad vio skiljum
ekki mynstrin sem ad dkvarda massa eindanna. Petta er semsagt niourstadan: Paod eru 12 efniseindir til og
allt efni er biid til tr samsetningu af pessum 12 efniseindum.!'6

En betta er { rauninni bara efnishelmingur stadallikansins (vid munum brédlega kynna hinn helming stao-
allikansins). A pessum timapunkti vaknar upp arargrii af {dordum sem ad edlisfreedingar nota { fagmali sinu
til pess a0 almuginn geti ekki skilid stadallikanio almennilega. Til deemis hafa pessar 12 efnisagnir fengio
samheitid fermieindir'? (til heiours ftalska edlisfreedingnum Enrico Fermi). Fermieindirnar tolf skiptast {
sex kvarka (quark) og sex létteindir (lepton). Stundum segjum vid s{dan ad kvarkarnir hafi bragd (flavour).
Til deemis veeri bokki bragd 4 kvarka). Allar eindir sem eru samsettar ir premur kvorkum kallast pungeind-
ir (baryon). Til deemis eru réteindin (tveir upp, einn nidur) og nifteindin (einn upp, tveir nidur) deemi um
bungeindir.

15Helstu rokin sem ad folk feerir fyrir bvi er ad i fjérou kynslédinni ba veeru tilheyrandi fiseindir ekki lengur léttar heldur
veeru baer pvert 4 méti bungar og liklegast 1010 sinnum byngri en baer fiseindir sem ad vid bekkjum.

16Hver peirra 4 sidan tilheyrandi andeind svo { rauninni eru efniseindirnar 24.

17 Taeknilega séd er skilgreiningin 4 fermieind st ad pad séu allar paer eindir sem hafa half-t6lu spuna, eins og til daemis %, %, S



En nt komum vid ad seinni hluta stadallikansins, en hann samanstendur af béseindum!® sem eru stundum

lika kalladar kraftberar. En bad eru beer eindir sem ad gera efniseindunum (fermieindunum) kleift ad tala
saman og finna fyrir hver annarri. Pio pekkid na pegar eina béseind en pad er ljéseindin sem ad miolar
rafsegulkraftinum (med 60rum oroum eru ljéseindir kraftberar rafsegulkraftsins). Vid settum sidan a0 nefna a
bessu stigi kraftana fimm. Pad kemur i 1jés a0 pad eru eindir sem ad midla kraftinum. Svokalladar kraftberar:

o Dyngdarkrafturinn: Pyngdarkrafturinn er frekar sérstakur. Almenna afsteediskenning Einsteins synir
a0 pyngdarsvidid er { rauninni timarimio sjalft. Garur i timartminu eru kalladar pyngdarbylgjur og
tilheyrandi kraftberar, svokalladar, pyngdareindir, hafa aldrei verid meeldar.

o Rafsegulkrafturinn: Ljoseindir, ~, bera rafsegulkraftinn.

e Sterki kjarnakrafturinn: Limeindir, g, bera sterka kjarnakraftinn.

o Veiki kjarnakrafturinn: W, Z~ og ZT béseindirnar bera veika kjarnakraftinn.

o Higgs-krafturinn: Higgs-eindin, H, ber Higgs-kraftinn. Higgs-svioio sem gefur 6gnum massa.

Vio skulum nu setja fram stadallikanid { allri sinni dyro:
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Mynd 21.2: Vennmynd sem synir flokkun éreinda.

18Paul Dirac gaf eindunum bad nafn til heidurs indverska edlisfraedingnum Satyendra Nath Bose sem hlaut aldrei nébelinn.



Kafli 22

Afsteediskenningin

»The views of space and time which I wish to lay before you have sprung from the soil of experimental
physics, and therein lies their strength. They are radical. Henceforth, space by itself, and time by
itself, are doomed to fade away into mere shadows, and only a kind of union of the two will preserve

an independent reality.”
- Hermann Minkowski, 1908

22.1 Inngangur

Pad eru tveer afsteediskenningar kenndar vio Einstein. Annars vegar takmarkaOa afsteediskenningin og hins-
vegar almenna afstadiskenningin. St fyrri, takmarkada afstaediskenningin, er { rauninni frekar einf6ld kenn-
ing hva0 steerdfreedina vardar og Einstein eyddi sjalfur miklu padri i ad setja kenninguna fram bannig ad
almigamadurinn geeti skilid hana. Hinsvegar eru nidurstoour hennar gjarnan i moétségn vio forhugmyndir
folks um bad hvernig heimurinn virkar. Hun er lika gegnumsyro af svokolludum pverségnum (sem reynast
sidan aldrei vera { métsogn vid kenninguna). Pad sem vefst sér { lagi fyrir f6lki er s hugmynd ad timi og
rim séu 4 sama tima samtvinnud og afstad hugtok. I takmérkudu afsteediskenningunni erum vid helst ad
fjalla um tvo vidmidunarkerfi S og S’ sem eru 4 afsteedri hreyfingu med hrada v midad vid hvert annad.

Skilgreining 22.1. Sagt er ad vidmidunarkerfi, S, sé fjérvitt Y A
hnitakerfi 4samt lengdarkvarda og timakvarda par sem ad punkt-
arnir { hnitakerfinu eru af gerdinni (¢, z,y, 2).

&

Atburdur, A, er punktur { timardminu A = (t4,24,y4,24).

i /

Helsti hausverkurinn i takmoérkudu afsteediskenningunni er ad vid munum vera med morg viomidunarkerfi i
gangi 1 einu. Pad er vegna bess a0 folk er svo sjalthverft og skilgreinir alltaf vidmidunarkerfio at fra pvi sem
a0 pad sér sjalft! Madur setti b4 ad nefna ad vidmidunarkerfid er kyrrt midad vio sjalft sig og ferdast pvi
einungis { jakvaeda timastefnu! Med 60rum ordum pé getum vid alltaf 1itid 4 sem svo ad vio séum kyrr { midju
alheimsins en a0 verdldin sndist um okkur (margir gera betta ni bpegar { annarri merkingu). Vio munum
ba vera t.d. med viomidunarkerfi S par sem a0 athugandi sér atburdinn A gerast { timarimspunktinum
A = (t,x,y,z). En annar athugandi { vidmidunarkerfi S mun sj4 sama atburd gerast { A’ = (¢, 2,y/, 2’).
Reyndar munum vid mestmegnis takmarka okkur vio 1+1-vitt timartm b.e. (¢, ).
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Skilgreining 22.2. Sagt er ad tregdukerfi sé viomiounarkerfi par sem tregoulégmal Newtons gildir.

Til bess ad reyna ad skilja tregoukerfin adeins betur skulum vid byrja & pvi ad skoda myndina hér fyrir nedan:

S T
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Matti og Edda eru i boltaleik. Edda stendur kyrr & joroinni i viomidunarkerfi S og kastar bolta upp i loftid.
Matti stendur kyrr { vidmidunarkerfi S’ inni { streeté sem hreyfist med jéfnum hrada v { burtu frd Eddu.
Bzedi bessi vidmidunarkerfi eru tregdukerfi'. Skodum adeins pad sem ad Edda sér (sem er pad sem myndin
synir). Edda sér boltann hennar ferdast upp og nidur midad vid viomidunarkerfid hennar. Hinsvegar, b4 sér
hiin boltann hans Matta ferdast eftir fleygboganum & myndinni pvi straetobifreidin ferdast afram 4 medan
a0 boltinn er { loftinu. En hvad sér Matti { vidmidunarkerfinu sinu, S’? Matti sér boltann sinn fara beint
upp og nidur (eins og Edda sé boltann sinn). Hann sér sidan boltann hennar Eddu ferdast { fleygboga til
vinstri. Vid myndum bvi segja eitthvad eins og ad tregdukerfin S og S’ eru & afstaedri hreyfingu midad vid
hvert annad med hrada v. Sé0 frda Eddu i .S pa er pad Matti sem ad ferdast { burtu frd henni meo hrada v til
heegri en séd frd Matta { S’ b4 er alveg eins heegt ad segja ad pad sé Edda sem ad ferdast { burtu fra Matta
med hrada v til vinstri (eda —v til haegri). Pad er bvi ekki heegt ad segja ad annad sjénarhornio sé réttara
heldur en hitt & medan ad tregoukerfin ferdast med afsteedum hrada midad vio hvert annad. Hinsvegar um
leio og straetébilstjorinn bremsar pa heettir vidmiounarkerfid hans Matta a0 vera tregoukerfi og pa fyrst er
haegt ad faera rok fyrir pvi a0 pad hafi verio Edda sem var kyrrstaed en ekki Matti!

Til bess ad reyna ad utskyra petta adeins betur skulum vio lika skoda hvad gerist & myndinni hér fyrir
nedan begar ad streetobilstjérinn eykur hradann sinn med bvi ad stiga 4 bensingjofina (hann getur lika
breytt hradanum med pvi ad bremsa harkalega). P4 feer streetévagninn hrédun a til haegri (sem getur verid
timah4d).
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Nina er vidmidunarkerfi Matta, S’, ekki lengur tregdukerfi pvi hann hefur enga ttskyringu fyrir bvi hvers
vegna pendullinn sveigir til vinstri skyndilega. Hann verdur pvi ad alykta a0 hann sé i viomiounarkerfi sem
finnur fyrir hréoun, bad er a0 segja: hann er ekki i tregdukerfi.

I Taeknilega séd er vidmidunarkerfi jardarinnar ekki tregdukerfi bvi jordin snyst um sjalfa sig sem veldur bvi ad vid sjdum
syndarkrafta eins og t.d. Coriolis-kraftinn. Vid munum hinsvegar til einféldunar hunsa pau ahrif og segja ad vidmidunarkerfi
athuganda & jordinni sé svo gott sem tregdukerfi. Par ad auki er frekar erfitt ad keyra straeté med jofnum hrada svo pad er
liklegast bara tregdukerfi { stutta stund hverju sinni (vidmidunarkerfi haettir ad vera tregdukerfi ef ad pad verdur fyrir hrédun).



22.2 Frumsendur afstaediskenningarinnar

Logmal 22.3. (Frumsendur afstsediskenningarinnar)
(1) (Afstzedislogmalid) Logmél edlisfreedinnar eru eins { 6llum tregdukerfum.

(2) (Ljéshradalogmalio) Hraodi ljoss { témarimi er sd sami { 6llum tregdukerfum.

Teeknilega séd er ljoshradalogmalio innifalio 1 afstaedislogmalinu en bad er mikilvaegt ad taka pad fram pvi
aour fyrr héldu menn ad ljésbylgjur beerust { mioli sem beir kolludu ljésvakan (e. ether). Til samanburdar
vio adrar bylgjur er t.d. hljéohradinn haour hreyfingu hlustanda meo tilliti til loftstins og er pvi ekki s sami
i 6llum tregdukerfum. Pad er pvi afar undarlegt a0 hradi ljéssins sé éhadur tregdukerfinu!

Sagan segir a0 Einstein hafi (begar hann var 16 dra) attad sig 4 seinna 16gmaélinu med eftirfarandi hugartilraun:
Imyndum okkur ad vid héldum 4 spegli { myrkri og ad vid ferdumst sidan med ljéshrada. Kveikjum sidan
ljésin. Hvad sést pa i speglinum?

Ef hradi 1jossins veeri ekki s sami { 6llum tregdukerfum pa myndi ekkert sjast i speglinum. Pa0 er vegna bess
ad bad sem ad vio sjdum i speglinum er okkar eigio endurvarp. Ljésid parf a0 endurkastast af hidinni okkar
og lenda sidan 4 speglinum og ferdast padan til baka i augun & okkur. En pessi hugartilraun synir a0 petta

veeri 1 métsogn vio afstaedislogmalio bvi par med veeru 16gmaél edlisfraedinnar ekki eins i 6llum tregdukerfum.
Par me0 veeri haegt ad nota pessa nidurstéou til pess ad greina med hvada hrada madur veeri ad ferOast.

I pvi sem eftir kemur b4 mun pad reynast okkur gagnlegt ad hafa skilgreint eftirfarandi fall:

Skilgreining 22.4. Vid skilgreinum Lorentz-fallio (lika kallad gamma-fallid) sem fallio:

bad getur lika stundum verid paegilegt ad tala um beta-fallid, 5 = 2.

Pad er gott ad f4 myndreena tilfinningu fyrir Lorentz-fallinu:

Yy
10
9_
8_
7_
6_
5_
4
34
PR
1

Logmal 22.5. (Nokkrir eiginleikar Lorentz-fallsins)
(@) y(v) > 1.
(b) f=2=/1-%

(e) 7(v) = +oo.

(d) y(v) ~1+1(2)%




22.3 Timalenging

Logmal 22.6. Litum & lest sem ferdast med hrada v midad vid athuganda B. Latum A vera athug-
anda inni i lestinni. Latum ljésgjafa vera festann vio gélf lestarinnar og latum spegil vera festan i lofti
lestarinnar. Latum T4 tdkna timann sem a0 athuganda A synist pad taka 1j6sid ad endurkastast af
speglinum og lenda aftur & ljéosgjafanum. Latum Tp tdkna timann sem ad athuganda B synist petta
sama ferli taka. P4 gildir ao:
TB = ’yTA.
L
Spegill v
—_—
A
! oo
% B
T— T— - —— —
SiPte N
C h \& x\j‘,/ \\~\
A V/// h \\\
X 3 e
o
lTBU

Utleidsla: P4 synist A heildarvegalengdin sem 1jésid parf ad ferdast vera 2h svo timinn sem pad tekur 1j6sid

ad ferdast pessa vegalengd er:

2N
Ty="

C

Hinsvegar bd synist B 1j6si0 purfa ad ferdast heildarvegalengdina:

2 2
1 2d 2 1
2d =92 h2 + *TB’U - TB _ — = _— h2 + *TB'U
2 c c 2

Vi0 hefjum sidan i annad veldi og einangrum fyrir 7. Vio fAum ba ao:

4 1 2 2 4h? 2k T
e (e () = ()t e



22.4 Lengdarstytting

Logmal 22.8. Litum & lest sem ferdast med hrada v midad vid athuganda [ . Spegill
B. Latum A vera athuganda inni { lestinni. Latum ljésgjafa vera festann [ 4 |
vi0 enda lestarinnar og latum spegil vera festan fremst { lestinni. Latum [\ %

f4 tdkna lengdina sem ad athuganda A synist lestin hafa og latum /g O O
takna lengdina sem a0 athuganda B synist lestin hafa. Pa gildir ad:

bl X
Y

-— | vl

X B
Utleidsla: Timinn sem pad tekur 1jésid ad ferdast fra ljdsgjafanum og ad speglinum og aftur til baka fra
sjénarhorni A er gefinn med T4 = %. Pa0 sem athugandi B sér er hinsvegar Orlitio floknara pvi lestin
hreyfist & sama tima og 1j6sid. Latum bvi ¢; tdkna timann sem ad lidur fra pvi a0 1j6sio yfirgefur ljésgjafan
og bar til a0 1josio skellur 4 speglinum. Vegalengdin sem ad 1j6sio parf ad ferdast er pa {5 + vt; pannig ad

vid faum ao:

14 t L L
SR VRS S
c c c c—v
Latum sidan ¢ tdkna timann sem liour fra pvi ad 1j6sid endurkastast af speglinum og bar til ad pad skellur
aftur 4 ljosgjafanum. P4 hofum vio a0 Latum ¢; vera timann sem pad tekur 1j6si0 ad berast ad speglinum
og to vera timann sem pad tekur 1j6sid a0 berast til baka i enda lestarinnar séo fra B. Pa gildir ad:
{p {p

g-l—l)tl:Ctl:}tl: s E—Ut220t2:>t2:
c—v ct+v

€B €B 2£BC 263
tp =t +ts = + =a—s="""
c—v c+v c? = c

En samkvaemt timalengingu héfum vid ad tg = 7yt svo:

20p 20p
")/tA:tB:?’}? = 1A

en vio vitum pegar a0:

20
ty = A
c
en par meo er:
la =g



22.5 Lorentz-ummyndanir

,» You never really understand a person until you consider things from his point of view — until you

climb into his skin and walk around in it.“
- Atticus Finch, To Kill a Mockingbird

Lorentz-ummyndanir leyfa okkur ad sja verdldina med augum annarra.

Logmal 22.9. Litum S og S’ vera tvo tregdukerfi sem hreyfast med hrada v midad vio hvert annad.
Latum (z,t) vera atburd séd frd sjénarhorni athuganda { S. P4 sér athugandi { S’ atburdin gerast {
(2',t') bar sem:

x' = y(z — vt), t':'y(t—g)

Utleidsla: Hugsum okkur ad athugandi i vidmidunarkerfinu S’ haldi 4 sténg med eiginlengd z’. Athugandi
{ S mun alltaf (fyrir 6ll t) sjé vinstri enda stangarinnar { 0 og haegri enda stangarinnar { z’. Hinsvegar litur
betta 60ruvisi Gt fyrir athuganda { S. Hann sér athugandann { S’ fjarleegjast sig med hrada v svo ad stongin
mun styttast Gtaf lengdarstyttingu. Hann meelir bvi lengd stangarinnar sem ¢ = z’/~. Honum synist béd
haegri endi stangarinnar vera staddur { @ = vt + £ = vt 4+ 2’/ en b4 fdum vid med bvi ad leysa fyrir 2’ ad:

¥ =~ (z—vt).
En vegna afstaedislogmalsins pa virka ndkveemlega sému rok fyrir stong af lengd = 1 .S svo vio alyktum ao:
x =7z +ot').

En med bvi ad einangra fyrir ¢’ r jofnunni hér 4 undan pa faum vid ad:

gt ;T - 1 1 - v?
v f;fxf;f’y(x—vt)f'y el z+ut] =7 vt—c—2z .

Sem gefur pvi a0:

=~ (t— 2y
_’y C2 .

Med bvi ad nota afsteedislogmalio sjdum vid pa a0 vid hofum einnig ad: ¢ = (t’ + C%x)

22.6 Obreyttna timarimsvegalengdin

Skilgreining 22.10. Vid segjum ad steerd sé ébreytin ef ad hin er eins i 6llum viomidunarkerfum.

Logmal 22.11. Timartmsvegalengdin (As)? = ¢?(At)? — (Az)? er 6breytin.

Utleidsla: Vid beitum Lorentz-ummyndun & steerdina. Hofum ad:
(As")? = (cAt)? — (Az)?
2
=2 (cAt — EAm) — 7% (Az — vAt)?
c

2

2 = )(an? - 1~

= 2(At)? — (Az)? = (As)2

(32) (Az)? (bvi millilidirnir styttast Gt)

Svo vid alyktum ad (As)? (og par med As) er ébreytin steerd pvi hin er eins { 6llum vidmidunarkerfum. [J



22.7 Timariumsmyndir

Pad getur verid gott a0 teikna timarimsmyndir i takmorkudu afsteediskenn-
ingunni til bess ad atta sig betur & pvi hvad er ad gerast. Vio skulum { pessari
grein reyna ad utskyra hvernig ad maodur teiknar slikar myndir og upplysing-
arnar sem er haegt a0 lesa af peim. Vid byrjum & pvi ad teikna tvo ésa eins og
sést 4 grafinu hér til haegri. Astaedan fyrir pvi ad vid setjum ct 4 16drétta dsinn
i stad t er vegna bess ad ct hefur sému einingar og 2 (b.e. m) svo bd hafa badir
dsanir somu einingar. Pad gerir lika rimfraedina sem ad vid faum at miklu
fallegri a0 skala timahnitid svona meo ¢ (ba er reyndar oftast paegilegast ad
velja einingarnar 4 d4sunum sem 1jésér { stadinn fyrir metra). Petta graf lysir
pvi til deemis hvernig ad athugandi i viomidunarkerfinu S sér timariamio. En
okkur langar til pess ad baeta vid hvernig athugandi { vidmiounarkerfi S sem
hreyfist afstaett med hrada v midad vio S sér timaramid. P4 bsetum vio inn
4 grafio eins og sést hér til haegri.

Hornid sem ad S’ myndar midad vid S er pa 6 = arctan(3) bar sem = 2
og v er afsteedi hradinn milli viomiounarkerfanna. Vid sjadum ba ad begar
ad v = ¢ bad verdur 0 = arctan(%) = arctan(l) = 45° sem samsvarar pvi
sem a0 madur myndi sji ef ad madur veeri ad ferdast & ljoshrada (ba fellur
timarimio saman i eina vidd - ljéseind upplifir pannig fjérvioa timartamiod
eins og eina vidd). Ef ad vid baetum vid dsunum fyrir hvort hnitakerfi um sig
béa getum vid lika attad okkur betur & bvi hvernig ad upplifun athugendanna
i hvoru vidmidunarkerfi um sig breytist. I vidmidunarkerfinu S’ pa munu
tveir atburdir gerast 4 sama tima ef ad peir liggja 4 somu linu samsida z’
asnum. Eins munu tveir atburdir gerast 4 sama sta0 ef a0 peir liggja samsioa
ct’ dsnum. Pess vegna verdur hnitakerfi athugandans { S’ svona tigullaga séd
fra S. Petta tigulhnitakerfi hefur verio teiknad & myndina hér til haegri.

Skodum ntna tvo atburdi A og B. Vi0 setlum a0 reyna a0 skoda pa { badum
vidmiounarkerfunum S og S’. Til pess ad gera petta synideemi dpreifanlegt
skulum vid lata vidmiounarkerfin feroast med hrada v = %c midad vio hvert
annad. P4 er f = % og v = 1,06 svo 6 = arctan(f) = arctan(%) = 18,4°.
Létum timardmshnitin 4 atburounum { S vera A = (3,1)ly og B = (2,4) ly.
Med Lorentz-ummyndun sjdum vid ad pa er:

1
ct'y =v(cta — Bxa) = 1,06 - (3 -3 1) =2,831y.

1
a'y =y(xa — Beta) = 1,06 (1 ~3 '3> =0ly.

ct [m],

ct

ct

ct’

z' = ~(z — Bet)

Pannig ad A’ = (2,83;0)ly. Eins fdum vid ad B’ = (0,71;3,53) ly sé0 med augum athugandans { S’

ct ct! ct cl

/ /

’

/ /

\UI‘
\2

. /

/V,’I,‘

Skodum sidan timarimsvegalengdina & milli punktanna A og B { vidmidunarkerfunum tveimur. I S héfum



vid a0 timartimsvegalengdin 4 milli atburdanna er:
(As)? = (cAt)? — (Az)? = (ctp —cta)? — (zp —24)* = (2-3)? — (4 — 1) = —8,0ly.
En athugandi { S" malir vegalengdina sem:
(As')? = (cAt')? — (Ax')? = (ct’y — ct'y)? — (25 — 2/y)? = (0.71 — 2.83)% — (3.53 — 0)? = —8,01y.

Vio sjdum semsagt ad athugendurnir meela sému timarimsvegalengdina 4 milli atburdanna A og B b ad
peir séu 6sammala um lengdina & milli atburdanna og timann sem liour 4 milli atburdanna! Vid segjum pa
ad timaramsvegalengdin sé ébreytin staerd pvi allir athugendur eru sammala um timarimsvegalengdina &
milli tveggja atburda 6had viomidunarkerfinu peirra. Med 60rum ordum ba er steerd ébreytin ef ad hin helst
6breytt undir Lorentz-ummyndunum. I pessu synideemi bé fengum vid reyndar ad timarimsvegalengdin 4
milli atburdanna A og B var neikvaed! M4 bad bara? Svarid er ji, pad mé og bad hefur dkvedna merkingu
sem ad vio skulum ndna fjalla um. Timartmsvegalengdin getur haft brji formerki (er nill formerki?)

Skilgreining 22.12. Latum A = (x4,t4) og B = (zp,tp) vera tvo atburdi séd frd augum athuganda
i vidmidunarkerfinu S. Vid segjum ad atburdirnir A og B séu:

(i) Timalaegir ef (As)? > 0.
(ii) Ramlaegir ef (As)? < 0.
(iii) Ljésleegir ef (As)? = 0.

Hvernig 4 madur samt ad hugsa um bessi formerki? Ji, ef ad A og B eru ljéslaegir b.e. ef (As)? = 0 b4 er eina
leidin til pess ad senda skilabod & milli atburdanna med 1jésbodi. Hinsvegar ef vido héfum timalsega punkta
b4 er (As)? > 0 en bad samsvarar pvi ad bad veeri heegt ad ferdast 4 milli punktanna med hrada v < c.
Hinsvegar ef tveir punktar eru ramlaegir pa myndi pad samsvara pvi a0 eina leidin til pess ad ferdast a4 milli
punktanna sé ef ad madur ferdast med hrada v > ¢ en bad er ekki haegt! Par sem ad timarimsvegalengdin
er Obreytin ba pyoir petta ad allir athugendur eru sammala um bad hvort ad tveir atburdir séu timalsegir,
lj6sleegir eda rimleegir. Pad er annad dhugavert sem a0 er haegt a0 nefna (ég etla ekki ad leida pad hér en ef
bid hafid dhuga getid bid sent mér fyrirspurn um betta). Pad kemur { 1j6s a0 ef tveir atburdir eru timalaegir
bé er til vidmidunarkerfi S’ par sem ad atburdirnir gerast 4 sama tima. Hinsvegar ef peir eru rimlaegir b4 er
til vidmiounarkerfi S’ par sem ad peir gerast { sama rdmhniti. En pad er haegt ad gera hvorugt fyrir ljésleega
atburdi. Allar bessar nidurstéour ma sjé 4 eftirfarandi timarimsmynd:

cty  Soguferill agnar
/

/

Rumlaegir Rumlaegir

atburdir atburdir




22.8 Hradasamlagning

Logmal 22.13. Litum & lest sem ferdast med hrada v midad vio kyrrsteedan athuganda B i vidmio-
unarkerfi S. Latum A vera athuganda inni { lestinni { vidmidunarkerfi S’. Nu kastar A bolta inni {
lestinni med hrada u'. P4 sér athugandi B hrada boltans sem:

u 4+
U= ———?F
1+ &

@

Utleidsla: Athugum fyrst ad { vidmidunarkerfinu S’ er stadsetning boltans Az’ = v/ At’ p.a. vid faum:
u—g— v(Az +uAt) (W +o)AY u o
- At - ’Y(At/+(,%AI’/) - (1+ u’2v)At/ - 14 u’2v'

(& C

22.9 Dopplerhrif fyrir 1j6s

Logmal 22.14. Litum 4 ljésgjafa sem sendir fré sér 1jés med t{oni f’ { vidmiounarkerfi ljésgjafans.
Ef ljésgjafinn ferdast med hrada v i attina ad kyrrsteedum athuganda pa mun athugandinn greina
ti0ni ljésbylgjunnar sem:

1+
f=yfTgs
1-p
v
4 S
\‘ ’/ &
-O: -
I
VAt (c —v)At .
I L 1 S
\‘ ’/ C &

cAt

Utleidsla: Ljésgjafinn sendir fré sér ljosbylgjur med tidni f’ svo { vidmidunarkerfi ljésgjafans 1{dur timi
At = % 4 milli pess sem ad ljosgjafinn sendir fra sér ljésbygljur. En athugandi 1 kerfinu .S mun sja petta
sem lengri tima (bvi timinn { vidmidunarkerfi lj6sgjafans 1{dur heegar pvi hann er 4 ferd) en bar med mun
timinn sem l{dur 4 milli ljésblossa vera At = vAt' { vidmidunarkerfi athugandans { S. En 4 peim tima hefur
lj6sgjafinn ferdast neer um vegalengd vAt en 1j6sio hefur ferdast vegalengd cAt svo timinn sem lidur 4 milli
bess a0 athugandinn 1 S greinir ljésblossa er:

=(1-p)rAt' = Bl RNV Elo g

V1-p2 1+

En par med dlyktum vid ad ti0nin sem athugandi i .S greinir er gefin me0:

_ 1141 145,
f_ﬁ_\/lfﬂﬂ_\/lfﬂf'

Sér 1 lagi sjdum vid ad f > f’ begar a0 ljésgjafinn nalgast athugandann en f < f’ begar hann fjarlaegist. [

AT — (c—v)At



22.10 Skriopungi, orka og kraftur

Skilgreining 22.15. (Einstein, 1905) Lj6s med tidni f og bylgjulengd A hegdar sér eins og straumur
agna sem vid kollum ljéseindir par sem hver 6gn hefur orku og skridpunga:

he E h

Par sem h = 6,626 - 10734 J s er fasti sem nefnist fasti Plancks.

Logmal 22.16. Litum 4 6gn med massa m sem ferdast med hrada v (midad vid vidmidunarkerfid .S).
P4 eru heildarorka og skridpungi agnarinnar i viomiounarkerfinu S gefnar meo:

E = ymd?, p = ymu.
S’ S
v
! 12 —_—>
2 fl f2 fl
AaVAVAVAV AVAVAVA .S NN AN

Utleidsla: Latum S tdkna vidmidunarkerfi par sem ad hradi agnarinnar er m og hradi hennar v. Litum S’
tdkna vidmidunarkerfi agnarinnar par sem ad 6gnin er kyrr. Latum Ej takna orku eindarinnar { kyrrst6ou-
kerfinu. Hugsum okkur nt ad égnin hrorni { tveer ljéseindir. I kyrrstédukerfinu p4 mun énnur ljéseindin hafa
tioni f] en hin hafa tioni f} en bar sem a0 skridpungi kerfisins er vardveittur (midad vio kyrrstooukerfio) er:

0= Phyrir =P1 — Py = PL =15 = A =X

Me0 60rum ordum ba hafa ljéseindirnar sému bylgjulengd og bar med sému ti0ni { kyrrstéoukerfinu S” (pvi
bé er fi =c¢/N| =¢/N, = f}). En bar med hofum vid ad:

Ey = th/7

bar sem f’ er tidni ljéseindanna i kyrrstooukerfinu. Skodum neest hvad gerist { vidmidunarkerfinu S par
sem a0 6gnin er & hreyfingu med hrada v. Latum FE takna orku hennar i pessu vidmiodunarkerfi og p takna
skriopunga hennar. Hugsum okkur aftur ad hin hrorni { tveer ljoseindir med tioni f; og fo. Athugandi i
viomidunarkerfinu S mun greina Dopplerhrif fra 1jésinu svo ao:

o 1+B / . lfﬂ /
flfwil_ﬁf, f271/71_~_ﬁf
En par med gildir ad:

B =hfy+hfs = hf <\/H5 \/”5) (”%‘mz%ﬁzv%

Svo i vidmiounarkerfinu par sem a0 6gnin er & hreyfingu ba er hreyfiorka hennar:

K=FE-FE =(y-1)E
En vid vitum ad fyrir v < ¢ b.e. § < 1 settum vid ad endurheimta gémlu gbéou hreyfiorkuna okkar, mv2

pannig ao:

- < 2 1 D1
K:(Py_l)EOZ((l_BQ) v )EOUNC(1+62_1)E0:2E052;2mv2



En par med sjdum vid ad eina leidin til pess ad K =~ va2 er ef a0 Fy = mc

skriopunganum. P& héfum vio ao:

7f_7f hf’ 1+ﬂ _hif’(lJrﬂ)*(l*ﬂ)_?hf’ﬂ
1 2 = 1_’_5 -~ \/ﬁ T . Y

En vid vitum a0 fyrir v < ¢ b.e. f < 1 &ttum vio ad endurheimta gamla géda skridpungann, mv, pannig
ad vi0 athugum ao:

2. Sntum okkur sidan ad

2hf!

B o —1/2 v<e 2hf'v 1 /v\2 vge 2hf'v 1
P="c v(l—ﬁ) T2 1+§(E) 2
Svo vid alyktum ad m = 2?{ ' En bar med hofum vid synt ad p = ymw.

O
Petta er hin fraega nidurstada F = mc® sem er kennd vi0 Einstein. En { gegnum &rin hefur hdan skolast
svolitid til. T dag setti madur ad skrifa E = ymc? en & timum Einsteins var talad um svokalladan kyrrstodu
massa mg og massi hlutarins var b4 m(v) = ymp. En bad er frekar 6heppilegt ef ad massi hluta breytist
eftir vidmiounarkerfum. Pad er paegilegra a0 tala um ao hinn svokalladi kyrrst6dumassi sé massi hlutarins
(annars barf maour lika a0 fara ad tala um svokalladan pvermassa og langsmassa og massinn er b4 mismikill
{ mismunandi stefnur sem er algjér hausverkur).

s ~

2

Skilgreining 22.17. Steerdin Ey = U = mc? kallast kyrrstoduorka massans m og er 6breytin
steerd.

Skilgreining 22.18. Steerdin K = (v — 1)mc? kallast hreyfiorka massans m.

Vid sjaum ba sér 1 lagi ad K + U = K + Ey = ymc? = E er heildarorka massans m.

- )

Logmal 22.19. Latum E og p tdkna heildarorku og skridpunga eindar i viomidunarkerfinu S. P& er
steerdin E? — (pc)? ébreytin og sér 1 lagi gildir ao:

B? — (pe)® = B§ = (E')* - (p'c)?

Par sem E’ og p’ eru heildarorka og skridpungi eindarinnar { viomidunarkerfinu S’.

Utleidsla: Detta er bara einfold algebrusefing. Athugum fyrst ad pe = ymoue = y8me2. Faum pvi ad:

E? — (pc)? = (yme?)” — (v8mc*)? = 72 (1 - B2) (mc®)? = (mc?)? = E2

Sem er ébreytin steerd svo par med héfum vio synt ad E? — (pe)? sé einnig 6breytin.

O
Mikilvaegasta logmal edlisfreedinnar er kennt vid steerdfraedinginn, Emmy Noether, og atskyrir tengslin & milli
samhverfu og vardveislulogmalanna. I klassiskri edlisfraedi stadheefir 16gmél Noethers ad orka er vardveitt
ef a0 heildarorka kerfisins er 6breytt undir vérpuninni ¢ — ¢ + At (med 6drum ordum ad bad skipti ekki
mali hvernig ad vio skilgreinum upphafstimann). Eins m4 syna med 16gméli Noethers ad skridpungi kerfisins
er vardveittur ef ad heildarorka kerfisins er 6breytt undir vérpuninni z — = + Az (med 6drum ordum ef
a0 pad skiptir ekki mali hvar vid skilgreinum upphafspunktinn). Ad lokum fdum vid hverfibungavardveislu
samkveemt 16gmalum Noethers ef ad heildarorka kerfisins er 6breytin undir sntningum # — # (med 60rum
oroum ad pao skiptir ekki méli hvernig ad vio skilgreinum upphafshornio).



22.11 Nalganir

I pessum undirkafla zetlum vid ad syna ad ef ad vid gerum ba nalgun ad v < ¢ pa endurheimtum vid gémlu
gbéou klassisku eOlisfraedina okkar. Par med erum vid ad syna ad takmarkada afsteediskenningin inniheldur
alla b4 edlisfraedi sem ad vid pekkjum og gott betur! T rauninni byggja allar nalganirnar i pessari undirgrein
4 uppédhalds nalgun edlisfraedingsins:

(14 2)" =1+ nz, ef |z| <« 1.

Vid byrjum & pvi ad skooda lengdarstyttinguna:
5 / v? p2\ M2 102 1 02

Svo i fyrstu Taylor-ndlgun b sjdum vid ad £ ~ £y (ef Z—j < 1). Skodum sidan neest timalenginguna:

A E—— ﬁimfvt T PP P
=7t = 1_£—0 2 ~ lo 52 ) T gls:

c2

Svo vio sjdum aftur { fyrstu ndlgun ad ¢ ~ to (ef Z—; < 1). Skooum sidan Lorentz-ummyndanirnar:

v? ol 102
x/:fy(a;—vt):(x—vt)<1—cz> %($—Ut)<l+)%gj—vt.

2 c?

Eins faest fyrir timann ao:

;o v - v 102 _
t—v(t—§x>~(t—§x) L+55)~t

Vid sjadum bvi ad vio fdum ¢ =t og 2’ = x — vt sem ad eru einmitt Galileb-ummyndanirnar. Skodum naest
hradasamlagninguna:

uU—0 uv\ 1 uv
u = _%:(U_U)O_CT) m%u—v)(l—!—;)%(u—v).
Fyrir Dopplerhrifin faum vio:
_ 1/2 —1/2 o1 B B Y ’_ ’_ UN o1
f=4p) =g e (145 ) (1) r R s =anf = (1+2)f
Sem er einmitt pad sem ad vid myndum buast vio i klassiskri edlisfraedi. Loks er:
102 1
E =ymc* ~ mc? 1—1—7@— =mc? + —mv?.
2 c? 2

og b sér i lagi K = (v — 1)mc? =~ %mv2 og loks hofum vio ao:

p="ymv = muv 1—56—2 ~ mu.

Vid hofum semsagt synt ad 1 6llum tilvikum endurheimtum vio klassisku e0lisfreedina okkar.



22.12 Deaemi

Damatimi 31: Afstaediskenningin: Timapennsla

Ljoshradinn, ¢, er sa sami i 6llum tregoukerfum. Ef ¢y er timinn og ¢y er lengdin sem ad athugandi
maelir { lest sem ferdast med hrada v. P& er timinn og lengdin sem ad kyrrsteeOur athugandi &
brautarpallinum meelir:

14 1
t = 7yto, 51;0, par sem = ——-—

(36.13) Athugandi 4 jordinni sér myeind ferdast 60 km vegalengd { lofthjup jardar & 400 us. Hvao tekur betta
langan tima samkvaemt myeindinni?

(36.15) Geimfari nokkur hefur verid sendur med geimflaug { attina ad Proxima Centauri, sem er si stjarna
sem er naest sélinni okkar. Hun er i 4,24 ljésara fjarleegd og geimflaugin ferOast med hradanum 0, 80c.
(a) Hversu langan tima tekur ferdin samkveemt jardarbtium? (b) Hversu langan tima tekur ferdin
samkveemt geimfaranum? (c) Pegar geimfarinn neer til Proxima Centauri sendir hann tGtvarpsbod til
baka til jardarinnar. Hversu loéngu eftir a0 geimfarinn lagdi af stad munu jardarbuiar heyra skilabodin?

(36.16) Elon Musk hefur sé0 fram 4 bad a0 hann muni ekki nd ad sji naestu pvergdngu Venusar &rio 2117
par ed hann verdur ellidaudur. En Elon Musk dettur pad snilldarrdd i hug a0 stokkva upp i SpaceX
geimflaugina sina og fljiga med hrada v (midad vid vidomidunarkerfi jardarinnar) i attina ad nalegri
fjarreikistjornu og snia par vio og koma sidan aftur til jardarinnar. Hann setlar a0 skipuleggja ferdina
bannig ad hann eldist sjélfur adeins um 5 ar & medan ad athugendur 4 jordinni eldast um 90 ar. (a) Hver
parf hraoi geimflaugarinnar, v, ad vera? (b) Hversu langt er til fjarreikistjornunnar?

(36.19) Mark Cuban & lifstidarflugpassa med American Airlines sem byoir ad hann bydur stundum Dirk
Nowitzki fritt flug heim til Berlinar fra Dallas. Flugvegalengdin er um pad bil 8550km og flugvél-
in ferdast med hraoa 900 km /klst. Hversu mikio yngjast Cuban og Nowitzki midad vio f61kid { Dallas &
bvi a0 fljaga svona fram og tilbaka? (Abending: Pid geetud purft ad nota nalgunina (14 2)" ~ 1+ na).

(36.13) 350 us. (36.15) 5,34r, 3,24r, 9,54r. (36.16) 0,998¢, 44,91y (36.19) 11,9ns.




Daematimi 32: Afstadiskenningin: Lengdarstytting

Ljoéshradinn, ¢, er sa sami i 6llum tregoukerfum. Ef ¢y er timinn og ¢y er lengdin sem ad athugandi
meelir { lest sem ferdast med hrada v. Pa er timinn og lengdin sem ad kyrrsteedur athugandi &
brautarpallinum maelir:

1 1
t = i, 6270, par sem Y= -—=-—-oro-r

(36.20) Mona Lisa er fraegt olfumalverk eftir Leonardo da Vinci sem er til synis
& Louvre-safninu { Paris. Malverkid er adeins 77 cm & haed og 55cm &
breidd. Nylega hafa fronsk stjérnvold farid ad bjéoa geimferdamoénnum
ad fljuga 1 gegnum safnio 4 égnarhrada, 0, 90c, til pess ad bera malverkid
augum an pess ad purfa ad bida i r6dinni med jardarbtium. Hversu breitt
synist peim pa malverkid vera?

(36.23) Myeind ferdast { gegnum lofthjip jardar med hradanum 0,9997¢ midad
vid athuganda & jorOinni. Fré athugandanum sé0 pa ferdast myeindin
60 km vegalengd fra pvi ad hin myndadist og par til a0 hin hrérnadi.
(a) Hver er liftimi myeindarinnar séd fra sjénarhéli athugandans & joro-
inni? (b) Hversu langa vegalengd finnst myeindin eins og ad hin hafi
ferdast? (c) Hver er liftimi myeindarinnar fra4 hennar eigin sjénarhorni?

77cm

53 cm

(36.21) Med hvada hrada barf stong ad ferdast til pess ad hin liti Gt fyrir ad vera helmingi styttri en hin er?

(36.25) Mannshdr er um bad bil 50 um { pvermdl. Gregor Clegane 4 143 cm langt sverd. Hann brumar
sverdinu sinu { attina ad Oberyn Martell sem rétt neer ad vikja undan sverdinu. Pegar ad sveroio
ferdast framhja Oberyn synist honum sverdio ekki vera lengra heldur en mannshar. Hver var hraoi
sverdsins? (Abending: Pid gaetud purft ad nota nalgunina (1 + z)" ~ 1 + nz).

(36.20) 23cm. (36.23) 200 us, 1,5km, 4,9 us. (36.21) 0,866¢. (36.25) 0,9999999994c.




Daematimi 33: Afstadiskenningin: Hradasamlagning og Lorentz-ummyndanir

Ef a0 atburdur gerist { timarimspunktinum (z,t) { vidmidunarkerfinu S ba sér S’ atburdin gerast {:

c2

Az’ =~ (Az — vAl), At =~ (At - vAx) .

Ef a0 athugandi { S’ kastar bolta med hrada u’ pa sér athugandi { S boltan hafa hrada u par sem:

/
u +v P 2. —c BlR - 2Tc U —v
u = T @ sem ma lika sniia vid med afsteedislogmalinu: u = —
+ = - 2
C C

(36.31) Matti Svifdal keyrir { DeLorean kagga med hrada 0,60c beint { 4ttina ad klikkada visindamanninum
Doksa sem ferdast beint { attina a0 Matta i risastorri jarnbrautalest med hrada 0,80c. Med hvada
hrada synist Matta ad Doksi nalgist hann?

(36.55) Hans Oli og forunautur hans Lodinbardi bjéta framhjs Naboo med hradanum 0,80c 4 geimskutlunni
sinni, Pusaldarfdlkanum (sem hefur raunverulega lengd 35m). Logi Geimgengill flygur { attina a0
félogum sinum & X-veengnum, Raudu fimmunni, med hradanum 0, 60c. (a) Hversu langur synist Loga
busaldarfalkinn vera? (b) Nu nélgast Svarth6foi 6dfluga hetjurnar i Pusaldarfilkanum med hradanum
0,90c svo Lodinbarodi skytur byssukidlu it um afurenda geimflaugarinnar med hrada 0,95¢ midad vio
geimflaugina peirra. Med hvada hrada sér Svarthofoi byssukiluna nalgast sig?

(36.53.) Matti og Edda horfa 4 sprengistjornuna Delta (D) springa { geimsjénaukanum hans Matta. Pau
sja lika fyrir tilviljun prju geimskip af geimverum flyja fra sélkerfi sprengistjornunnar Delta i attina
a0 stjoruninni Epsilon (F). Geimskip geimveranna ferdast med hrada v; = 0,30¢, vo = 0,50c og
vz = 0,70c og stjarnan Epsilon er { 21j6sdra fjarlaegd fra Delta (frd sjénarhéli Matta og Eddu). Einu
ari sidar pa sja Matti og Edda hinsvegar fyrirheitnu stjornuna, Epsilon, springa i loft upp. Allir
athugendurnir velja upphafspunkt timarimsins pannig ad Delta springur { (0,0). (a) Hveneer springur
sprengistjarnan Epsilon { vidmidunarkerfum athugendanna { geimskipunum premur? (b) Er einhver
athugandi { vidmiounarkerfi bar sem ad sprengingarnar gerast 4 sama tima? (c) Er einhver athugandi
{ vidmidunarkerfi par sem ad Epsilon springur 4 undan Delta? (d) Eru sprengingarnar timalegir
((As)? > 0), ramlaegir ((As)? < 0) eda ljéslaegir atburdir ((As)? = 0)?

(36.74) Tvo geimskip hafa raunverulega lengd 1000 m (midad vid sitt eigid vidomidunarkerfi). Anna, kapteininn
4 geimskipi A er a0 taka fram tr Baldri, kapteininum & geimskipi B. Anna flygur skipinu sinu med
hrada 0,80c en Baldur sniglast afram & 0,60c (badi er midad vid bad sem dhorfandi & jordinni sér).
Hversu langan tima finnst Baldri bad taka Onnu ad taka fram tr sér? Timatakan hefst pegar ad fremri
endinn 4 geimskipi Onnu nemur vid afturendan 4 geimskipi Baldurs og stédvast pegar afturendinn &
geimskipi Onnu yfirgefur framendan 4 geimskipi Baldurs.

(36.31) 0,95¢. (36.55) 10,9m, 0,976¢. (36.53) (t1,21) = (0,424r,1,781y), (t2,x2) = (04r, 1,731y),
(t3,x3) = (—0,56 4r,1,821y). (36.74) 16,6 us.




Daematimi 34: Afstadiskenningin: Orka og skridpungi

Heildarorka, skridpungi, kyrrstéduorka og hreyfiorka einda eru gefnar med:
E = ymc?, p = ymu, Ey = mc?, K=E—-Ey=(y—1)mc.
Sér 1 lagi gildir ao:
E? — (pc)* = E}

Ljoseindir hafa skammtada orku sem er hao tioni ljossins: F = hf = % par sem h = 6,626 - 10734 J s
er fasti sem kallast fasti Plancks. Ljoseindir eru massalausar svo sér i lagi gildir um peer ad E = pc.

(36.39) (a) Vio hvada hraoda er skridpungi eindar tvisvar sinnum meiri heldur en klassiski skriopunginn?
(b) Vid hvada hrada er heildarorka eindar tvisvar sinnum meiri heldur en kyrrstéduorka hennar?

(c) Vio hvada hrada er hreyfiorka eindar tvisvar sinnum meiri heldur en kyrrstéouorka hennar?

(37.26) Rafeindarvoltio (eV) er malieining 4 orku sem er mikid notud { kjarnedlis- og oreindafreedi. Einingin
er skilgreind sem st orka sem a0 rafeind feer vio pad ad vera hradad yfir 1V spennumun en ba gildir
ad: leV = 1,602-10719J. (a) Hver er kyrrstoourorka rafeindar { eV? En réteindar? (b) Hver er
heildarorka rafeindar sem ad ferdast med hradanum 0,99¢? En réteindar? (c) Hver er hradi rafeindar
sem a0 hefur heildarorku 2,0 GeV? En réteindar?

(36.73) Rafeind ferdast med hrada 0,90c { 4ttina ad jaeind sem hefur hrada 0, 90c 1 gagnstaeda stefnu. I drekstr-
inum eydast badar eindirnar og orkan sem losnar i arekstrinum fer i ad mynda tveer eins ljoéseindir.
Hver er bylgjulengd ljéseindanna?

(37.28) I stéra sterkeindahradalinum LHC (Large Hadron Collider) i Genf, Sviss eru réteindir med heildarorku
6,5 TeV ltnar lenda { drekstri vid hvor adra. (a) Hver er hradi eindanna? (b) I slikum 4rekstrum
myndast oft étalmargar orkurikar oreindir. Fraedilega séd (bad er mjog 6liklegt) getur myndast ein
gridarlega orkurik oreind (slik 6reind veeri éstédug og myndi fljétlega hrérna nidur i adrar oreindir) {
arekstrinum. Hver veeri massi eindarinnar?

(36.39) v, = 0,866c, vy, = 0,866¢, v, = 0,943c. (37.26) Ey. = 0,511 MeV, Ey, = 938,3MeV,
E. = 3,62MeV, E, = 6652 MeV, v, = 0,99999997¢, v, = 0,883c. (36.73) 1,06 pm.
(37.28) 1,26 - 1026 kg.




Kafli 23

Ljos

»Pao fyrsta sem Newton komst ad raun um pegar hann héf ad athuga ljos var ad hvitt [jos er blanda
lita. Meo glerstrendingi gat hann klofi0 hvitt ljés 7 ymsa liti, en pegar hann sendi einlitt ljos - til
demis rautt - gegnum annan pristrending sd hann ad ekki var hegt ad kljifa pad frekar. Newton
uppgdtvadi pvi ad hvitt ljos er blanda lita sem eru hreinir © peim skilningi ad engan peirra er hegt
ad kljifa © sundur. Newton taldi ljés samanstanda af eindum og hann hafoi rétt fyrir sér (en rokin
hans voru rong). Vid vitum ad ljds samanstendur af égnum pvi pad eru til nem teki sem gefa frd
sér smelli ef ljos skin d pau, og pott [josid dofni meir og meir eru smellirnir alltaf jafn hdir, adeins
ferri. Ljos er pui ekki ovsipad regndropum. Hver dropi ljoss er kalladur ljoseind og ef ljésio er einlitt

eru allir droparnir jafn storir.“
- Richard P. Feynman, Lj6sio, 1985

23.1 Logmal Snells

Ljos ferdast alltaf med hrada ¢ = 3,00 - 108 m/s 6h4dd vidmidunarkerfi. Hinsvegar, b4 segir folk stundum
Oheppilega a0 1j6s ferodist ,heegar” { sumum efnum. En pad er einfaldlega vegna pess ad 1j6sid virdist ferdast
haegar pvi a0 sameindir efnisins sem a0 1j6sid ferdast i gegnum gleypa ljéseindirnar sem ad lenda i arekstri
vio beer. Vid pad Orvast sameindir efnisins upp i heerra orkustig, en sameindirnar vilja ad edlisfari vera i
orkuleegsta astandinu sinu, grunnastandinu, svo ad beer geisla aftur orkunni { burtu (jafn mikil orka svo ad
1j6si0 sem losnar aftur hefur sému tioni og upphaflega 1j6sio hafdi). Vio betta virdist heegjast & ljésinu bvi
hver svona drekstur tekur um bad bil 1 ns (fer eftir pvi hversu bétt efnid er). Pad sem meira er pba hefur petta i
for med sér a0 ljosgeislinn beygir vid pad ad fara inn i énnur efni (heegt ad sja pad med skridpungavaroveislu &
skilfletinum t.d.). Annad merkilegt, er eftirfarandi forsenda sem er gjarnan tileinkud Fermat um edli 1jéssins:

Logmal 23.1. (Logmal Fermats) Ljésio ferdast dvallt ba leid milli tveggja punkta sem tekur
stystan tima a0 ferdast.

Skilgreining 23.2. Vi0 taknum med nes,; brotstudul efnis par sem ad ljéshradinn er cem; < c.
Brotstudullinn er skilgreindur pannig ad:
c

Nefni =
Cefni

Takio sér 1 lagi eftir pvi a0 vio héfum avallt a0 nem; > 1 pvi cemi < c.
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Logmal 23.3. (Logmal Snells) Latum 1j6s ferdast 4 milli tveggja efna par sem ad brotstudlarnir
eru np og no. Latum 6, og O3 vera hornin sem ad ljésgeislinn myndar vid pverlana. P& gildir ao:

n1 sin 07 = ng sin 6y

Utleidsla 1: Latum ljésgeislan byrja i A = (0,a) og enda { B = (£, —b)
eftir viokomu { C' = (x,0) 4 skilum efnanna. Vid viljum ldgmarka heildar-
timann sem bad tekur 1jésio ad ferdast 4 milli A og C. Par sem ad 1j6sid
ferdast med hrada c; 1 efni 1 en med hrada cp 1 efni 2 p4 héfum vid a0
heildartiminn sem pad tekur 1j6sid a0 ferdast 4 milli A og C' er gefinn med:

Va2 4a? (6—a)* + 02
(@) = c - c
1 2

En samkveemt Fermat velur 1j6sid pa leid sem ad lagmarkar ferdatimann:

dr x B {—x
dr  c;VaZ+ a2 ey /(0 —2)2 + b2

En af skilgreiningunni & sinus sjdum vio af rimfreedinni 4 myndinni a0:

1

T . ! —x
sin 0y =

= 5 . t=r
VaZ+a? & (0 —x)2 + b2

svo vid alyktum ad utgildid gefur ao:

sin 01 =

dr 1 sin 64 sin 65
2o — =
dzx c1 Co

Vio margfoldum a0 lokum i gegn med ljéshradanum ¢ og héfum pvi 16gmal Snells:

n1sinf; = ny sin 6.

O

Pao er reyndar til 6nnur ttleiosla & 16gméli Snells sem er kennd vid Newton (og kannski lika smé Einstein).
Hun er eftirfarandi:
Utleidsla 2: Samkveemt Einstein b4 samanstendur ljés af litlum égnum sem vid kollum ljéseindir. Hver
ljéseind hefur orku E, = hf = % bar sem f er tiOni ljossins og A er bylgjulengd pess. Fyrir massalausar
agnir (eins og 1j6si0) pé gildir ad skridpungi ljéssins er p, = % = h—cf Ef vio immyndum okkur hvad
gerist & skilfleti efnanna pa sjdum vid fyrir okkur ad pad er enginn heildarkraftur { laréttu stefnuna svo ad
skriopunginn { laréttu stefnuna er vardveittur. Hinsvegar er einhver kraftur i 160réttu stefnuna & skilunum
- vi0 getum hugsad okkur ad pad sé vegna addrattarkraftsins fra sameindunum & sitt hvorri hlidinni. En
skriopungavardveislan { laréttu stefnuna gefur strax 16gmal Snells:

@ sinf, = @ sin 6y
C1 C2

bar sem a0 heildarorka ljéseindanna er varoveitt svo hfi = hfe. Vid margfoldum loks { gegn med ¢ og faum:

n1 sin 07 = ng sin 6.



23.2 Alspeglun

A0 lokum skulum vio fjalla stuttlega um alspeglun. Skooum adeins 16gmal Snells aftur:

. . . ny .
nysinf; = nosinfy — sinfly = — sin 6
n2

Eina leidin til pess ad pessi jafna geti gengid er ef a0 steerdin:

n
L sin 91 S 1
N2

Pa hefur jafnan alltaf lausn og 0, dkvardast af pvi skilyrdi - med 60rum ordum ba kemst geislinn at Gr efninu.

Hinsvegar ef

™ Ging, > 1

N2
pba faum vid svokallada alspeglun. P4 sleppur geislinn ekki it um hina hlidina. Vid sjaum lika ad par sem
ad sinf; < 1 pba er eina leidin til pess ad fa alspeglun ef:

ni
— >1 = nqg > ns.
N2

Med 60rum ordum béa sjdum vid a0 alspeglun getur einungis ordio pegar a0 1jés fer ar efni meod heerri brotstuo-
ul { efni med leegri brotstudul b.e.a.s. Gr béttara efni i ekki eins bétt efni (t.d. gler { loft eda gler { vatn).

Sér { lagi sjdum vio a0 ef ad pad verdur speglun ba er innfallshornio 0 jafnt dtfallshorninu, 05, b.e.

ni Alspeglun: 6; = 6

n2 |
I
Med 60rum ordum pa vitum vid ad begar ad hlutir speglast af yfirbordi ba er 6; = 6.

23.3 Upprifjun: Einfold sveifluhreyfing og bylgjusamlidun

A pessu stigi malsins pa held ég a0 vio purfum ad rifja upp adeins ur 5. bekk. Til ad byrja med skulum vid
rifja upp hvao einfold sveifluhreyfing er:

Skilgreining 23.4. Vid segjum a0 hlutur sé a4 einfaldri sveifluhreyfingu med sveiflutioni w ef
lysa mé stadsetningu hlutarins, z(¢), sem fall af tima me0 jofnu af gerdinni:

3= —w?z.

FEins og bid munid sidar leera ba er petta 6hliorud 2. stigs diffurjafna med fastastudlum sem hefur lausn:
z(t) = Acos(wt + ¢).

Til pess a0 sanna a0 eitthvad fall sé lausn a diffurjoéfnu pa diffrar madur einfaldlega fallid og synir a0 pad
uppfylli diffurjéfnuna. En vid athugum einmitt ao:

2

== = —Aw? cos(wt + ¢) = —w?x(t)



Sem synir ad x(t) = A cos(wt + ¢) er fullkomin lausn 4 diffurjéfnunni. Almennt parf 2 fasta (hér A og ) til
bess ad dkvaroa fullkomlega lausn & 2. stigs diffurjéfnu. Bylgjur eru sidan bara tveer einfaldar sveifluhreyfingar
settar saman 1 eina hreyfingu, p.e.a.s einfold sveifluhreyfing i tima og rami. Bylgjujafnan er:

Skilgreining 23.5. Latum ¢ (z, t) lysa fraviki hlutar fré jafnveegisstodu sinni sem fall af stadsetningu,
x og tima, t. Vid segjum a0 hluturinn sé & bylgjuhreyfingu med bylgjuhrada c ef fravikio uppfyllir
bylgjujofnuna:

Py _ 0
o2 Ox?
Lausnir 4 bylgjujéfnunni eru pa foll af gerdinni:
Y(x,t) = Asin(kx — wt + ), bar sem w = ck.

Sem vio getum audveldlega sannad med diffrun:

0?1

—— = —wip(x,t) 028271/) = -k Y(x, 1) = —w*P(z,1)
ot? o D2 ’ e

Ef vid leggjum sidan saman tveer samfasa bylgjur frd sému uppsprettu (pbad pydir { stuttu mali ad tidnin er
st sama og par med bylgjulengdin par ad auki sem ad fasahornid er nill og ba héfum vio:

s ~

Logmal 23.6. Hugsum okkur ad vid hofum tveer samfasa bylgjuuppsprettur i fjarleegd d fra hvor
annarri sem senda 0t eins bylgjur meo ttslag A, tioni f og bylgjulengd A. Skodum einhvern punkt, P,
sem er pannig ad onnur uppsprettan er i fjarleegd r1 fré punktinum og hin uppsprettan er i fjarlsegd

ro fra punktinum. -
/
o)
T2

d
]
O/N

P4 er samlidunarbylgjan sem athugandi i punkti P greinir gefin meo0:

\

1 1
Asin(kry — wt) + Asin(kry — wt) = 24 cos<2kAr) sin <2k(r1 +79) — wt> .
Sér { lagi b4 mun athugandinn heyra fullkomlega styrkjandi/eydandi bylgjusamlioun { punkti P ef:

Kiandi . .
Ap— {n)\ (styrkjandi bylgjusamlidun) , neN.

(n+3) A (eyoandi bylgjusamlidun)

Utleidsla: Skodum samlidunarbylgjuna i punktinum P en hin er gefin med:
Yp = 1 + 1y = Asin(kry — wt) + Asin(kry — wt)

Med bvi ad nota pattunarreglur hornafalla:

t —t
sin(s) + sin(t) = QSin(s;_) cos(s 5 ),




feest ao:
Y = Asin(kr; — wt) + Asin(kre — wt)

_94 Sm((lm — wt) er (kry — wt)> s ( (kry — wt) - (kry — wt))

1 1
=24 cos<2kAr) sin<2k(r1 +17r3) — wt>.
Vi0 sjdum ad samliOunarbylgjan hegdar sér eins og bylgja med fast utslag B = 24 cos(%kAr), tidni f og

bylgjulengd A, sem rita meetti sem ¢ = B sin(kr — wt) bar sem r = % er medalfjarleegdin fra hatélurunum.
En pa feest fullkomlega styrkjandi bylgjusamlioun B = 2A ef:

1 1 2
cos( 2kAr) =1 = ~kAr =nr = Ar= % —nh.
2 2 k
En fullkomlega eydandi bylgjusamlioun B = 0 ef:
1 1
cos<2kAr> =0 = §kAr = g +nr=(2n+ 1)% = Ar=(2n+ 1)% = (n+ ) A

Almennt segjum vid a0 samlidun sé styrkjandi ef B > A og eydandi ef B < A. O

23.4 Tveggja raufa tilraun Youngs: Ljéssamlidun

NG komum vio ad tveggja raufa tilraun Youngs sem var fyrst notud til pess a0 syna fram & bylgjuedli 1jéss.
P4 er leisigeisla med bygljulengd A beint 1 gegnum tveer raufar eins og & myndinni hér fyrir nedan. Pa kemur
fram styrkjandi bylgjusamlioun & skja fyrir aftan raufarnar.

Bylgjulengd

>

Ljésstyrkur

))
/’({ ))

raufabil

NN R W= O =N WhR WUV

Numer ljéshamarks fra midju

Styrkjandi bylgjusamlioun

Logmal 23.7. Pegar leisigeisla me0d bylgjulengd A er beint i gegnum tveer raufar med raufabil d ba
kemur fram styrkjandi samlidunarmynstur i fjarleegd ¢ fyrir aftan raufarnar. Ef y,, tdknar stadsetningu
bjortu ljéshdmarkanna ba gildir ad:

dsinf,, = nA, Yn = Ltan b,

Sér 1 lagi ef 0,, < 1 pa gildir ad bilid & milli [jésraka & skjaAnum er med g6ori nalgun fast:

_

A
Y=




Utleidsla 1: Til pess ad bylgjusamlidunin sé styrkjandi { punkti & skjanum { fjarleegd y,, frd midjunni pa
parf ad muna heilt6lumargfeldi af bylgjulengdum & vegalengdinni sem a0 geislarnir purfa a0 ferdast fra hvorri
rauf pannig ad Ar = nA. En vid sjdum af eftirfarandi mynd:

Styrkjandi bylgjusamlioun

breidd raufar: a Yn
. Yn
D, = arctzm(’%) d
/ d:|: ¢ Ar = dsin6,
Miodjuhdmark —/

raufabil

Skjr

Vid dlyktum par med ad

dsinf, = Ar = n\
Par a0 auki sem a0 rumfraedilega stadsetning ljéshdamarksins gefur okkur ad:
Yn = Ltan b,

Sér i lagi ber a0 nefna ad ef §,, < 1 pé er sinb,, ~ 6,, og tan b, ~ 6,, svo a0 fyrir litil horn gildir a0:
pY4 A
Yn = Ltanb, ~ £sinf, = % = AY=1Ynt1—Yn = rE

O
Utleidsla 2: Ef ad manni finnst betta vera frekar éformlegt (eins og mér) og madur er ekki sannfserdur 4
bessum rokum (eins og ég) bd geeti madur vilja gera betta adeins formlegra. Athugum fyrst ao:

Y
NS

Ho6fum sidan ad mismunurinn & vegalengdinni sem ad 1j6sio parf ad ferdast er:

d\’ d\’
n)\:AT:TQ_le €2+<yn+2) - €2+<yn_2>

Meo bvi ad margfalda med samokasteerdinni sjium vid ao:

sin@,, =

Wt = (-9’ 2 > yud

d
n>\: = ~ AL —
\/€2+(yn+%)2+\/€2+(yn—%)2 \/£2+(yn+§)2+\/€2+(yn—%)2 VE+yn

Sér 1 lagi sést 1 pessari nalgun a0 ef bar ad auki vio héfum ad ¢ > y,, ba er bar ad auki:

=dsinb,.

yn> 4§ d >y, ypd nA\fl
PN L Aty =

1/£2+y721 / 77



23.5 Margar raufar

Helsti kosturinn vid seinni ttleidsluna hér 4 undan er ad pa sér madur a0 svo lengi sem ad y,, > % bé mun
dsin 6, = n gilda. P4 sjdum viod ad ef vid héfum 1jésgreiou med moérgum raufum pa munu raufabilin sem eru
hlio vio hlio alltaf gefa somu nidurstéou og fyrir tveggja raufa mynstrid. Fyrir margar raufar ba er raufabilid
oftast minna svo pad dreifist meira ur ljéshamoérkunum & skjanum en pad pyodir ad seinni nalgunin ¢ > vy,
gildir ekki. Par med hoéfum vio:

P H
Raufagler med
raufabil d

Logmal 23.8. Pegar ad leisigeisla med bylgjulengd A er beint { gegnum ljésgreidou med raufabil d ba
kemur fram styrkjandi samliounarmynstur & skja i fjarleegd ¢ fyrir aftan raufaglerio. Ef y,, tdknar
sta0setningu bjortu ljéshamarkanna pa gildir ao:

dsin 6, = nA, Yn = £tan b,

23.6 Ein rauf: Ljésbognun
Ef vid setjum fyrir adra raufina pannig ad leisigeislinn kemst bara it um adra raufina pa faum vio svokallad
ljésbognunarmynstur.

Skjar

m=3
,< m=2
- m=1

-7 léz/ < T . e .
aI R R b Breidd midjuhdmarksins
/ m=1 l

Ein rauf Ljésbognunarmynstur <

Hér hofum vid
dhuga 4 lj6slagmorkum

m=2

m=3

{>a

Pegar a0 leisigeisla med bylgjulengd A er beint i gegnum eina rauf af steerd a pa kemur fram ljosbogn-
unarmynstur & skjé { fjarleegd ¢ fyrir aftan. Ef y,, tdknar stadsetningu dokku rdkana (ljéslaggildin)
pba gildir ao:

asinf, = nA\, Yn = Ltan b,

Ad bvi gefnu a0 1 < 1 ba héfum vio a0 breiddin & midjuhamarkinu, b, er gefin meo:

_ 2
S0

b




23.7 Beadi samlidunarmynstur og bognunarmynstur

I flestum tilvikum pé faum vid hinsvegar fram beedi mynstrin { einu (bvi bad er 6hjakvaemilegt a0 ef vid erum
med margra raufagler ad raufarnar hafi ekki einhverja pykkt a og eitthvad raufabil d). En hvernig litur slikt
mynstur it? Pad er { rauninni bara baedi mynstrin sett saman { eitt. Hér er til deemis mynd til utskyringar:

(b)

A mynd (a) hér ad ofan sést hefdbundid samlidunarmynstur fyrir tveggja raufa raufagler. En samlidunar-
mynstrid samanstendur { rauninni af tveimur mynstrum. Pvi 4 mynd (b) sést mynstrid sem feest pegar ad
vi0 lokum fyrir adra raufina pannig ad 1j6sid kemst bara i gegnum eina rauf. P4 sjaum vio a0 dokku rakirnar
koma utaf pvi hversu breid hver rauf er en ljéshamorkin inni { miojuhdmarkinu er vegna pess hversu langt er
4 milli ljéshamarkanna (sér { lagi gildir & pbessum myndum ad A < a < d). Mynstrid sem kemur fram verdur
ba einhvern veginn svona:

Ljésstyrkur Ljosstyrkur
20 15 10 5 0 5 10 15 20 20 15 10 5 0 5 10 15 20
0[] 0 [°]
(@) Tveggja raufa samlidunarmynstur sem dkvardast af dsin 6, = n (b) Einnar raufar ljésbognunarmynstur par sem ligmérkin dkvardast af —asin 6y, = m\

Ljosstyrkur

20 15 10 5 0 5 10 15 20
0[]
(¢) Alvéru mynstrid sem kemur fram 4 skjdnum er samsetning af badi samlidunar-
og ljésbognunarmynstrinu



23.8 Linsur og geislagangsmyndir

Linsur eru algengar i daglegu lifi. Paer er a0 finna { sjénaukum, smasjam og myndavélum par ad auki sem ad
beer eru megingrundvollurinn fyrir pvi hvernig ad gleraugu og augnlinsur virka (sumir nota slikt 4 hverjum
degi!). Til ad byrja med skulum vid setja fram tveer helstu gerdir af linsum sem ad f6lk notar:

Skilgreining 23.9. Vi0 segjum ad linsa sé:

(i) Safnlinsa ef allir geislar sem ferdast samsida { gegnum linsuna safnast saman { einum
brennipunkti i fjarlaegd f fra linsunni 4 as linsunnar.

(ii) Dreifilinsa ef allir geislar sem ferdast samsioa i gegnum linsuna tvistrast burt fré 4s linsunnar
eins og ad beir hafi komid tr brennipunktinum { fjarlaeegd — f fra linsunni.

Brennividd linsunnar, f Brennividd linsunnar, f e
— —

-
-

-~ Dreifilinsa

Safnlinsa

I\

-
~

7 ()

dr Py

/

~
~

S
Brennipunktur linsunnar
GEISIa,r sem 14<oma inn samsida gy safnast allir geislarnir saman Geislar sem koma inn samsfda
enda { brennipunktinum. P . .
tvistrast eins og ad peir hafi

komid ur brennipunktinum.

Talan f kallast brennividd linsunnar. Safnlinsur hafa jakveeda brennividd en dreifilinsur hafa nei-
kvaeda brennividd.

Pad ber a0 nefna ad & hinni hlid linsunnar er alltaf alveg eins brennipunktur i sému fjarleegd.

23.9 Safnlinsur: Raunveruleg mynd

Logmal 23.10. Litum & hlut med haed h sem stendur i fjarleegd a fra safnlinsu med brennividd f
bar sem a > f. P4 kemur fram skorp, vidsniin raunmynd { fjarleegd b hinum meginn vio linsuna par
sem a0 haed eftirmyndarinnar verdur H = gh pbar ad auki sem ad vid héfum linsujofnuna:

11
a b

e

Safnlinsa

h
N\Bwnmpmkmr
B ipunkt
rennipun N =

Raunmynd

f f

Utleidsla: Latum heed hlutarins vera h og haed eftirmyndarinnar vera H. Jafna linunnar sem ad tengir



saman punktana (0, h) og (f,0) er gefin med:

y—hz(él__;))(x—O), b.e. ylzh—;x

Hinsvegar, ba er jafna linunnar sem ad liggur milli (—a, k) og (b, —H) gefin meo:

y—h— (zﬂ) (@—(-a)), be yo—h- (Zi:) (@ +a).

Vid vitum ad seinni linan fer { gegnum (0,0). Athugum ad skilyrdid y(0) = 0 gefur pvi ad:

H b
>a:0 = h(a+b)=(H+h)a = hb=Ha = — = —.

h a

y2(0) =0 = h_(a+b

Svo vid alyktum ad g lysir steekkun myndarinnar:

m="1n
a

Sér 1 lagi sjdum vio a0 ef b > a pa steekkar myhndin en ef ¢ > b b4 minnkar myndin. Vid viljum sidan ad
linurnar y; og ys skerist { x = b. Vio hoéfum bvi ao:

yl(b):yz(b):h—%b—h—gif(a b)— —H
. _b__H_ b
f h a
111
b f a

Sem gefur pvi ad lokum linsujéfnuna:

23.10 Safnlinsur: Imyndud mynd

Vio skulum lika skoda hvad gerist ef hluturinn okkar er fyrir innan brennipunktinn. Pad er a0 segja ef ad
a < f. Eina leidin til pess a0 linsujafnan:

1 n 1 1

a b f
gangi upp med a < f, b.e. % > % er ef a0 b er neikvaed! En bad samsvarar pvi a0 myndin kemur fram sému
meginn og hluturinn nema fyrir utan brennipunktinn, b > f. Vid hofum semsagt:



Logmal 23.11. Litum & hlut med haed h sem stendur i fjarleegd a fra safnlinsu med brennividd f
bar sem a < f. P4 kemur fram skorp, imyndud mynd { fjarleegd b < 0 s6mu meginn vid linsuna par
sem a0 haed eftirmyndarinnar verdur H = |g|h bar a0 auki sem a0 vid héfum linsujéfnuna:

L1
a b f

Brennipunktur
}
Imyndud  Hlutur \

mynd

>

f f

Utleidsla: Petta leidir beint af ttleidslunni hér 4 undan nema madur setti ad benda 4 ad hér er b neikvaett.

O
Reyndar eitt sem er dhugavert er ad vid getum notad linsujéfnuna til ad syna ad imyndada myndin sem
kemur fram er alltaf steerri heldur en upphaflegi hluturinn. Athugum ad linsujafnan gefur ad:

11 1 (1 1\' af b f
a+b_f:>b_(f_a> “e=F a4 f-a

og bar sem a0 f > f —a ba er }§| > 1 svo myndin staekkar alltaf.

23.11 Dreifilinsur

Ad lokum skulum vid fjalla stuttlega um dreifilinsur. Dreifilinsur eru dhugaverdar ad pvi leitinu til ad vid
fdum bara eitt tilvik (en ekki tvo eins og fyrir safnlinsuna. Fyrir dreifilinsur gildir lika linsujafnan nema
nuna er brennividd linsunnar neikveed f < 0 og vid faum alltaf imyndada mynd svo b < 0.

Logmal 23.12. Litum & hlut med haed h sem stendur i fjarleegd a fré dreifilinsu med brennividd
f < 0. Pa kemur fram skorp, smaekkud, imyndud mynd { fjarleegd b < 0 sému meginn vio linsuna
par sem ad haed eftirmyndarinnar verdur H = lg}h par ad auki sem a0 vio hofum linsujofnuna:
1,1 _ 1
a Ty T

Dreifilinsa

2
Hlutur

=
-

. —
Imyndud b

mynd

f f




23.

12 Daemi

Damatimi 39: Tveggja raufa tilraun Youngs

(

T

Pegar leisigeisla med bylgjulengd A er skotid i gegnum tveer

kemur fram samlidunarmynstur & skja i fjarlaegd ¢ fyrir aftan.
Fyrir slik mynstur pa héfum vid dhuga 4 ljoshamorkum en

Til pess a0 fa styrkjandi bylgjusamlioun, pa parf mismun-
urinn 4 vegalengdinni sem a0 1j6sid ferdast fra raufunum ad
vera jafnt heiltolufjolda bylgjulengda sem gefur okkur:

Fyrir litil horn, § < 1, gildir a0 sinf ~ 6 og tanf ~ # svo tan @ ~ sin @, en b4 er:

Styrkjandi bylgjusamlidun - ljéshamark

eda fleiri) raufar par sem ad bilid & milli raufanna er d ba

umfraedilega er stadsetning ljéshamarkanna, v,,, gefin med:

T

yn — gtan 071 Raufabil d

dsinf,, = n\

nt Py

= Ay 7

Yn = Ltan b, ~ £sinf, =

(33.2)

(33.3)

(33.37)

(33.35)

Leisigeisla med bylgjulengd 600 nm er beint { gegnum tveer raufar med raufabil 50 ym. Hvada horn
mun pridja ljéshamarkido mynda midad vid upphaflegu stefnu leisigeislans?

Leisigeisla meo bylgjulengd 500 nm er beint i gegnum tveer raufar med 6pekkt raufabil. Samlidun-
armynstur sést fyrir aftan a skja sem er 1 fjarleegd 50 cm fra raufaglerinu. Fjarlegdin & milli bjortu
ljésrakanna & skjdnum er 2,5mm. (a) Hvert er raufabil raufaglersins? (b) Hvert verdur bilid 4 milli
ljésrdkanna & skjanum ef a0 leisigeisla med bylgjulengd 600 nm er beint i gegnum raufaglerid?

Leisigeisla med 6pekkta bylgjulengd er beint { gegnum tveggja raufa raufagler
med raufabil 0,20mm. A myndinni hér til haegri sést samlidunarmynstrid sem
kom fram & skjd, 2,0m, fyrir aftan raufaglerio (grafid synir ljésstyrk sem fall af R ————

20
stadsetningu). Hver var bylgjulengd 1j6ssins? o

Leisigeisla med bylgjulengd 633 nm er beint i gegnum tveggja raufa raufagler med épekkt raufabil.
Samlidunarmynstur kemur fram & skja 3,0m fyrir aftan raufaglerido. Prettdn bjartar rakir sjast &
skjanum fyrir aftan og heildarvegalengdin & milli ystu rakanna & skjanum er 52 mm. Hvert er raufabilio?

(33.2) 2,06°. (32.3) 100 ym, 3,0mm. (33.37) 500nm. (32.35) 438 pm.




Damatimi 40: Ein rauf eda margar raufar?

Fyrir margar raufar pa gilda sému jofnur fyrir ljéshamorkin og i deemakafla 39. Hinsvegar fyrir eina
rauf af breidd a pa gilda sému jéfnur og i deemakafla 39 nema niuna eru peer fyrir 1jéslagmorkin:

Ym = Ltan O, asinf,, = mA.

(33.13) Vetni hefur tveer synilegar litréfslinur, annars vegar rauda (656 nm) og hinsvegar blda (486 nm). Ljésinu
fra vetnislampa er nd beint { gegnum raufagler sem hefur 500 raufar/mm og samlidunarmynstrio er
skodad & skjé 1,50m fyrir aftan raufaglerio. (a) Hvert er raufabil raufaglersins? (b) Par sem ad
bylgjulengdir vetnislampans eru tvaer sjast tvo samlidunarmynstur & skjanum. Hversu langt er bilid &
milli fyrstu ljéshdmarkanna fra blda og rauda ljésinu?

(33.46) Sprengju-Kata er ad skoda litréfslinur fréd 6pekktri efnablondu. Hiun hitar efnablénduna upp pannig
ad hun byrjar ad geisla fra sér 1j6si sem ad hun beinir sidan i gegnum raufagler og skodar ljéshamorkin
a skja 15,0 cm fyrir aftan raufaglerio. Pvi midur tyndi Katrin midanum sem ad segir til um raufabilio
a raufaglerinu. Hinsvegar, b4 er hiin med adra pekkta efnabléndu, sem ad hin veit a0 geislar fré sér
1j6si med bylgjulengd 461 nm. Pegar ad hun beinir ljésinu i gegn fra pekktu efnabléndunni pa sér hin
bjarta litréfslinu 1 9,95 cm fjarleegd fra midjunni. Hver er bylgjulengd ljéssins sem ad 6pekkta synio
sendir fra sér ef ad hin greinir litréfslinur pess 1 12,15 cm fjarleegd frd midjunni?

(33.16) Leisigeisla med bylgjulengd 633 nm er beint { gegnum eina rauf med épekkta breidd. Ljésbognunar-
mynstrid er skodad & skja 1,5 m fyrir aftan raufina. Fjarleegdin & milli fyrsta og annars ljéslagmarksins
er 4,75mm. Hver er breidd raufarinnar?

(33.17) Leisigeisla med bylgjulengd 633nm er beint { gegnum eina rauf med raufabil

0,15mm. A myndinni hér til heegri sést ljésbognunarmynstrid sem kom fram / \
4 skjé fyrir aftan raufaglerio (grafid synir ljosstyrk sem fall af stadsetningu). x (em)
Hversu langt fyrir aftan raufina er skjarinn? 0 1

(33.13) 14,5cm. (33.46) 525nm. (33.16) 200 um. (32.17) 1,18m.




Daematimi 41: Logmal Snells

Ljos virdist ferdast hsegar i mismunandi efnum heldur en i témartmi.
Brotstudull efnis er meelikvardi 4 hrada ljéss og er skilgreindur sem: Innfallshorn

Logmal Snells segir sidan ao:

I bverill
(hornrétt & yfirbord)

C
Nefni = —— n
Cefni

Brothorn

n1 sin 07 = ng sin 6y :

(34.10)

(34.58)

(34.54)

(35.41)

Leisigeisla er beint inn { 6pekktan vokva. Stefna geislans er pannig ad leisigeislinn myndar 45° innfalls-
horn. Vid tokum eftir pvi ad brothornid er 30°. Hver er brotstudullinn?

A myndinni hér til heegri m4 sjd prisma med topphorn . Til er innfalshorn, N o P
[, sem er pannig ad geislinn ferégst samhverft { gegnum prismad eins og sést é
4 myndinni hér til heegri. (a) Akvardid hornid S sem fall af topphorninu, S Z
« og brotstudlinum, n. (b) Slibbertar { énefndum bekk eru ad skoda vik- n
hornsmeelingar 4 prisma med topphorn a = 60,0° og finna § = 52,2°. Hver

er brotstudull prismans?

A myndinni hér til heegri sést leisigeisli { 10 cm fjarlsegd fré fiskabiri sem er fyllt i B
med vatni (60 ofan frd). Brotstudull vatns er nyatn, = 1,33. Leisigeislanum er til
a0 byrja me0 beint a0 fiskabtrinu pannig a0 x = 15 cm. (a) Hvert er innfallshorn x
leisigeislans { vatnio? (b) Hvert er brothornid? (c) Pegar ad geislinn lendir 4
hlio0 B 4 myndinni, mun hann pa komast Gt dr fiskaburinu eda endurkastast
hann aftur inn { fiskabtirio? (d) Endurtakid alla reikningana, nema nina fyrir
x = 25cm. (e) Hvert er minnsta gildid 4 = pannig ad geislinn sleppi Gt um B?

Vatn
(S0 ofan fré)

10 cm

Hlid A

,» The Dark Side of The Moon* eftir hljémsveitina Pink Floyd skart-
ar einu fraegasta plotuumslagi allra tima. En & pvi mé sja svokall- |

)

ada ljostvistrun. Pvi Olikt umfjélluninni okkar hingad til ba er 30° (A =750 um)

brotstudullinn reyndar hadur bylgjulengd ljésins. I pessu tiltekna —Hvitt lios (allar bylgjulengdir) "
deemi getum vid sagt ad brotstudullinn fyrir fjélublitt 1jés er 2% /(

meiri heldur en brotstudullinn fyrir rautt ljés. A myndinni hér til 40°
haegri sést slik ljostvistrun par sem ad regnbogi myndast eftir a0

hvitt 1j6s fellur inn { prismad. Fjoélublai geislinn er hornréttur &

yfirbord prismans. Hvada horn, ¢, er & milli rauda og fjélublaa

1j6ssins?

44,3°, kemst t, Ty, = 18cm. (35.41) 1,1°.

(34.10) 1,41. (34.41) g = arcsin(n sin(%)), n =1,58. (34.54) 56,3°, 38,7°, kemst ekki ut, 68,2°,

fjélublatt (A = 3801nm)



Damatimi 42: Safnlinsur, (dreifilinsur) og geislagangsmyndir

Linsujafnan: _ Bremnividd f

= + - = = @
AR =
Safnlinsa Safulinsa Dreifilinsa Kk b a b
Raunmynd Imyndud mynd fmyndud mynd Steekkun: a

(34.33) Hlutur sem er 2,0 cm hér er staddur i 30 cm fjarleegd fra safnlinsu sem hefur 20 cm brennividd. Teiknio
geislagangsmynd og dkvaroid beedi fjarleegd eftirmyndarinnar fra safnlinsunni og haed hennar.

(34.35) Hlutur sem er 2,0 cm hér er staddur i 12 cm fjarleegd fré safnlinsu sem hefur 20 cm brennividd. Teiknid
geislagangsmynd og dkvaroid beedi fjarleegd eftirmyndarinnar fra safnlinsunni og haed hennar.

(34.69) Ljdsapera er stodd { 3,0m fjarleegd fra vegg. I hvada fjarlegd, a, fré ljésaperunni settum vid ad setja
safnlinsu me0 brennividd, f, til pess a0 myndin sem ad kemur fram & veggnum er tvisvar sinnum steerri
heldur en fyrirmynd perunnar? (Akvaroio baedi a og f pannig ad betta gangi).

(34.73) Pegar safnlinsu er komid fyrir 10 cm fyrir framan hlut pd kemur fram upprétt, imyndud mynd, sem er
tvisvar sinnum steaerri heldur en hluturinn sjalfur. Sidan feerum vio linsuna meofram sama as bar til
ad vid sjdum viosntna raunmynd sem er tvisvar sinnum steerri heldur en hluturinn sjalfur. Um hversu
langa vegalengd purftum vio ad feera safnlinsuna?

(34.33) 60cm, 4,0cm. (34.35) 30cm, 5,0cm. (34.69) a = 1,0m, f = 67cm. (34.73) 20 cm.

Bénusdemi (Krotov 4.2.) Augnleknir nokkur eetlar ad skoda augun { Matta neersyna adeins betur.
Leeknirinn stillir upp safnlinsu med 9,0 cm brennividd 1 36 cm fjarleegd fra auganu hans Matta og bidur hann
a0 um ao horfa { gegn um linsuna (augnlaeknirinn eetlar sidan ad horfa hinum meginn fré 4 augun { Matta).
I hvada fjarlaegd setti augnleeknirinn ad vera til pess ad sja skarpa mynd af auganu hans Matta? Ef augun
hans Matta hafa 24 mm pvermal, hversu stér synist augnleekninunum augun hans vera pegar a0 hann horfir
i gegnum linsuna? Er betta heppileg uppstilling? Hva0 sér Matti augun & leekninum vera stér?

Svar: Laeknirinn sér augun hans Matta vera 8mm ad pvermadli { 12 cm fjarleegd fyrir aftan safnlinsuna en
Matti sér pvermalio & augum laeknisins vera 72 mm. Peir settu kannski ad skipta um saeti!



Kafli 24

Kjarnedlistraedi

24.1 Steerd kjarnans

Skilgreining 24.1. Litum & frumefni X med massatolu A og saetistélu Z par sem ad mismunurinn
4 fjolda réteinda og nifteinda er k (hledslan). Vid tdknum bé frumefnid med ritheettinum:

Axrk
ZX

~10""m

Kjarninn

Kjarneindir
(réteindir og nifteindir)

~ 10" m

Logmal 24.2. Litum 4 kjarna frumefnis sem hefur massatolu A og seetistélu Z > 2. P& er geisli
kjarnans gefin med:

r= r0A1/3, par sem  rg = 1,2fm.

Utleidsla: Edlismassi kjarnans er fastur (réteindirnar og nifteindirnar pakka sér svo pétt saman ad edlis-
massinn helst ¢breyttur). Kjarninn er bar med eins og ein stér kila med sama edlismassa og ein kjarneind.
Ef vid gerum pé nalgun ad m,, ~ m, ~ u b4 héfum vid ao:

My

Pkjarni = 77 3
370

Par sem ad r( er geisli nifteindar. Par sem ad edlismassi kjarnans helst ébreyttur pa dlyktum vid ao:

Am, p n
I 2 — Pkjarni — 7 =
47 7"3 J 4 7"3

3 3°'0

—= r=Ar} = r=rgAl/3.
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24.2 Geislavirkni

T RECKON IT'LL BE

A IG‘Z)OD HARVEST.

50 LONG AS WE DON'T
GET TOO MANY FISSILE
RASPBERRY 150TOPES.

ToO MANY LWHATS?

IF A RASPBERRY BREAKS
IN HALF, IT RELEASES
FRAGMENTS WHICH CAN
(AUSE MORE SPLITS.
WITHIN SECONDS YOU'VE
LOST THE WHOLE CROP

(UCKILY, THE BERRIES
ARE BOUND BY FRESH
RASPBERRY PIE MESONS.

T HOPE THEY HOLD

IT'S MY GRANDMA'S
RECIPE. THEY'LL HOLD.

i

\HEN TWO APPLES COLLIDE, THEY CAN

BRIEFLY FOR EXOTIC NEW FRUIT PINEAPPLES
WITH APPLE SKIN. POMEGRANATES FULL OF

GRAPES: WATERMELON-SIZED P{ZHCHEﬁ

THESE NORMALLY DECAY INTD A SHOWER OF
FRUIT SALAD, BUT By STUDYING THE. DEBRIS,
PRODUCED

WE CAN LEARN WHAT WAS

1
THEN, THE HUNT 1S ON FOR A STRBLE FORM.

HOL NEW TYPES OF FRUIT ARE DEVELOPED

dN
— = )N
dt ’

Skilgreining 24.3. Latum N (¢) tdkna heildarfjolda frumeinda i syni af geislavirku efni. Heildarfjoldi
frumeinda hrornar ba (yfir { onnur frumefni) samkveemt hrornunarhreyfingunni:

bar sem A er studull sem kallast hronunarstudull og tdknar likur pess a0 geislavirka efnio hrérni.

N(t) = Noe .

Légmal 24.4. Litum 4 syni af geislavirku efni sem hefur hrérnunarstudul A. I upphafi inniheldur
synio Ny frumeindir af geislavirka efninu. P& er heildarfjoldi frumeinda eftir timann, ¢, gefinn med:

Utleidsla: Geislavirka efnid uppfyllir hrérnunarhreyfinguna:

aN
dt

dt

N — N -

Margféldum sidan badar hlidar med e og pillum sidan afleiduna af til ad fa:

dN
— M NMN =0 =

dt dt

Par sem C er fasti sem ad dkvardast af upphafsskilirdinu N(0) = Ny = C svo vido héfum synt ad:

N(t) = Noe .

a4 (NeM) =0 = NeM=C = N(t)=Ce™™




Logmal 24.5. Helmingunartimi geislavirka efnisins er pa gefinn meo:

In(2)
T
Utleidsla: Vid hofum ba ad:
N N 1 1 In(2
N(T):20:>N06_/\T:20:>6_’\T:2:>_)\7-:1n(2) I n/(\)
Ny _
Teee e Upprunalega frumefnid
E E E E e Doétturkjarninn
Mo Nyl2
cees| N4

1
2Ny

§No7

1

§No T
0

0 i 2t 3tin

Mynd 24.1: Heildarfjoldi frumeinda af geislavirku efni hrérnar med tima yfir i st6dugan détturkjarna.

Skilgreining 24.6. Vid skilgreinum geislavirkni, G(t), fra geislavirku efni med heildarfjélda frum-
einda, N (t), sem steerdina:

dN
dt

G(t) =

Légmal 24.7. Litum 4 syni af geislavirku efni sem hefur hrérnunarstudul A. I upphafi inniheldur
synio Ny frumeindir af geislavirka efninu. P& er geislavirkni frumefnisins gefin meo:

G(t) = Goe_At, GO = N())\
Utleidsla: Vid athugum ad:
dN d _ _ _
G(t) = 7% = 7% (NO@ )\t) = NO)\e AL = GO@ )\t.

Pad ber ad nefna & bessum timapunkti ad steerdin sem ad vid meelum oftast (og er audveldast ad maela)
er Go (bao er a0 segja geislavirknina fré geislavirku syni einmitt pegar ad meelingin er framkveaemd). Pessi
steerd er pad mikid notud ad hiun hefur fengid sina eigin Sl-einingu sem er kennd vio franska edlisfraedingin
Henri Becquerel (sem hlaut N6belsverdlaunin { edlisfraedi 4rid 1903 dsamt hjénunum Marie og Pierre Curie).
Hun er skilgreind bannig ad:

fioldi frumeinda sem hrornar
[Go] = = = Bq

S




En bid hafid eflaust heyrt um kjarnorkusprengjurnar Little Boy og Fat Man sem var varpad yfir japénsku
storborgnir Hiroshima og Nagasaki arid 1945. Pi0 hafio eflaust lika heyrt af ymsum kjarnorkuslysum sem hafa
ordid i gegnum &rin eins og { Chernobyl i Ukrainu 4rid 1986 og i Fukushima i Japan arid 2011. Pid vitid pa
eflaust lika ad bad getur verio gridarlega skadlegt fyrir manneskjur ad verda fyrir of mikilli geislavirkni. Helstu
leeknisfraedilegu annmarkar sem a0 pvi fylgja eru aukin tioni krabbameina. Vid viljum bvi hafa einhvern
laeknisfraedilegan grundvoll! til pess ad tala um skadsemi geislavirkra efna. Ef pid hafid einhverntimann
handleikid geislunarmeeli (Geiger-meelir) b4 vitid bid ad hann meelir svokollud sivert (Sv) en bad er kennt vid
seenska heilbrigdiseolisfreedinginn Rolf Maximilian Sievert. Reyndar meela flestir geislunarmeaelar puSv/klst.
Asteedan fyrir pessu er st ad bad skiptir okkur leknisfraedilega ekkert vodalega miklu méali hversu mikil
geislavirknin er heldur hversu orkurik hiin er (bao er st orka sem fer { ad eyoileggja erfoaefnid okkar).

Skilgreining 24.8. Litum & hlut sem hefur massa m og verdur fyrir geislun med heildarorku AFE.
Vio skilgreinum pé geislunaralag geislunarinnar sem staerdina:

- wAFE
m

Par sem w er svokalladur geislunarstudull og dkvardast af leeknisfraedilegri skadsemi geislunarinnar:

Wqo = 20, wg = 1, w, =1
Geislunardlag er meelt { meelieiningunni sivert [H| = kig = Sv.

Pad getur sidan verid frédlegt ad ryna i eftirfarandi toflu (sjéd lika xked: https://xked.com/radiation/) til
bess ad atta sig betur 4 geislunardlaginu sem ad fylgir mismunandi athéfnum:

50nSv | A0 sofa { sama rdmi og énnur manneskja
100nSv | Borda banana (kalin)
250nSv | A9 fara i gegnum 6ryggishlio a flugvelli
1uSv | Liggja i s6lbadi i einn dag
6 uSv | Dagsfero til Pripyat med viokomu hja Chernobyl kjarnaofninum
10 uSv | Rontgenmyndir af tonnum i tannlaeknaheimsékn
20 uSv | Flugferd fra Islandi til Danmerkur.
1mSv | Arleg bakgrunnsgeislun 4 Islandi
2mSv | Heilasneiomynd (CT scan)
6mSv | Arlegt geislunaralag flugdhafnarmedlima
50 mSv | Hamarksgeislun & ari fyrir geislunarstarfsfélk
1Sv Geislaveiki (getur verid banveent)
8 Sv Banaskammtur

Tafla 24.1: Skammtastaeroir af geislunardlagi

24.3 Kjarnaorka og stodugleiki frumefna

Skilgreining 24.9. Vid skilgreinum frumeindamassann, u, pannig ad kolefnissamszetan '*C hafi
massann 12u en pad pyoir ao:

lu=1,6605-10"%"kg.

11 lecknisfreedilegum skilningi getur eftirfarandi vefsida verid frédleg: https://gr.is/liffraedileg-ahrif-jonandi-geislunar/


https://xkcd.com/radiation/
https://gr.is/wp-content/uploads/2016/09/natturulegt_geislaalag_norraent.pdf
https://gr.is/liffraedileg-ahrif-jonandi-geislunar/

| Eind | Tékn | Massi (u) | Massi (MY

C

) \ Massi (kg) ‘

Rafeind e 0,00055 0,511 9,109 - 10~ 3T kg
Réteind P 1,00728 938,3 1,673-10"2"kg
Nifteind n 1,00866 939,6 1,675-10"2"kg
Alpha-6gn | « 4,002602 3728 6,64 - 102" kg

Tafla 24.2: Massi helstu 6reindanna. Frumeindamassinn er 1u = 1,6605 - 10~27 kg = 931,49 MV

C2

Hér erum vio a0 sjalfségdu ba a0 tala um kyrrstodumassa eindanna en pa samkvaemt Einstein vitum vid ad
bad er alveg eins haegt ad tala um tilheyrandi kyrrstéouorku (margféldum bara med c? til ad f&4 Ey = moc?).
Par sem ad pad er erfitt ad vinna med staerdir af steerdargradunni 10727 pa vilja oreindafreedingar miklu
frekar vinna med eininguna MeV /c? { beim einingum b4 verda massarnir:

E, =uc? = 931,49 MeV.
Pannig a0 stundum skrifum vio:

1u = 1,6605 - 10727 kg = 931,49 MeV /c2.

Skilgreining 24.10. Litum & efnahvarf af gerdinni:
X=+Y+7Z
Pa er kjarnaorkan, AE, sem a0 losnar i pessu hvarfi er gefin me0:

AE = Amc? = (mx —my — mz)02

24.4 Mismunandi gerdir af jénandi geislun (a, B og ~ geislun)

I pessari undirgrein setlum vid ad kynna til ségunnar alla pa geislun sem ad getur losnad { kjarnahvérfum.

24.4.1 «-geislun

Ef a0 frumeindakjarninn er of stor til pess ad sterki kjarnakrafturinn geti haldid kjarnanum saman pa mun
kjarninn ekki vera stodugur. Pad verda bvi einhverjar likur (skammtafraedi) & pvi ad a-6gn losni til bess
ad mynda stédugri détturkjarna. I stuttu mali er a-geislunin afleiding af pvi hvad gerist pegar ad sterki
kjarnakrafturinn er ekki négu sterkur.

Skilgreining 24.11. a-geislun einkennist af eftirfarandi hrérnunarhvarfi:
X 2 575Y + sat?

I rauninni er a-6gnin bara rafeindalaus helfumkjarni %He"'?.

Kjarnaorkan sem a0 losnar vid a-geislun fer ndnast 61l { hreyfiorku a-agnarinnar (sérstaklega ef upprunalega
frumefnid, X, er med mjog hda seetistolu, Z). Vio hofum bé ao:

Ko~ AE = (mx —my —mg)c?

Mismunandi efni hafa sidan mismunandi likur & pvi hversu liklegt er ad frumefnid X geisli fré sér a-ogn.
Eina leioin til pess a0 utskyra almennilega hvad pad er ndkvsemlega sem ad dkvardar helmingunartima
frumefnanna er med pvi a0 nota skammtafraedi og ba sér 1 lagi ad skoda likur bess ad a-agnirnar smjugi i
gegn um Coulomb-proskuldinn.



24.4.2 [-geislun

I stuttu mali pa verdur B-geislun pegar ad veiki kjarnakrafturinn er ekki négu sterkur til pess ad halda
kjarnanum saman. I 16ngu mali er petta hinsvegar algjor hausverkur til pess ad setja sig inn i.

- )

Skilgreining 24.12. Pag eru til tveer gerdir af S-geislun:

(i) B~ geislun: 2X L ZJﬁY +e 47,
+
(ii) BT geislun: X AN 2 AY +et + v,

Pad kemur { 1jés ad 8~ geislun er mun algengari heldur en 81 geislun. I 8~ geislun pa breytist ein nifteind
i eina réteind og eina rafeind (og andeind tilheyrandi fiseindar rafeindarinnar). Hinsvegar i 3% geislun ba
breytist ein réteind { eina nifteind og eina jaeind (og eina tilheyrandi fiseind rafeindarinnar). Paod veeri pvi
alveg eins haegt a0 setja petta fram me0 eftirfarandi heetti:

[-geislun einkennist af eftirfarandi tveimur kjarnahvorfum:

- +
n Lt ptte 47, pt L ntet o,

Kjarnaorkan sem ad losnar { S-geislun fer nanast 6ll { hreyfiorku f-eindarinnar (sem er rafeindin sem ad
losnar) er bvi gefin med:

Kg =~ AE = (mx —my)c?

Tacknilega sé0 er til ein geislun { vidbdt vegna veika kjarnakraftsins sem ad kallast rafeindarhremming (tdknad
med EC sem er skammstofun fyrir Electron Capture) og einkennis af eftirfarandi kjarnahvarfi:

%X*’—&—e_&ZﬁY—l—ue b.e. p*'—i—e_ﬂnl—i—ve

24.4.3 Gamma-geislun

Er einfaldasta geislunin til pess ad tutskyra. Petta gerist begar ad frumefni { 6rvudu astandi geisla fra sér
ljéseindum og fara nidur & leegra orkustig:

s ~

Skilgreining 24.13. y-geislun einkennis af eftirfarandi hrénunarhvarfi:
AX 1L AX 4o

I rauninni er y-eindin bara ljéseind.

Kjarnaorkan sem a0 losnar fer ba (ndnast 6ll) { ljéseindina sem ad feer pa orku
AFE.tom = Eljéseind = hf

bar sem f er tioni ljéseindarinnar sem myndadist og h = 6,626 - 10734 J s er fasti Plancks.



24.5 Deemi

Damatimi 35: Kjarna- og oreindafraedi: Kjarninn

Frumeindarmassi frumefna er tdknadur med A. Satistala frumefna er taknud med Z. Heildarfjoldi
réteinda 1 kjarnanum er pad Z og heildarfjoldi nifteinda er A — Z. Mismunurinn & fj6lda réteinda og
nifteinda er tdknadur med k (ef k er jakvaed eru fleiri réteindir heldur en rafeindir, en ef k er neikvaed
eru fleiri rafeindir heldur en réteindir). Fyrir frumefnio X er betta gefio til kynna meo bvi ad skrifa:

=
Haegt er ad dkvarda geisla kjarnans, r, Gt frd frumeindarmassanum samkveemt:

r=roAl/3, par sem  rg =1,2fm.

Ef A er frumeindamassinn pa er massi frumeindarinnar m = Au par sem u = 1,66 - 10727 kg.

(37.19) Hversu margar rafeindir, réteindir og nifteindir eru { eftirfarandi frumefnum:
(a) '3B% (b) INT (c) 'F0TFT (d) "HiXe

(37.21) Skrifid nidur frumefnin 4 myndunum hér fyrir nedan & forminu: ‘%Xk.

@ _--a ® 6.
/ " I~ @ I} =
/ n/ﬁn \ | ‘\P#\n\m) \
W e
\ y / I (n/n p/n
\\ 1) // \\ @ //

Nan, — = =

(37.23) Akvardid massa, geisla og edlismassa kjarnans { eftirfarandi frumefnum: (a) 3Li (b) 22Pb

(37.25) Skodum gullsamsaetuna '2¢Au. (a) Hversu margar rafeindir, réteindir og nifteindir eru i samsaetunni?

(b) Hver er geisli kjarnans? (c) Hver er edlismassi kjarnans? (d) Eolismassi gulls er 11.400 kg/m?.
Hversu mérgum sinnum edlismeiri er kjarninn?

(37.21) SLit, '5CT  (37.23) mu = 1,2-10%°kg, r; = 23fm, p = 2,3-10'7 55

mp, = 3,4-107%kg, rpp = 7,1fm, ppp, = 2,3-10'7 %7 (37.25) (n,p,e) = (118,79,79),
rauw = 7,0fm, pay = 2,7- 107 %, 2,4 -10'3 sinnum edlispéttari.




Daematimi 36: Kjarna- og 6reindafraedi: Tvistrun

Stoduorka rafkraftsins er Uy, = @. Ef krafturinn er addrattarkraftur pa er formerkid a4 stéouork-
unni neikveett en ef krafturinn er frahrindikraftur er formerkid 4 stéduorkunni jékveett. I flestum
tvistrunardeemum er haegt ad hunsa ahrif afstaediskenningarinnar. Reyndar & Rutherford sjalfur ad
hafa sagt um afsteediskenninguna: “Oh, that stuff. We never bother with that in our work.”

(37.43) Skrautleg leid til pess ad segja 3He™ er ad kalla bad a-6gn (sagnfraedileg 4staeda). N er a-6gn med
orku 6,24 MeV skotid beint 1 4ttina ad kjarna 6pekkts frumefnis, ;X. a-6gnin kemst naest 1 6,00 fm
fjarleegd fra kjarna frumefnisins 40ur en ad hiun tvistrast og snyr vio. Hvert er frumefnio?

(37.44) Yfir hvada spennumun barf ad hrada a-eind (3He*?) tr kyrrstédu bannig ad hin rétt neer ad snerta
yfirbord kolefniskjarnans lgC sem hefur pvermal 5,50 fm?

(37.45) Hver barf hradi réteindar ad vera til bess ad hin rétt néi ad snerta yfirbord sirefniskjarnans 1SO?

(37.46) I éreindahrédlum er réteindum skotid beint inn i kjarna massamikilla frumefna { von um ad hefja
kjarnahvorf. T einni tiltekinni tilraun { stéra sterkeindahradlinum (LHC) i CERN er réteindum skotid
inn { blykjarna (235Pb). Til bess a0 kljafa blykjarnann pa barf réteindin ad hafa (ad minnsta kosti)
hreyfiorku 20 MeV begar ad hin kemur ad yfirboroi blykjarnans. Hver parf hraoi réteindanna ad vera
i upphafi til pess a0 na fram pessum kjarnahvorfum?

[ (37.43) 27TAl. (37.44) 1,6 MV. (37.45) 0,09¢c. (37.46) 0,27c. ]




Damatimi 37: Kjarna- og 6reindafradi: Bindiorka og kjarnorka

Kjarnanum er haldid saman af sterka kjarnakraftinum. Ef ad vid '
viljum kljifa kjarnann og par med leysa tr laedingi kjarnaorkuna JV\/\/\_, (%) R ™~ . el
b4 purfum vid ad beeta vid orku: )

Kjarnasamruni er sidan ferlid begar ad vid setjum kjarneindirnar aftur { kjarnann (b4 losnar orka).

Pad eru sidan helst prjar gerodir af geislavirkni sem ad gefa fra sér orkurika geislun:

Ath. I pessum deemakafla gaetud pid purft ad nota efnafraedilegu upplysingarnar { vidhenginu.

Ve / Na
AFE jarni
Kjarni Kjarnaklofnun

AE = Amc?

; Ay o A4 4 -
o a-geislun: 7X —— 775Y + 5at? e [ -geislun: ‘%X LN Z_ﬁY +e +7.

+
o ~y-geislun: ‘%X — ‘%X + v o [T-geislun: /EX AN Z_%Y +et +u,

(42.25)

(42.29)
(42.64)

(42.51)

Akvardid ¢pekktu samsseturnar, %X, i eftirfarandi efnahvoérum:

(a) X — %3Ra + 50 (b) X — 2Pb+e” + 7, (c) X — 19K + et + v, (d) X — 5oNi 4 v

(e) %0Th — X + 50 (£) 58S — X +e” +7. (g) 11Na — Mg +e” + 7. — XT.
Hver er heildarorkan (i MeV) sem ad losnar vid bad ad eftirfarandi samseetur hrérna: (a) 233U (b) 15C.

Pad t6k menn mjog langan tima ad dtta sig & tilvist nifteindarinnar (James Chadwick ,,uppgotvaoi
nifteindina 4rid 1932 meira en 20 drum eftir ad Rutherford uppgotvadi réteindina og kjarnann). Asteed-
an fyrir pessu var st ad 8~ hrérnun blekkti menn. I A~ hrérnun eru pad rafeindir sem ad losna tr
kjarnanum svo a0 alyktunin sem ad menn dréogu fra pvi var ad pa hlyti rafeindin a0 hafa verio par
inni { kjarnanum allann timann! Vio getum litid & sem svo ad S~ hrornun samanstandi af efnahvarf-
ini: n — p* + e~ (massi andnifteindarinnar er svo litill ad vid getum hunsad hann). (a) Hver er
heildarorkan sem ad losnar { 8~ -hrérnun? (b) Med bvi a0 skoda ,dreksturinn“ med skridpunga- og
orkuvardveislu samkveemt takmorkuou afsteediskenningunni er haegt a0 syna ad 99,9 % af orkunni sem
a0 losnar i efnahvarfinu fer { hreyfiorku rafeindarinnar. Hver verdur pa hradi rafeindarinnar sem losnar?

Englendingurinn Engilbert elskar ad fa sér engiferte med engri mjélk. Engilbert er medvitadur um
loftlagsbreytingar og er alltaf a0 reyna ad minnka kolefnissporid sitt. Honum hefur dottid pao snilld-
arrad { hug a0 hita teid sitt med geislavirku samssetunni radium, 2§§Ra sem a0 hrornar samkveemt
efnahvarfinu *35Ra —— *$Rn + 30", Hann tekur bvi 100 mL af vatni vid 18 °C (edlisvarmi vatns er
4190 kgiK) Engilbert hendir sidan radiummola ofan { vatnio { vel einangrudu ilati. Hver parf massi

radiummolans ad vera til pess a0 orkan sem a0 losnar vio hrénunina nai ad hita vatnio upp ad sudu?

[ (42.29) 4,91 MeV, 0,156 MeV  (42.64) 0,773 MeV, v, = 0,917¢, v, = 0,00128¢. (42.51) 15,8 ug. ]




Damatimi 38: Kjarna- og 6reindafradi: Geislavirkni

Geislavirk efni eru 6stédug og hrorna yfir { stoougri efni. Pad er had geislavirka efninu hversu likleg
st hrornun er. Breytingin i heildarfjolda einda, IV, fylgir b4 hrérnunarhreyfingu:

Par sem A er studull sem kallast hronunarstudull og tdknar likur pess a0 geislavirka efnio hrorni. Vid
segjum ba a0 geislavirknin fra pessu syni sé gefin meo:

Geislavirkni hefur eininguna [G] = Bq (Henri Becquerel til heidurs). Liffraedilegt geislunardlag hlutar
med massa m sem verour fyrir geislun med orku AFE er skilgreint sem:

Par sem ad w er svokalladur geislunarstudull og er hadur geisluninni (w, = 20, w, =1 og wg = 1).
Geislunardlag er melt { einingunni [H] = Sv (senska heilbrigdisedlisfreedingnum Rolf Maximilian
Sievert til heidurs).

Z—JZ = AN = N(t) = Noe=™

G(t) = 7% = ANQBi)\t = Goei)\t.

wAE
m

H =

(42.18)

(42.23)

(42.49)

(42.58)

Geislavirka samsaetan barfum, 1§éBa, hefur helmingunartima upp 4 12 daga. Marie Curie skodar hrérn-
un 4 250 pug syni yfir nokkra daga. Hver er massi synisins eftir (a) 1dag (b) 10daga (c) 100 daga

Helmingunartimi geislavirku samsasetunnar ggCo er 5,27 ar. Iréne Joliot-Curie meelir 3,50 - 10° Bq geisla-
virkni fré tilteknu kébaltsyni. Hver er massi synisins?

Litill slibbert i énefndum bekk sullar nidur lausn af geislavirka efninu sesin, '32Cs, { efnafraeditima
hja Ma. Petta bydir pvi miour ad pad parf ad loka skélanum og bida eftir pvi ad geislavirknin fra
syninu laekki nidur i gildi sem ad geislavarnir rikisins telja somasamlegt fyrir stofnun af pessari steero.
Starfsmadur fra geislavornum rikisins meelir 2,0 - 10'° Bq geislavirkni { efnafreedistofunni skémmu eftir
slysid. Hann veit ad sesin hrornar med S~ hrérnun og ad helmingunartimi pess er 30 4r. Hann alyktar
bvi ad geislavirknin megi mest vera 9,25 - 108 Bq. Hversu lengi parf ad loka Menntaskélanum?

Platénium samsaetan 232Pu hefur helmingunartima 7, = 2,412-10*4r og hrérnar med a-geislun.

Pu L
Hreyfiorka a-agnanna sem ad losna { kjarnahvarfinu er 5,2MeV. 1 bessu demi setlum vid ad skooa
liffracoilegu heettuna sem a0 pvi fylgir ad anda ad sér litlu rykkorni af pliténiumi med pvermal 1 pym.
Edlismassi platénfums er g, = 19.800 kg/m?.
(a) Hversu margar Platénium frumeindir eru { einu rykkorni?
(b) Hver er geislavirkni (Bq) rykkornsins { upphafi?

(c) Hér er geislavirknin ekki mikil og hreyfiorka a-agnana er heldur ekki mikil par ad auki sem ad
draegni beirra er ekki nema 50 pm. Hinsvegar b4 munu allar a-agnirnar sem a0 losna na a0 skemma
lungnavefi likamans bvi platénium rykkornid er fast { lungunum. Lungnavefirnir hafa um bad bil
sama edlismassa og vatn, p.e. plunga = 1000 kg/m?. Hversu mikid er geislunaralgid 4 einu ari?

(42.18) 236 ug, 140 pug, 0,78 ug. (42.23) 83,6 ug. (42.49) 133,54r. (42.58) 2,61 - 1010 atém,

23,7mBq, 191 MSv >, 1 mSv

ari ari




Kafli 25

Inngangur ad skammtafraedi

»There is nothing new to be discovered in physics now. All that remains is more and more precise

measurement.”
- William Thomson (Lord Kelvin), 1900

»The task is not so much to see what no one has yet seen; but to think what nobody has yet thought,

about that which everybody sees.”
- Erwin Schrodinger, 1925

25.1 Sogulegur inngangur

Arid 1905 hefur stundum verid kallad Annus Mirabilis eda ar undrana pvi pad ar birti Einstein fjérar grein-
ar (teeknilega séd prjar pvi fjorda greinin er framhald af pridju greininni) sem hver er talin marka nytt
upphaf ad 6likum greinum edlisfreedinnar. Flestir kannast ageetlega vio pridju og fjérdu greinarnar sem
fjalla um takmorkudu afsteediskenninguna. Feerri kannast vid adra greinina um Brown-hreyfingu en pad var
fyrsta raunverulega roksemdarfeerslan fyrir tilvist atéma (pannig var fyrst haegt ad meela steerd beirra med
skipulogdum heetti!). Einstein gaf sidan 0t almennu afsteediskenninguna arid 1915 sem tdtskyrir hvernig ad
byngdarkrafturinn virkar (pyngdarlogmdl Newtons er ndlgun!). Einstein hlaut sidan nébelsverdlaunin 4rid
1921, en bad er frekar athyglisvert i sogunni, ad pad var ekki fyrir verk hans & afsteediskenningunni sem hann
er freegastur fyrir { dag heldur var pad fyrir fyrstu greinina sem ad hann skrifadi arid 1905 um svokallada
ljésrofunartilraun. I tilkynningu nébelsnefndarinnar segir nefnilega:

For his services to Theoretical Physics, and especially for his discovery of the law of the photoelectric effect.

En pad var fyrsta greinin sem hann birti arid 1905. Hun fjalladi um bessa svokdlluou ljésrofunartilraun.
Pessi grein er af mérgum talin marka upphafid ad skammtafraedi en pao er frekar ironiskt pvi Einstein eyddi
stérum hluta sevinnar { ad reyna ad feera rok gegn skammtafraedinni (sbr. samraedur hans vid Niels Bohr). A
pessum timapunkti er kannski allt i lagi ad ttskyra hvers vegna Einstein var svo métfallinn skammtafrsedinni.
Hann 4 a0 hafa sagt um skammtafreedina (sem stjérnast af likum eins og teningakast):

»God does not play dice with the universe.”
- Albert Einstein, 1926

En helsta asteedan fyrir pvi a0 Einstein var métfallinn skammtafraedinni var vegna pess ad pad kemur 1 1j6s
ad skammtafraedin og almenna afsteediskenningin eru ekki samrymanlegar kenningar i peirri merkingu ad
bad er haegt ad syna fram 4 ad adeins 6nnur af pessum tveimur kenningum geti stadist - paer eru semsagt
i mo6tsogn vio hvor adra! Einstein vedjadi audvitad 4 ad pad veeri almenna afsteediskenningin sem a0 réoi
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rikjum og a0 skammtafrsedin pyrfti a0 vikja fyrir betri kenningu. Ein fraegasta grein allra tima er einmitt
svokollud EPR-bversogn (Einstein-Podolsky—Rosen) en { beirri grein feerdi Einstein ad bvi er honum virtist
ohrekjanleg rok fyrir pvi ad skammtafraedin veeri 1 métsogn vio sjalfa sig. Petta er reyndar kveikjan afar
merkilegum heimspekilgum samrzedum og bréfaskrifum sem a0 danski edlisfraedingurinn Niels Bohr og Albert
Einstein dttu drin 1920-1930 um eoli skammtafraedinnar. Albert Einstein vildi meina a0 undirliggjandi gaeti
heimurinn ekki stjérnast af likum - petta veeri bara galli { kenningunni - okkur vantadi bara nakveemari
lysingu & heiminum til pess ad vid gaetum utskyrt hvadan pessar likur keemu. Hinsvegar vildu fylgismenn
Bohrs meina ad pad vaeri aldrei haegt ad dkvarda neina nanari lysingu - efnisheimurinn er handahéfskenndur
og stjornast af likum & dypsta plani tilverunnar. EPR-pverségnin sem ad atti ad vera helsti pyrnirinn {
augum fylgismanna Niels Bohrs vard pvert 4 méti helsta vigi peirra! Arid 1982 birti franski edlisfreedingurinn
Alain Aspect tilraunastadfestingu & pessari svokolludu pverségn og syndi a0 pad veeru ekki til neinar huldar
breytisteerdir eins og Einstein hafoi spao fyrir um!

25.2 Glerpiputilraun Faradays

Til a0 skilja ljésrofunartilraunina almennilega verdum vid ad fara aftur til Michael Faradays (ja! Pad er mad-
urinn 4 bak vio hid alreemda spanlégmal)! En Faraday hafoi { kringum 4rid 1820 verid ad skoda eftirfarandi
uppstillingu:

Gasid lysir

Katéougeisli
me fjélublaum lit

(rafeindageisli)

—( Com

Katéoa Anéoa

Inni { glerpipunni hafdi hann komid fyrir gasi (hér neon) og plétum i plotubétti. Ef ad spennumunurinn
var nogu mikill & milli platna plétupéttisins pa kom fram annar graenn geisli inni i glerpipunni sem ad hann
kallaoi kat6ougeisla (i dag vitum vio ad katéougeislar eru ekkert annad heldur en rafeindageislar). Skodum
petta adeins nanar inni { hylkinu. Pegar rafeindirnar rekast 4 gassameindirnar pa fa sameindirnar orku og
Orvast upp { haerra orkuastand. En atém vilja a0 edlisfari vera { laegsta orkudstandi sinu, p.e. grunnastandinu,
svo ad atémin reyna a0 losa sig vi0 orkuna en vid pbad ba geislar atomid fra sér ljéseind med tilheyrandi orku,
b.e. vid hofum ao:

E’y = AE‘atém

Pad sem meira er: Liturinn & ljésinu sem ad gasid gefur fra sér er breytilegur eftir pvi hvada efni vid erum
med inni i glerpipunni. Ofugt b4 er heegt ad sja hvada efni er 1 hylkinu bara 1t fra pvi ad litur kemur fra
efninu. Synilega litr6fido samanstendur af 1j6si med bylgjulengd:

)\synilegt S [4007 750] nm.

En par sem ad ¢ = A\f ba samsvarar pad eftirfarandi tidnum:
fsynilegt = % S [400, 750] THz.

synilegt

(sem er afar skondin tilviljun!). Hvert efni hefur b4 einskonar kennitélu sem kallast litréf frumefnisins og
samanstendur af peim synilegu bylgjulengdum sem a0 efnid getur gefid fra sér. Fyrir vetni héfum vio t.d. ao:

A € { 410,1; 434,0 ; 486,1 ;656,2 5 nm.
—— e N N~

fj6lublar dokkblar ssegraenn raudur

1Reyndar var Michael Faraday afar ofarlega i huga Albert Einstein pegar hann skrifadi greinar sinar 4rid 1905. Til dsemis
hefst greinin hans um afsteediskenninguna & pvi ad dédsama storf Faradays.



en fyrir kvikasilfur er t.d.

Aig € 4 404,7; 4078 ; 4358 ;546,1;577,0;  579,1 nm.
—— —— e N N~ ——

fjélublar 1j6s fjolublar dokkblar greenn gulur appelsinugulur

A pessum timapunkti férum vid ad sja ummerki um skommtun! Litréfslinurnar geta bara komid i dkvednum
gildum en ekki med hvada gildi sem er! Petta er fyrsta visbendingin um skémmtun & orku atémanna! Petta
minnir 4 grunnhledsluna, e, en allar hledslur, @), burfa a0 vera heiltélumargfeldi af e, pb.e. til er N € Z pannig
a0 @ = Ne.

25.3 Ljoésrofunartilraunin og tGtskyring Einsteins

Arid 1886 prufadi Heinrich Hertz ad breyta glerpiputilrauninni 6rlitid pannig ad:

Ljés“/(/

— M
\_ @ — U/ ) Straummeelir

Katooa Andda

mn
l——=

AV

Pad sem a0 hann komst ad var ad ljéseindirnar gatu buid til straum i rédsinni en bad &tti ekki ad vera neinn
straumur { rasinni pegar a0 péttirinn er fullhladinn! Hvernig veeri hugsanlega haegt a0 utskyra pad? Pad sem
meira var, pa0 var bara fyrir akveOnar bylgjulengdir & 1j6si sem a0 petta var haegt! Ef a0 bylgjulengdin var of
h& pa var ekki haegt a0 fa straum i rasina sama hversu mikill ljésstyrkurinn var en um leid og bylgjulengdin
vard négu ldg (og bar med heekkadi orka ljéseindanna { ljésinu) ba var haegt ad fa straum { rdsina. Hertz
skradi niour athuganir synar:

(1) Ljésrofunarstraumurinn { rasinni er { beinu hlutfalli vio ljésstyrkinn.
(2) Straumurinn { rdsinni byrjar um leid (< 1ns) og kveikt er 4 ljésinu.

(3) Ljésrofunarstraumurinn kemur einungis fram ef tioni ljéssins er f > fi eda A < Ag bar sem f; kallast
proskuldstioni malmsins og er had efninu sem ad plotupéttirinn samanstendur af.

(4) Ef a0 rafhlédunni er sniid vid og ljésinu beint ad jékveedu plotu plotupéttisins pa haettir straumurinn {
résinni pegar ad spennumunurinn i résinni verdur V},, par sem ad Vj, kallast proskuldsspenan. Gildio
4 V}, er breytilegt eftir efnum og 6had ljésstyrknum. Med 60rum ordum, sama hversu sterkt 1j6sio er
bé endar spennumunurinn { rasinni alltaf i V},.

Einstein hlaut nébelsverdlaunin arid 1921 fyrir ad dtskyra bessa ljésrofunartilraun. Einstein lagdi til a0 orka
1lj6ss veeri skommtud. Hann kalladi slikan orskuskammt ljéseindir. Hann stadhaefoi ad:

E,=hf

bar sem ad h = 6,626 - 10734 Js er fasti Plancks.? P4 gat Einstein ttskyrt ljésrofunina med eftirfarandi heetti:

2Fastinn, h, heitir eftir pyska edlisfraedingnum Max Planck sem notadi hann fyrst arid 1900 til ad ttskyra svarthlutsgeislun
(sem utskyrir djupsteed tengsl milli litréfslina og hitastigs). En Planck notadi tilgdtuna hans Einsteins 4n bess ad atta sig & pvi!
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Til bess a0 osa rafeind fra yfirbordinu 4 mélminum bé barf érvada rafeindin (sem gleypir ljéseindina) ad fa
négu mikla orku til pess a0 yfirvinna alla rafsegulkraftana sem ad halda henni { malmplotunni. Pvi er til
minnsta orka; svokallad vinnufall mémlsins (sem er breytilegt fyrir mismunandi mélma), Ey, bannig ad:

E,=FEy+ K. be K.=E,—Ey=hf—-hfo="nh(f—fo)

par sem a0 K. taknar hreyfiorku rafeindarinnar sem a0 losnar. En pé neer rafeindin bara a0 lenda & neikveedu
plotu plotuéttisins ef ad hin hefur neegilega orku til ad yfirvinna rafsvidio (sem er ad reyna ad st60va hana)
sem gefur pvi a0 proskuldsspennan verdur

GVb = Ke = hf—E().

25.4 Efnisbylgjur de Broglie

Samkveemt afstaediskenningu Einsteins er orku-skridpunga jafnan:
B? = Ej + (pe)®

bar sem ad F tdknar heildarorku eindarinnar, Ey taknar kyrrstéduorku eindarinnar og p taknar skridpunga
eindarinnar. Ljéseindir eru massalausar og fyrir paer gildir ad Ey = 0 en par med hofum vid ad:

E, hf ke
E,Y:p70:>p7:%:7:%zx.

Med 60rum oroum pa hofum vio almennt ad skridpungi ljéseindar er gefinn med:

h
p’y:X-

En 4rio 1924 { doktorsritgerdinni sinni b4 stadheefdi Louis de Broglie (borid fram du broj) ad sama jafn gildir
lika fyrir efnisagnir. P.e. til er svokollud de Broglie bylgjulengd fyrir allar efnisagnir sem er gefin meo:

h
A=—.
p

Par sem ad p = mv eda p = ymuo (eftir pvi hvort 4 betur vio) er skridpungi efniseindarinnar.

Hann notaoi betta til bess ad utskyra morg skammtafraedileg fyrirbaeri (hann hlaut nébelsverdlaunin Arid
1929 fyrir storf sin med efnisbylgjur). En sér { lagi notadi hann betta til bess ad ttskyra kjarnann og atémid.
Hann imyndadi sér nefnilega ad kjarninn veeri eins og kassi og a0 kjarneindirnar geetu einungis hegdad sér
eins og stadbylgjur & streng inni { kassanum (med lokudu jadarskilyroi pv{ kassinn er lokadur).



l 4
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n=3 A3 = %
Hryefiorka agnanna { kassanum er
1 p?
K= -—mv? = —.
2 2m

Par a0 auki sem ad samkvaemt bylgjuagnaforsendu de Broglie er A = £ svo:

(%) _n21
T 2m 2m A2

En staobylgjur uppfylla bd ad A = %e bar sem n € Z, svo

2,2
B, =K h*n

"7 8z

er heildarorka agnanna i kassanum. Vid sjaum pa sér i lagi ad orkan er skommtud.

25.5 Klassiskur liftimi atémsins (*)

Arid 1913 settu Daninn Niels Bohr og Ernest Rutherford fram nytt atémlikan. Hugmyndir beirra byggdu

ofan 4 planetulikani Rutherfords af atéminu fra arinu 1911 (i rauninni er litill munur & likénunum). Einstein

hafoi 4rio 1905 lagt til ad 1j6s samansteedi af litlum 6gnum sem hann kallaodi ljéseindir (light quanta). Bein

byding veeri hugsanlega ljésskammtar. Samkveemt Einstein var orka ljéseindar skémmtud og gefin med

E, = hf og skridpungi ljéseindar dkvardast af E2 = E§ +(pc)? b.a. E, = p,c fyrir 1jés (hér héfum vid
~

=0
notad ad ljéseindir eru massalausar). Helsti gallinn vid atémlikan Rutherfords var ad bad var bersynileg
moétsogn 1 pvi. Samkveemt klassiskri edlisfraedi mun 6gn med hledslu ¢ sem verour fyrir hrédun geisla fré sér
orku (tapar orku) meo afli:

¢*a?
PL=——— Larmor jafnan
L7 6regcd’ ( ) )
En pad pyodir a0 rafeindin sem er & hringhreyfingu um réteindina setti ad tapa orku og spirala inn ad
kjarnanum:

Pannig getum vid metio liftima atémsins. Pad er a0 segja vid getum metid hversu langur timi lidur par til
ad rafeindin hefur spiralad inn { kjarnann. Vio athugum pé ad kraftajafnan gefur:

v2 ke? v2 ke?
Me— =
r

72 r Mer?



dE €2 () k%e® 1
P = —— = - = _—
dt  4megc®  dmegmiced rt

En vid athugum lika ao:

Pannig a0 vid hofum samkvaemt kedjureglunni ad:

deidiE ﬂ d ke? drikeer
dt  dr dt  dr

Tdr\ 20 ) dt T 2Zar

En par med héfum vid synt ao:

po_ dE ke? dr _ k2eb 1
=gt~ o2 ar dregm?2e3  rt
b.a.
dr ket
dt — 2megm2c3 1?2

Sem vid leysum med tegrun:

_/bTer—/T kel g [Le] ket ) et ket
a - Jo 2megm2c3 3 | 2meem2c3 |, 3 2megm2c3

a

Svo liftimi atémsins er:

2.3
_ 2 meymgc

3 73\ _
7—3'7((1 —b)—lOpS
Par sem vid hofum notad a = 0,529 A og b = 1,2 fm. Petta er bersymileg métsogn pvi annars hefdu 611 atémin
sem ad vio samansténdum dr hrérnad ni pegar og vid veerum pvi ekki til!

25.6 Bohr-likanio

En danski edlisfraedingurinn (og nébelsverolaunahafi 1922) reyndi a0 lagfeera petta gallada atémlikan arid
1913 med eftirfarandi premur forsendum:

- )

Frumsendur ad atémlikani Bohrs

(i) Rafeindin er & stodugri hringhreyfingu umhveris kjarnan é4n pess b6 ad geisla fra sér orku. Pessar
brautir eru skammtadar 1 peirri merkingu ad rafeindin getur einungis verio i dkvedinni fjarlaegd
fra réteindinni (en ekki hvaoa fjarleegd sem er).

(ii) Pessar stoougu brautir eru beer brautir par sem ad hverfibungi rafeindarinnar 4 sporbraut hennar
um kjarnan er skammtadur pannig ao:

L =nh
bar sem h = % =1,05-1073* Js er fasti sem nefnist smaekkadur Plancks-fasti (eda ha-sl4).

(iii) Rafeindir geta einungis stokkio 4 milli leyfilegra brautargeisla med bvi annad hvort a0 taka vid
eda geisla fra sér rafsegulgeislun (ljéseind) med orku AE,sm = E, = hf.




Pessi skammtatilgata héfst med Planck og Einstein 4rio 1905. En Einstein hafoi haft pa tilgatu ad lita meetti
4 sem svo a0 1jés samanstaedi af svokolludoum ljéseindum bar sem ad hver ljéseind hefoi orku F = hf par
sem h = var Plancks-fastinn og f var tioni ljossins.
Samkvaemt atémlikani Bohrs pa gildir pvi ao:
v? ke? ke?
ma=m— = — v=1/—
r r2 mr
En par med héfum vido ad par sem ad hverfipungi agnarinnar er heiltolumargfeldi af smackkada Plancks-
fastanum ad:
ke2 72n2
mur =nh — m ir =nh = mke?r =n’h? = r, = oo apn?.
mr mke?
Par sem ag = 1 = 0,529 A er svokalladur Bohr-geisli og tdknar minnstu leyfilegu brautarvegalengdina sem
ad rafeindin getur haft. En pa sjdum vid ad brautarhradi rafeindarinnar 4 n-tu braut er gefinn meo:

ke? kez 1 v
’Un = = - —_— = —
mry, magp n n

bar sem v; = 2,19 - 10° m/s er brautarhradi rafeindarinnar 4 innsta hveli. Heildarorka rafeindarinnar 4 n-tu
braut er pa gefin meo:

1 , ke 1 ke? ke? 1 ke? £
E,=-mev; — — = =m, —_——— ==
2 T 2 TMmery r 2 r, n?

bar sem E; = 13,6 eV er heildarorka rafeindarinnar 4 innsta hveli (takio eftir bvi ad heildarorka rafeindarinnar
er alltaf neikvaed og pvi ytra sem ad rafeindin fer pvi naer kemst heildarorkan nulli). En bar meo alyktum
vid ad orkan sem a0 rafeindin geislar fra sér vid pad ad fara & milli orkuhvela er gefin med:

hc E1 E1 1 1

e hf=AE=E,-E,=—*2+2_ p (=~ -~
A / m? * n? ! <m2 n2>

En par me0 dlyktum vid a0 gleypnilinur vetnisatomsins verda greinilegar vid eftirfarandi bylgjulengdir:

hc
W

=71 Ty~ (1 1
(W - ﬁ) (W - F)
Pannig tokst Bohr a0 spa fyrir gleipnilinuréfi vetnisatémsins. En pegar ad Bohr reyndi ad framkveema sému

reikninga fyrir helin atémid pa voru nidurstéournar hans algjorlega i métsogn vio meelingar. Hann hafoi pvi
gert eitthvad rétt en samt svo vitlaust!

25.7 Oendanlegur maettisbrunnur

Litum & eind med massa m og hrada v sem a0 ferOast inni { kassa med lengd ¢. Samkvaemt de Broglie hefur
eindin einhverja bylgjulengd:
h h

A=—=—.
p  mv

En vio héfum ddur lert ad stadbylgjur med lokud jadarskilyroi uppfylla:

_ 2
_TL

An

Med bvi ad setja pessar tveer hugmyndir saman pa alyktum vio ad:

2 h hn

Vp = ——
n muy, 2me



Heildarorka eindarinnar inni i kassanum er einungis vegna hreyfiorku hennar svo a0 vid hofum pvi ao:

1 1 hn \?  h2n?
E,=-mv?=-m|— = )
g/n = o™ (me) 8mi?

Tilheyrandi bylgjufoll veroa pa:

Yn(x) = Asin(kp,z) = Asin (2;33) = Asin (Zﬁ)

n
Vid tengjum vid bylgjufallio svokalladan likindapéttleika:

2 . T™x
pu(@) = ln (@) = A%sin? (57
Likindapéttleikinn lysir likunum & pvi a0 finna 6gnina inni & einhverju bili med eftirfarandi heetti:

b
Piap) :/ p(x)dx

Heildarlikurnar & pvi ad finna 6gnina inni { kassanum verda pvi a0 vera 1 pannig ad vid héfum ao:

14 4 1— 2nmx A2 / 2 4 AQE
1= ]P[O,Z] = / A2 Sin2 (?) dr = A2/ %dw = 7 |:.’L' — %Sin ( HZ$>:| = 7
0 0 0

Svo vio alyktum ao:

2
A= .
14
Vid hofum par med ad bylgjufollin verda:
2 . 2mne . B . 2 5 /nTz
Yn(x) = 75—/ og likindapéttleikinn verdur pn(z) = 7 5in (7) .

Vio getum ba svarad spurningum eins og:

e Hverjar eru likurnar 4 pvi a0 finna 6gn i skammtadstandi n milli ﬁ og %?

¢/2 2 42 nwx 1[4 2mnx
n(r) = = sin? [ —= d:v:—/ (1—005( >)dw

i L 2mnT t/2
20 | 2en ™\ ),

Lausn: Hofum pa:
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8 Daemi

Damatimi 43: Inngangur ad skammtafraedi: Ljoseindir og ljosrofun

Arid 1905 setti Einstein fram tilgdtu um edli ljéssins sem markadi timamét i ségu edlisfraedinnar.
Hann stadheefoi a0 1jés samansteedi af litlum orkuskémmtum sem hann kallaoi ljéseindir med orku:

Hann notadi petta til pess ad ttskyra eina helstu radgatu pess tima, nefnilega ljésrofun rafeinda tar
malmi, en rafeindirnar losna med hreyfiorku:

bar sem Ey er ligmarksorkan sem barf til bess ad losa rafeindina Gr malminum (stundum kallad
vinnufall malmsins). Petta er stundum sett fram { tengslum vid svokallada stédvunarspennu eda
proskuldsspennu, V4, en bad er spennan sem barf til pess ad stodva aftur rafeindina sem losnar
pannig K. = eV},

_he

E,=hf ==

K, =E,— Ey=hf — Ej.

(38.7)

(38.12)

(38.38)

(38.41)

(a) Hver er bylgjulengd ljéseindar sem hefur orku 1,5eV? Er petta { synilega litr6finu?

(b) Ljéseind hefur bylgjulengd 550 nm. Hver er orka ljéseindarinnar?

(c) Utvarpsstodin FM957 sendir it rafsegulbylgjur med tidni 95,7 MHz. Hver er orka ljéseindanna?
(d) Gammageislar hafa bylgjulengd sem er minni en 100 pm. Hver er minnsta orka ljéseindanna?
Feerustu eodlisfraedingar sdgunnar hafa féornad heilsunni til pess a0 uppgotva leyndardéma alheimsins.
Fraegasta deemid er a0 finna hja Marie Curie sem handlék geislavirk efni &4 hverjum degi i rannséknum
sinum. Annad gott deemi er ad finna hja Isaac Newton sem missti sjénina i heila viku eftir a0 hafa
verio a0 gera rannsoknir & sélarljosi. Matti er ad reyna a0 feta i fétspor pessara godsagna. Hann tekur

6loglegan 500 mW raudan leisi med bylgjulengd 650 nm og beinir honum inn { augun 4 sér { von um ad
verda fraekinn edlisfreedingur. Hversu margar ljéseindir sendir leisirinn fré sér 4 hverri sekindu?

Eldflugur eru ekki flugur heldur bjollur af settinni Lampyridae. Aftast & afturbol bjallanna eru kirtl-
ar sem framleida 1jos med efnahvorfum. Eldflugurnar gefa fra sér 1jés med bylgjulengd 550 nm med
1,2mW afli { um bao bil 100ms. (a) Hversu margar ljéseindir losna frd bjoéllunni { slikum blossa?
(b) Rannséknir & mannsauganu hafa leitt { 1j6s ad bad barf ekki nema 101j6seindir til bess a0 f6lk geti
greint pad sem dauft 1j6s. Mannsauga0 hefur pvermdl 25 mm. Hversu langt { burtu getur maodur staoio
fra eldflugu en samt greint 1jés fra henni?

Kalin hefur vinnufall 2,30eV og gull hefur vinnufall 5,10€eV.

(a) Hver er minnsta tidni ljéss sem barf til bess ad losa rafeindir fr4 malmunum tveimur?
(b) Hver er ba mesta bylgjulengdin sem barf til bess ad losa rafeindir frd mélmunum tveimur?
(¢) Hver verdur hradi ljésréfudu rafeindanna ef 1j6si med bylgjulengd 220 nm er beint ad mélmunum?

(d) Hvada broskuldsspennu barf b4 til bess ad st60va rafeindirnar?

. nm, 2,0€eV, nev, ,Akev. . ,0 - joselndir /sek.
38.7) 827 2.36V, 396neV, 12.4keV. (38.12) 1,6 - 108 ljéseindir/sek
(38.38) 3,3 - 10'* ljéseindir/blossa, 35,8km (38.41) Kalin: 556 THz, 540 nm, 1,1-10°m/s, 3,34 V.




Damatimi 44: Inngangur ad skammtafraedi: de Broglie bylgjulengdin

Samkveemt forsendu Einsteins héfou ljéseindir orku £y = hf og par sem ad ljéseindir eru massalausar
og hafa bar med enga kyrrstoduorku ba gefur orku-skridbungajafnan E? = E2 + (pc)? ad skridpungi
ljéseinda er:

- = )\zi.
A D~y

Py = —

E, hf h
Cc - C_

Tilgata Louis de Broglie var sidan eins og hja nemanda & edlisfreedideild sem a0 leitar i offorsi ad jofnu
til ad nota & jofnubladinu an skilnings. Hann stadheefoi ad petta sama myndi gilda fyrir efnisagnir,
pb.e.a.s. ad almennt er til einhver de Broglie bylgjulengd fyrir allt efni sem er gefin meo:

="
p

Pad kemur sidan { 1jés ad efnisagnir syna lika sému bylgjueiginleika og 1j6s! (pun intended)

(38.16) (a) Hver er de Broglie bylgjulengd hafnarbolta med massa 200 g sem ferdast med hrada 30 m/s?
(b) Hver er de Broglie bylgjulengd rafeindar sem ferdast med hrada 2,19 - 106 m/s?
(¢) Hver er hraoi rafeindar sem hefur de Broglie bylgjulengd 0,20 nm?

(38.47) Samkveemt de Broglie bd syna efnisagnir somu bylgjueiginleika og ljés. Pad pydir ad vid sttum ad
geta beint rafeindageisla i gegnum tveggja raufa ljésgreiou og fengid fram samlidunarmynstur & skja
beint fyrir aftan. I tiltekinni tilraun var rafeindum med hreyfiorku 50keV beint i gegnum raufagler
med raufabil 1,0 pum. Hversu langt var 4 milli bjortu ljésrakanna a skja 1,0 m fyrir aftan?

(38.49) Nifteindum med mjog litinn hrada var beint { gegnum tveggja raufa raufagler
med raufabil 0,10 mm og samlidunarmynstrid var skodad a skja 3,5 m fyrir aftan.
Samlidunarmynstrid sem kom fram & skjanum ma sja 4 myndinni hér til haegri.
Hver var hradi nifteindanna?

[
100 pwm

Fjoldi nifteinda

(38.48) Roteindum med hrada 0,99¢ er beint { gegnum eina 4 nm breida rauf og bognunarmynstrid er skodad &
skja 50 mm fyrir aftan raufina. Hver verdur breiddin 4 hamarkinu i midjunni?

(38.16) 1,1-10"34m, 0,33nm, 3,6 - 10°m/s. (38.47) 5,4 um. (38.49) 209m/s (38.48) 4,7nm.




Daematimi 45: Inngangur ad skammtafraedi: Bohr-likanid

Arid 1913 setti Niels Bohr fram tilgdtu um ad hverfipungi rafeinda veeri skammtadur, L = nh. Pad
hefur i for me0d sér ad brautargeislar rafeinda verda skammtadir og fyrir vetnisatémio er:
E
Tn:an2a 'Un:,Uil, En:%
n n
Par sem ad a, = a; = 0,529 A er Bohr-geislinn, v; = ac = 2,19 - 10°m/s (o = 13- er fingerdarfastinn)
og F1 = —13,6 eV er grunnastand vetnisatémsins. Atémiod gleypir eda geislar fra sér 1jési vio pad ad
rafeindir fara & milli brautargeisla. Vid pad losnar/gleypist ljéseind med orku E, = AFE,i4y,. Fyrir
stokk 4 milli orkudstanda n og m verdur bylgjulengd ljéseindarinnar ad vera (gildir bara fyrir vetni):

A
Anm = R bar sem a0  Ag = 91,18 nm.

(38.31) Skodum vetnisatémid, 1H.

(a) Hver er brautargeisli rafeindar sem hefur hrada 7,3 - 105 m/s? Hver er skammtatala hennar?
(b) Hver er brautargeisli rafeindar sem hefur heildarorku —0,378V? Hver er skammtatala hennar?

(¢) Hver pyrfti skammtatala rafeindar ad vera til pess ad geisli brautarinnar veeri 4 um?

(38.56) A myndinni hér til heegri ma sjd orkumynd sem symnir brji leegstu 1 Vaxandi orka
orkuastondin fyrir 6pekkt frumefni sem er ekki vetni. | b ow
(a) Hver er minnsta orkan sem barf til bess ad érva atémid? . By = 2,006V 1
(b) Hvaoa bylgjulengdir koma fyrir { gleypnilitréfi atémsins? |, =2 By = ~3,006V
(c) Hvaoa bylgjulengdir koma fyrir { geislunarlitréfi atémsins?
n=1 By = —6,50eV Grunndstand

Gleypnilitr6f Geislunarlitrof

(38.59) Synilega litréfid sem a0 mannsaugad getur greint samanstendur af 1j6si med bylgjulengd A € [400; 750] nm.

Geislunarlitréf vetnis samanstendur af 6llum peim bylgjulengdum sem vetni getur geislad fra sér vio
baod fara nidur um orkuastand. Akvardio bylgjulengdirnar { synilega hluta geislunarlitréfs vetnis.

(38.62) Helstu orsokin fyrir pvi ad 1j6s ferdast haegar { mismunandi efnum er st ad vid bad ad ljéseindir lenda

i arekstri vid atém i grunnastandi sinu pa 6rvast atémio upp i heerra orkustig. Skooum vetnisatéom
sem gleypir ljéseind og 6rvast upp { n = 2 astand. Atém vilja hinsvegar a0 edlisfari vera { orkulasegsta
astandi sinu, grunndstandinu, n = 1, og timinn sem lidur par til a0 rafeindin geislar aftur fra sér
ljéseind er ad medaltali 1,6 ns (betta er likindaferli). Hversu marga snininga snyst érvada rafeindin
umhverfis kjarnann & pessum tima?

(38.31) ro = 4,84, no = 3, 7y = 1,901, 1y = 6, 1o = 275. (38.56) 3,56V, Ay € {355 nm, 276 um},
Ac € {355nm, 276 nm, 1241 nm}. (38.59) Ay € {656,5nm,486,3nm, 434,2nm, 410,3nm}.
(38.62) 1,05 - 107 sntiningar.

J Orvud dstond



Dzematimi 46: Inngangur ad skammtafrzedi: Oendanlegur maettisbrunnur

~

Skodum 6gn med massa m sem hefur hrada v inni { kassa meod lengd ¢. Vegna bylgjueiginleika

efnisagna pa verour de Broglie bylgjulengdin A = %. En pessu ma lika vid stadbylgju med lokud

jaoarskiliroi svo bylgjulengdirnar verda skammtadar, \,, = %Z, en pad gefur ad heildarorkan verour:
1 ., h2n?
En = §m’l]n = W
Bylgjufollin eru sidan gefin me0: Vn(x) = Asin(kaz),
par sem ad
2r a7 2

o = N =7 og stoolunarfastinn er A = 7

Likurnar & bvi a0 finna 6gnina 4 bilinu [a, b] C [0, ] eru gefnar med:

b
Piay =/ (@) da

\.

.

(38.51) Myeindin er éreind sem svipar til rafeindarinnar. Myeindin hefur sému hledslu og rafeindin en er 207
sinnum massameiri. Hugsum okkur a0 vido ndum ad fanga myeind { flugnagildru af lengd 70 pm. Eftir
ad vio fongum myeindina er hin i skammtadstandi n = 3 en fellur skdmmu sidar nidur i grunnastandio
og geislar vid bad fra sér ljoéseind. Hver er bylgjulengd ljéseindarinnar?

(38.22) Einfalt likan af atomkjarnanum segir a0 kjarneindirnar séu bundnar i kassa med sému lengd og pvermal
atémkjarnans. I einhverjum skilningi er heegt ad segja ad stédugasta frumefnid sé jarn, 26Fe

(a) Hver er orka kjarneindanna { grunndstandinu inni { jarnkjarnanum?
(b) Frumeindamassi jarns er mp, = 55,934940u. Bindiorka kjarnans er skilgreind sem steerdin:

AEp = — (mpe — Zmy — Zme — (A — Z)my,) ¢

Med m, = 1,00728u, m, = 0,00055u, m,, = 1,00866u og u = 1,6605 - 10727 kg = 931,49 Mev.
Hver er blndlorka jarnkjarnans? Hver er b1nd1orkan per kjarneind (AEg/A) i Jarnkjarnanum‘7
Er betta meira eda minna heldur en svario { (a)-1id?

(40.27) Vatnsdropi me0 geisla 1,0 um rallar med hrada 1,0 um/s inni { ndningslausum kassa af lengd 20 pm.

(a) Hver er skammtatala vatnsdropans?

(b) Ef skammtatala kerfis er mjog ha ba er yfirleitt { lagi ad 1ysa kerfinu med klassiskum adferdum.
Er pao i lagi hér?

(¢) Hverjar eru likurnar 4 bvi ad finna 6gnina { 2 um fjarlaegd frd 60rum hvorum endanum?

(40.33) Skodum 6gn med massa m i 6endanlegum meettisbrunni af lengd /.

(a) Hverjar eru likurnar 4 pvi ad finna 6gn { grunndstandinu inni 4 bilinu [0, g]?

(b) Hverjar eru likurnar 4 bvi ad finna 6gn { n = 2 skammtadstandinu inni 4 bilinu [0, ﬁ?
(c) Hverjar eru likurnar & pvi ad finna 6gn { grunndstandinu inni 4 bilinu [£, £ 4-b] bar sem ad b = ﬁ?

(38.51) 418nm. (38.22) 2,4 MeV, 4922MeV, 8,8 MeV. (40.27) n = 2,53 - 108, J4, 0,20.
(40.33) 0,091, 0,33, 0,01.
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