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Upprifjun: Rifjum upp Cauchy-formiluna fyrir einfalt skaut:
Mdz = 2mif(a), ef a € Q er einfalt skaut.
a0 2 — a
Ef f er figao 4 6llu Q (med engin skaut) ba gildir einfaldlega ad:
f(z)dz =0, ef feO(Q)
[219)

Hinsvegar, ef a0 vid erum ad tegra yfir fall med margfalt skaut { a €  ba faum vio:

/ f(z) ~dz= 27 f'(a), ef a € Q er tvofalt skaut.
o (2 —a)

Almennt gildir ad n-falt skaut m4 reikna meo:

(n—1)
/ Lz)dz _ QWifim), ef a € Q er n-falt skaut.
oq (2 —a)" (n—1)!

. J

Daemi 3.11.1. Skodum einfaldasta synideemio. Latum f(z) = 1 og reiknid:

1
/ &dz = / ——dz, fyrir 6ll n € Z.
(z—a)" (z—a)"
aS(a,r) aS(a,r)
Athugio ad rithatturinn 4S5 (a,r) bydir hringur med midju i a og geisla r.
Lausn: Ef n <0 ba er k = —n > 0 og b4 erum vio a0 tegra:
(z—a)*dz=0
aS(a,r)

samkveemt Cauchy-setningunni pvi bad er ekkert skaut og f(2) = (2 — a)¥ er fagad 4 S(a,r). Ef n = —1 b4
faest samkvaemt Cauchy-formuilunni:

aS(a,r)

aS(a,r)



Ef a0 maour er ekki sattur vio pessa ttleidslu pa getum vid lika stikad vegin med

z=7(0) =a+re?, og b4 dz =ire’dd
pannig ad vio faum:
27 . i0 - 27 . 27
/ S / do—— — L / dfeit=m0 — L -
z—a)" rei)yn  pn—l rn=1 (1l —n
0 0 0

aS(a,r)
Deemi 3.11.2. Reiknid vegheildin f7 f(2)dz bar sem

(a) f(z) =z og v er hluti af hring med midju { 1 og begar farid er eftir hringboganum breytist hornid
fra —Z til T,

(b) f(2) = 2% og v er vegur sem stikar beina linu fra 0 til 1 og padan hringboga med midju { 1 + i
stystu leio 1 2 + 4.

Lausn:
(a) Athugum fyrst ad vid hofum ekkert stofnfall fyrir f(z) = Z svo vid neydumst til bess ad stika veginn.

Teiknum upp mynd:

Latum pvi:
dz = ire”dd

z=7(0) = a+re,

2
2

Athugum ad bd er Z = (a +re) =a+re? = 1+ re=". Pvi fast ad:
= 24r 4 amr”.

us
2

/f(z)dz = / dfire” (1 +re=") =ir
.

do (eie + r) =ir [16“9 + 7“9}

.
2

S~

[N

(b) Fallid f(z) = 22 er heilt figad fall og 4 sér stofnfall 4 C sem er gefid med F(z) = £z3. Pvi er nég ad

meta F' 1 endapunktunum:
1 2 11
/ F(2)dz = F2+i) — F(0) = 2 (2 44)° = 2 4 i,
~ 3 3 3

Af varfeerni er 1ika haegt ad stika veginn og reikna vegheildio eftir v = 1 + 2. Teiknum pvi upp mynd:

w3

AR C
1+ 241
[ ]
0 1J’Y2 R
- >
st
Y=t




Hofum ba ao:

S~

fetz = [ e+ [ s
71 2
Getum reiknad fyrra heildid med bvi ad stika z; = v1(¢) = ¢ fyrir ¢ € [0,1] b.a. dz = dt og bvi feest:

1.0 1
flz dz—/ t2dt = [t?’} =,
‘/':/1 3 0 3

Getum reiknad seinna heildid med pvi ad stika 2o = 72(t) = (1+1) + €* bar sem 6 € [-Z,0] og dz = ie?df.

bvi faest:
/f iedf (1+i+¢®)° =i [ db (2ie™ + 2(1 + i)e%? + )

H
\O

— NH
< NH\ o

— et 4 1T 1+i (210 | 1'631'9]
31 S
. . . 1
((2—2+1+—)—(—2@—(—Z+1)+3)>
1 1
3 3

Vio dlyktum pvi ad:

/Wf(Z)dz:/ dz+/f dz—,+7

Daemi 3.11.3. Latum « = a + ¢b. Heildio fot e“tdr og takid raunhlutann af itkomunni til ad syna ad:

t e (acos(bt) + bsin(bt)) —

/e’” cos(br)dr = P
0

Hvaoda heildi feest ef a0 pverhlutinn er tekinn?

t t
/ eaTdT — |:1eat:| — l (eat _ 1)
0 « 0 «

Vid setlum einfaldlega a0 taka raunhlutann af bAdum hlidum jéfnunnar. Vinstri hlidina ma umrita med pvi
ad athuga a0:

Lausn: Athugum fyrst ao:

e = eaFIT — aT T — 0T (co5(br) 4 isin(br)) = €27 cos(br) +i e sin(br) .

Ree™” Ime*™

Par med er: t t t
/ e*dr = / e cos(br)dt +i / e sin(br)dt
0 0 0

Re (fot ea"dr) Im (fot e‘”d‘r)

Vio getum lika umritad haegri hlio jéfnunnar:

1 1 —ib
St o) = e (e 1) = % (e% cos(bt) + ie™ sin(bt) — 1)
1 1
RN (ae“t cos(bt) + be® sin(bt) — a) +1 pra (aeat sin(bt) — be™ cos(bt) + b)

o (3 (1) i (3 (1)



Med pvi ad bera saman raunhluta og pverhluta pa alyktum vio ad:

t
t at i —
Re </ e‘”dT) = /e‘” cos(br)dr = e (acos(bt) + bsin(bt)) — a =Re <
0
0

a® + b2

t
t at i —
Im </ e‘”dT) = /e‘” sin(br)dr = (asin(bt) = beos(bt)) +5 _ Im (
0
0

a® + b2

Daemi 3.11.4. Synio ad ef a,b € R ba gildir ad:

<h . \inh .
/cosh(ax) cos(bx)d = bcosh(ax) sin(bx) + asinh(az) cos(bx) e
a? + b2
/sinh(ax) sin(ba)d = acosh(ax) sm(b:rg ; Z;mh(ax) cos(bx) e
a

Lausn: Vid notum nidurstéduna tr demi 3.11.3 4 undan. Athugum ao:

eaw _ e—az eaw + e—aw
_ cosh(azr) = ———
2 2

sinh(azx) =
Vi0 getum lika sniio pessu vio med pvi ad leggja jofnurnar saman. Pannig faest ao:

e = sinh(az) + cosh(ax), e " = cosh(azx) — sinh(ax)

Vid héfum pa ad (hunsum fastann C' { 6llum reikningunum og baetum honum vio { lokin):

1 1
/cosh(ax) cos(bx)dx = 5/6‘” cos(bxr)dx + 3 /e_’”’ cos(bx)dx

_ 1 (e** (acos(br) + bsin(bx)) — a N e~ (—acos(bz) + bsin(bz)) + a
S 2 a? + b2 a? + b2

_ %%W ((cosh(ax) + Sinh(ax)) <a cos(bx) + bsin(bx))

+ (Cosh(ax) - sinh(aa:)) ( — acos(bx) + bsin(bx)))

= ﬁ (bcosh(azx) sin(bz) + asinh(ax) cos(bx)) .
a

Hitt feest sambeerilega med pvi ad nota pverhlutann.



Daemi 3.11.5. Reiknio eftirfarandi heildi

(a) / e cos dz, (b) /

z—1
95(0,2) 95(1,2)

Lausn:

(a) Teiknum upp mynd:

z

z
—d
s © /

L

B i,
(z—14)?
05(i,%)

AR C
einfalt skaut { z =1

R

Fallid hefur einfalt skaut { z = ¢ b.a. Cauchy-formilan fyrir einfalt skaut gefur med f(z) = e* cos z

/ ezcios.zdz = 2mif(i) = 2mi (e(i)Z cos(i)) = 2mie” ! <

95(0,2)

(b) Teiknum upp mynd:

(N
N

A R C

2)
einfalt skaut { z =1
) 7

einfalt skaut { z =4
en bad er ekki inni { Q = S(1,2)

Vio skulum fyrst athuga ad med pvi ad patta nefnarann faest:

/

95(1,2)

En bar me0 er z = 1 eina skautid sem liggur innan i Q = S(1,2). Latum bvi f(z) =

z
85(1,2)

—5z+4

z z
S - S
2 _524+4% / GC-1(z-4%

95(1,2)

z 1 273,
dz =2mf(1) 27”1—4 3

(d)

z

z—4

95(0,2)

-2 -2
et +e "t (14 1
— | =i — .
2 e?

€ 0(Q) b.a.



(¢) Teiknum upp mynd:

iR
A c
95 (i, %)
tvofalt skaut 1 z =4
R
VAAAAAAAAAAAAAA
\

Logz er ekki skilgreint fyrir z € R_

Hofum tvofalt skaut { z = ¢ b.a. bar sem f(z) = Logz bd athugum vio ad f'(z) = % og bvi feest ao:

[ =t g =i (1) = 2m

95(i,3)
(d) Teiknum upp mynd:
A R C

tvo einfold skaut 1 z = +1

o
T

85(0,2)

Hoéfum tvo skaut inni { Q = S(0,2) { 2 = £1 bannig ad vio faum:

2 2
[ Z e [ EE s oni )+ g =2 (1) <omi

22 -1 z—1)(z+1)
55(0,2) 35(0,2)

par sem ad: 24241 12+1+1 3

f(z)zi’ b.a. f(l)zizfa

z+1 141 2
224z+1 (-1)2—-1+1 1
= - - a. -)=—=—=.
9(2) 1 b.a 9(=1) 1 5



Daemi 3.11.6. Litum v = 95(0, R) tdkna hringinn med midju { 0 og geisla R. Synid ao:

iz inh 2 h R
@ [ Stz o ),z < 208
85(0,R) 25(0,R)
Lausn:
(a) Vid athugum ad:
oiz oz max eiz‘ max (e~ 7)
/ —|ldz| < L(v) - max ' <2rREEL _ — oxRZSY = 27el?.
~ zey | 2 min |z R

Pvi fallid e~ ™) tekur hagildio sitt { 2 = —iR € v og um alla punkta z € ~ gildir ad |z| = ’Rew‘ = R.

Vid getum audveldlega metid betta tegur med Cauchy-formilunni fyrir einfalt skaut i z = 0 fyrir
f(z) = € sem hefur f(0) = ¢® = 1. FAum bvi ao:

/ € dz = 2mif(0) = 2ri.
v z

(b) Med sama heetti athugum vio ad:

/

Par sem { sidasta skrefinu notudum vid ad |z| = R fyrir 6ll z € v dsamt bvi ad nota skilgreininguna &
sinh(z). Med bvi a0 nota prihyrningséjofnuna fadum vio pvi ad:

max |sinh(z)]
2 4
< 27TR26772 < il max
min |z R zey
zey

sinh(z)
52

sinh(z)
z

€e” —e€

2

|dz| < L() max
z€Y

_Z‘

_ e*iz

2

z

2w
— max
zey

2 z —z 2 Rez —Rez 2 2
¢ < T max lefl+ le7| = =7 max e T max cosh(Re(z)) = % cosh(R).

- R zev 2 R zev 2 R zev

Vio getum lika metid betta tegur med Cauchy-formulunni fyrir tvofalt skaut { z = 0 fyrir f(z) = sinh(z)
med f’'(z) = cosh(z) og f'(0) =1 bannig ad:

/ sinh(z) dz = 2mif'(0) = 2mi.
.

22

Daemi 3.11.7. Latum f vera samfellt { grennd um o € C sem uppfyllir:

lim(z—a)f(z) =4

zZ—a

Latum ~, tdkna hringbogann v, (t) = « + re® fyrir t € [a,b]. Synid ad:

lim / F(2)dz = iA(b— a).

T

Lausn: Litum z = v,.(t) = a + re'’ b.a. dz = ire*dt. Par med hoéfum vid ao:

b b
lim / fla+reyiredt = z/ (hm re' fla+ re“)) dt
o a \r—0

r—0

:i/ab (hm(z—oz)f(z)) dt

zZ—«

b
:i/ Adt =1A(b — a).



Daemi 3.11.8. Beitio Cauchy-formulunni til ad reikna:

T

df . T sin? 6
(a) /1—|—a2—2ac0s9’ fyrir: —1<a<l, (b) /5+4sin9

— -7

Lausn: I b4dum pessum deemum erum vid ad heilda yfir hring svo pad er tilvalid ad beita Cauchy-formutlunni.
Til pess athugum vio ad ef vid stikum hringinn med z = €* ba er dz = iedf = izdf. Par ad auki er:

ei@_e—iQ Z—l 22—1
1 9 pr— p— z p—
St % 2 22
) el 4e 41 241
cos = = - ,
2 2 2z

(a) FAum bar med ad:

s

/ do B / dz 1 / dz i / dz
1+a2—2acosf 1+a2_2a(%)_i (14+a2)z—a(z2+1) a z2—(%+a)z+1'
—m 85(0,1) # 85(0,1) 85(0,1)

Athugum a0 raeturnar eru fi:
1

w:E—l—ai (2a+a)2_4:;<(i+a>i<i—a>>:{§

En par sem —1 < a < 1 ba liggur w = é fyrir utan einingarhringinn. Pvi feest samkveemt Cauchy-
formulunni ao:

s

/ do ) / dz ) 2mif(a) 2 1 2T
_— = - _ = —2mfla)) = ——— = —.
1+a2—2acosf a (z—a)(z—%) a a a—% 1—a?
e 85(0,1)

(b) Fdum ba ad:

7r 221 2
/ sin0 / (M)dz__l/ (2 - 1)? dz__l/ (=2~ 1)?
5+4sinf 5+4(51) iz 2 22 (10iz+422 —4) ~ 8 2% (2 +2i) (z + 5i)

e 85(0,1) 2z 85(0,1) 85(0,1)

Hofum par med tvofalt skaut 1 z = 0 og einfalt skaut 1 z = —%i. bvi verdur:

n sin? 6 1 A 1. i 5 95 5
[ s =g (roraegn) =5 (5 ) -

—T

pbar sem ao:
9 2
(22 —1)2 ) 1. ((_%) _1) % 25i
===, nnig ad ——4) = : - = ==
TR M
foy=—

(z+20)(z+ i) 224 Ziz—1’



En vid purfum ad meta afleiduna:
. 2(2% = 1)2z (22 + Ziz — 1) — (22 + 24)(2% — 1)?
f'(z) = . T
(24 2i)2(z + 31)?

: b.a.  f(0)

Pao er lika til einfaldari leid til pess ad reikna svona afleidur. Athugum ad:

In(f(2)) =2In(2* — 1) — In(z + 2i) — In (z + ;z)

Diffrum badar hlidar:
f'(z) 42 1 1
flz)  2-1 z+2 z+3i

Feerum sidan yfir og faum:

4z 1 1
/ _— — —
16 =16 (50 - 15 H;i)
—1 pannig a0 vid faum audveldlega ad:

Lo 1 2\ 5
f(())_—1<0—2i—i>_—2@.

Athugum ad f(0) =



Dzemi 3.11.11. Létum f € O(C) b.a. |f(2)| < A+ B|z|” par sem A, B,C > 0. Synid ad f sé¢ marglida af stigi < C.

Lausn: Par sem ad f € O(C) m4 rita bad sem veldar6d (t.d. med midju { 0) sem er ba gefin med:

+oo
f(z) = Z apz®
k=0
En studlar veldaradarinnar dkvardast otviraett af afleidum fallsins f { miopunkti veldaradarinnar. Nefnilega:

FM(0)

n!

+oo
F() =Y akls = f(0) = apn! = a, =

k=n

Pvi einunigs fyrsti lidurinn lifir af pegar vio metum i midpunkti veldaradarinnar { z = 0. En vio getum par
med borid petta saman vio Cauchy-formuiluna fyrir afleiour:

ENACIONE! / f(6)
B an £

n! 2mi
Verkefnid er pvi jafngilt bvi ad symna ad |a,| = 0 fyrir 61l n > |C]. Latum bvi v tdkna hring med geisla r og
midju { 0 til pess ad stika ferilinn okkar og faum:

f(©)

€n+1

de.

an

1
lanl < o= L(7) max

— 27 tey - rn o rn=C rooo

1 1 A B
<—maX)A+B|§|C’§—(A+BrC):7+ — 0
T ogey r

Ef n > C. Par med er sidasti liour veldaradarinnar a|¢| og bar med er f marglida af stigi |[C| < C.
Dzemi 3.11.12. Litum f € O(C) vera fall sem uppfyllir |f(2)| < Mecl?l, fyrir 611 z € C. Synid ad |f(z)| < ceMecl?l.

Lausn: Latum v(¢) = z + re® stika S(z,r). FAum samkvemt Cauchy-formilunni fyrir afleidur ad:

o) = | [ |t £(8) 1 £(6) max |f(€)]
PR = 5 / €22 =2 / ’(5z)2 el < 5 2mr e | s | = T in [ = )7
aS(z,r) 9S(z,r) g€y

En med pessari stikun feest pvi ad € — 2 = e’ og pvi er |(§ - 2)2‘ =72 fyrir 61l 2z € v (og bar med laggildi).
Notum sidan fyrir efri hlutann forsenduna sem var gefin { deeminu |f(€)| < Me’l og hofum bar med synt:

max |Me<lé]| ‘ |
|f'(2)] < p 2 =2 max e el < M max eclzlFelre®| — %e
o r2 T 6€[0,27] T r 6ef0,2n] r

c\z\ecr

bessi nidurstada gildir fyrir alla geisla r > 0. Besta matid faest bvi meo pvi ad lagmarka steerdina med tilliti
til . Pannig vio athugum a0 ef
1 1

h(r) = —e", b4 er afleidan W (r)=——e" + ;ecr 0 — =

1
r T ¢

Pannig ad r = 1 mun gefa okkur besta (minnsta) matio. En bar er eimitt:

If'(2)] < ceMel?,

Daemi 3.11.13. Latum f € O(C) vera heilt fagad fall. Gerum rdd fyrir ad Re f(z) < M fyrir 6ll z € C. Notid setningu
Liouville til ad syna a0 pa sé f fastafall.

Sonnun: Rifjum upp setningu Liouville:

(Setning Liouville) Litum f € O(C) og gerum rad fyrir ad f sé takmarkad. P4 er f fasti.

10



Okkur neegir bvi ad syna ad f sé takmarkad. Samkvemt forsendu er Re f(z) < M. Purfum hinsvegar ad
syna ad |f(z)| < K fyrir eitthvad K. Athugum bvi ad f(z) = Re f(z) + ¢Im f(z) en vid hofum enga leid
hér til bess ad meta Im f(z). Skodum bvi { stadinn fallid e/*) € O(C). Athugum ad pad uppfyllir setningu
Liouville pvi:

‘ef(Z)

‘eRef(z)+iImf(z) — eRef(2) < M _ ¢

En bar med er fallid e/(*) fastafall samkvaemt setningu Liouville! En bar med er f(z) einnig fastafall.

Daemi 17 Fourier-ummyndun fallsins f(z) er tdknud med f (k) og er skilgreind bannig ad:

+oo
f<k>=%27 / f@)e*eda

Synid ad ef f(r) = e~ pasé f(k) = e~ 5.
Lausn: Einfalda leidin er ad fylla i ferninginn. Athugum ao:

Fz)e—the = o3 pmike _ =3 (2P 2ike) _ o~ 3 ((a+ik)®+k%) _ — 5k~ L (a+ik)?

Pvi feest einfaldlega ao:

o 1 o 1 o

“~ ; 11.2 1 - 2 11.2 2 1.2

fk)=— [ flx)e *dzx = e 2" e 2 @R gy — 3k e Vdy=e"2".
V2T V2T LS

Par sem ad { neest sioustu linunni notudum vid innsetninguna y = % (x +ik), dy = %dz og 1 sioustu

linunni notudum vio ad jofnu Kelvins: too

/ e dy = NZs

— 00

Lord Kelvin & a0 hafa melt eftirfarandi fleygu ord vido nemendur sina um bessa jofnu:

“A mathematician is one to whom that is as obvious as that twice two makes four is to you.”

11



Eg s& petta jarm og hélt ad pad yrdi betra ad taka pad heldur en rétthyrninginn { deemi 17.

Real Analysis: © g s( x)
———dx

“What am |
supposed to do with
this integral?”

A

cos(x) exp(iz)
dx = lm B

oo

4 ,x (22 +1)2 a—o0 ,‘ (z2+1)
= 27i Res uch(tz)z

A trivial z=i (22+1)
calculation. = g1

+oo

cos(z) T
[ et

— 00

@12_Semitones

Bénusdaemi: Synio ao:

Lausn: Petta er adeins erfidara heldur en pad sem a0 ég syndi { deematimanum. En hugmyndin er si sama.
Pao er kannski mikilveegt ad benda fyrst & villuna sem ég gerdi { deematimanum en vio getum ekki notao:

cos(x) cos(z)
(22 +1)2 - (22 +1)2

Pvi bad mun springa & kraganum begar vio latum r — oo fyrir halfhringinn. Til a0 lagfeera petta pa notar
folk 1 stadinn ad:

e = ! — iy — o7Vl — oY (cos(z) 4 isin(z)) = e 7Y cos(z) 4 ie”Y sin(x)

Pannig ad begar y = 0 4 rauntalnadsnum b4 getum vid skipt it €?* med cos(z). Sjaum sidan af bverhlutanum
ad vid getum skipt it —ie’* fyrir sin(z). Af pessu sést lika hvers vegna vid veljum efra halfplanid, pvi par

er e ¥ —+> 0. Pad er lika heegt ad nota nedra halfplanid en p4 myndum vid vilja skipta ut fyrir e .
Yy——400

Petta tutskyrir lika hvers vegna pad er sleemt ad velja cos(z) bvi b4 hofum vid baedi e =% og e¥* 4 sama tima
bvi cos(z) = # b.a. petta springur beaedi i efra halfplaninu pegar pverhlutinn y — +o00 og { nedra
hélfplaninu pegar y — —oo. Ad bessari 6naudsynlegu langloku lokinni pa athugum vio ad:

/y(zfmdzzfymdz:%m’f’(i):

bar sem ad vid skilgreindum:

e oy e (z41)% — 2(z + i)e’
f(Z)_(z+’L)2, f(Z)— (Z+Z)4

ey v
) f (Z) - %2 .

En vio purfum samt ad feera rok fyrir pvi ad tegrid yfir kragann sé ad stefna 4 nill. En bao faest ntina med
bvi ad athuga ad ef v taknar halthringinn med geisla r 1 efra halfplaninu pa er:

/,

eZZ

Z+17

ezz

(22 +1)?

o mr —Imz mr
“Er Y T et oY

) max
zZEY2
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