Landskeppni 1 edlisfraedi 2020

Urslitakeppni (LAUSNIR)
23. mai kl. 09:00-12:00

Leyfileg hjalpargégn: Reiknivél sem geymir ekki texta.
Keppnin samanstendur af 3 deemum. Athugadu hvort pu hafir fengid 61l deemin.

Oll deemin 3 vega jafnt og ekki verdur dregid fra fyrir rong svor. Lidunum i hverju daemi er
ekki endilega radad eftir erfidleikastigi. Pad méa alltaf leysa seinni 1idi po6 fyrri lidir hafi ekki
verid leystir.

Skrifadu lausnir pinar snyrtilega 4 lausnabléd sem bu feerd afthent og merktu pau vel.
Tekio verour tillit til ttreikninga vid yfirferd & deemum.

Godur fragangur hefur jakveed ahrif!

Tafla yfir pekkta fasta

‘ Nafn ‘ Takn ‘ Gildi
Hradi 1j6ss { tomartmi c 3,00 - 10°m/s
Pyngdarhrédun vio yfirbord jardarinnar g 9,82m/s?
Massi rafeindar Me 9,11-1073 kg
Rafsvorunarstudull tomarams €0 8,85 - 10712 C%s? /(m?3 kg)
Frumhledslan e 1,602 - 10~ C
byngdarfastinn G 6,67 - 10~ m3/(kgs?)
Fasti Plancks h 6,63-1073*Js




1 Sterki kjarnakrafturinn

Umfjollun um sterka kjarnakraftinn er gjarnan sleppt i inngangsnamskeioum i edlisfreedi. Samkvaemt atom-
likaninu samanstanda frumeindir af kjarna par sem réteindum med jakveda hledslu og 6hl60num nifteindum
er pakkad bétt saman og rafeindaskyi bar sem rafeindir med neikveeda hledslu sveima umhverfis kjarnann. I
pessu verkefni munum vid einblina & kjarnann og vid hunsum pvi 61l ahrif rafeindanna.

Steaerd kjarnans er breytileg eftir frumefnum og er adallega had pvi hversu margar roteindir og nifteindir, sem
saman kallast kjarneindir, eru i kjarnanum. Latum n takna fjolda nifteinda og latum p takna fjolda roteinda
i kjarnanum. Heildarfjoldi kjarneindanna er pa gefinn med A = n + p. Skodum einfalt likan af kjarnanum
par sem vid litum 4 kjarneindirnar sem gegnheilar kilur med geisla ry = 0,85fm = 0,85 - 10~'* m og massa
m = 1,67-10727 kg.

(a) (0,5 stig) Finniod tolulegt gildi & edlismassa kjarneindar, p = {, bar sem V' er rimmél hennar.

Vid héfum ba ao:

m m
= — = — = 6’5 . 10171{ mg.
P % 43 7,.(?)) g/

Til samanburdar er edlismassi vatns pyatn, = 1000kg/ m?.

(b) (1,5 stig) Litum & kjarna med geisla R sem samanstendur af n nifteindum og p roteindum. Kjar-
neindirnar koma sér pannig fyrir ad kjarninn hafi sama edlismassa og kjarneindirnar. Akvardid rsedar
tolur a,b € pannig ad:

R = A%rg.

[Ef bér tekst ekki ad leysa pennan lid mdttu nota ad a =b =1 framvegis ¢ deminul

Vid héfum ba ad:

Am m

inp3 P~ dm 3
3 1 370

= R3:Ar3 = R:A%ro

Svo vid alyktum ad a = % enb=1.

Skodum nu kraftana sem verka & milli tveggja adliggjandi roteinda i kjarnanum. Par sem eindirnar hafa
massa verkar a paer addrattarkraftur vegna pyngdarlogmalsins sem er gefinn meo:

_ Gm?

Fg=—

r
bar sem G = 6,67 - 10711 m? /kg s? er fasti sem kallast byngdarfasti Newtons og r er fjarlseegdin milli massamidja
réteindanna. Par sem réteindirnar hafa hledslu ¢. = 1,602 - 10719 C verkar einnig & peer frahrindandi Cou-
lombskraftur sem er gefinn med:

kq?

Fr=—

r

bar sem k = 8,99 -10°Nm?/C? er fasti sem nefnist fasti Coulombs og r er fjarleegdin milli massamidja
réteindanna.
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(c)

(d)

(e)

(f)

(g)

(0,5 stig) Synid ad F, > Fg svo vid getum hunsad ahrif pyngdarkraftsins framvegis { deeminu.

Vid hofum a0 fjarleegdin & milli roteindanna er r = 2rg = 1,7 fm svo:
F, =8N og Fg=064-10"%N,

svo vid alyktum ad Fy > Fq.

(0,5 stig) Finnid hrédunina sem roteindin myndi finna fyrir vegna Coulombskraftsins.

Ho6fum ba:

F
Freia = Fr, =ma = a= —% =48-10% m/s%.
m

(1 stig) Arid 1935 syndi japanski edlisfraedingurinn Hideki Yukawa fram & ad lysa meetti kjarnakraft-
inum med:

(07

Fy =—— C + 5) exp(—pr)

r

par sem = 6,9- 10" m~"! er fasti og 7 er fjarlaegdin 4 milli massamidja eindanna. Akvardid tolulegt
gildi &4 fastanum « pannig ad kjarninn haldist stodugur.

|Ef bér tekst ekki ad leysa pennan lid mdttu nota ad o = 1,3 - 102" m? framvegis © deminu|

Par sem F}, > Fg naegir okkur ad athuga ad ef F, = Fy ba hofum vid ad:

kq? exp(20r)
(1+20r)

k 2
(2%‘2 = % (217“ + ﬁ) exp(—28r) = a=

=3,5-10"2 m?

(1 stig) Stoduorka Yukawa kraftsins Fy er gefin med:
o!
Uy = — exp(—fr)

Metid stéouorkuna, AU, sem losnar vid pad ad skilja tveer roteindir fra hver annarri.

|Ef bér tekst ekki ad leysa pennan lid mdttu nota ad AU = 7.8 - 10713 J framvegis © deminu]

Vid tokum eftir pvi ad Uy (c0) = 0. Pvi er orkan sem losnar gefin med:

AU = —Uy (2rg) = 2% exp(—28ro) = 4,2- 10714 ]

(1 stig) Vid skodum nd tdranfum atémid U?3® sem hefur 92 réteindir og 143 nifteindir. Athugid ad
Yukawa krafturinn verkar einnig & milli réteinda og nifteinda { kjarnanum. Hugsum okkur ad vid setlum
ad fjarleegja eina kjarneind dr kjarna tranium atémsins. Vid metum orkuna sem losnar vid bad ad
fjarleegja eina kjarneind ur kjarnanum sem A-AU bar sem A er fjoldi kjarneinda i kjarnanum. Hugsum
okkur na ad vid holdum afram ad fjarlegja roteindir og nifteindir dr draniumkjarnanum (eina { einu)
par til vid héfum breytt trankjarnanum i sesinkjarnan, C's'37, sem hefur 55 réteindir og 82 nifteindir.
Hversu mikil orka losnar vid pad?
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Latum A; vera upphaflega fjolda kjarneindanna og A, vera fjolda kjarneindanna i lokin. Latum
x := Ay — Ay tékna heildarfjolda kjarneinda sem vid fjarleegjum. Vid héfum pa pegar vid tokum
eina kjarneind { einu ad:

AE, = (A1 —1D)AU + (A1 —2)AU + ... + (41 —2)AU
=2 A AU — (14+2+4+...+2)AU

z(xz+1)

=zA AU — AU

I okkar tilfelli hofum vid A; = 235 og Ay = 137 bannig ad = = 235 — 137 = 98 svo

AE; = (98235 -49-99)-4,2-10714J =18179-4,2-1074J=7,6 - 1071°J.

(h) (1 stig) Hugsum okkur na ad ar peim 37 réteindum og 61 nifteindum sem vid fjarleegdum ar dranium
atominu 1 1id (g) smidum vid rabidin atém, RH? sem hefur 37 réteindir og 58 nifteindir (3 nifteindir
verda afgangs). Hversu mikla orku kostar ad smida rabidinkjarna?

Latum na A vera lokafjolda kjarneindanna. Vid héfum péa:

A(A—1)

AE; = AU +2AU +... (A= DAU = ==

AU =95-47-4,2-10714J=19-10"1°J
Sem bydir ad orkan sem losnadi i heild sinni vid petta ferli var:

AE = AF, — AE, =5,7-1071°J.

(i) (2 stig) Fyrsta kjarnorkusprengjan, sem notud var { hernadi, "Little Boy", innihélt 64 kg af drani. Par
af hvarfadist um pad bil 1kg af Grani og myndadi efnahvarf af gerdinni:

U? 40! — CsP" + RV +4n' + AE

Metid orkuna, AE, sem losnadi i bessari kjarnorkusprengju.

Nokkrar upplysingar sem getu komid ad gagni:

e Molarmassi trans er My = 235,04 g/ml.

e Molarmassi sesfums er Mo = 136,91 g/ml.
e Molarmassi rubidiums er Mg, = 94,93 g/ml.
e Avogadrosartalan er Ny = 6,022 - 1023,

Vid burfum ba ad finna hversu morg dranfum atéom eru { 1kg af dranfumi. Vio héfum pvi ad ef
ny tdknar moél traniums pa:

1000 g

— "8 4955ml
235,04g/ml 0™

ny
og ef heildarfjoldi tranium atéma i hvarfinu er tdknadur med k pa héfum vio:
k=ny-Ns=20562-10%*
Pa er heildarorkan sem myndadist i sprengingunni:

k-AE =2562-10%*.5,7-1071°J =1,5-10%5J.
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2 Logmal Snells

Ljos ferdast haegar i vatni heldur en i lofti. Pessu er lyst med brotstudlinum, n, sem er skilgreindur p.a.

C
Tefni = )
Cefni

bar sem ¢ er hradi ljésins i tomartmi og Cefy; er hradi 1josins 1 efninu sem um raedir. Sem deemi mé nefna ad
gildi brotstudulsins { vatni er nyai, = 1,33 en 1 lofti er hann njog = 1,00029 ~ 1.

I fyrri hluta pessa verkefnis munum vid syna hvernig 16gmal Snells feest sem afleiding af 16gmali Fermats. I
seinni hluta verkefnisins munum vid skoda hvernig nota ma l6gmal Snells til bess ad leysa hin ymsu verkefni.
Hlutarnir tveir eru néaskyldir ad efnistékum en ef bt lendir i vandrzedum { fyrri hlutanum mattu gefa pér
nidurstéduna i jofnu (1) i 1id (b) og halda afram { seinni hlutann.

A Loégmal Fermats (3 stig)
Logmal Fermats i einfaldadari mynd segir ad:

»Ljosid ferdast dvallt pd leid milli tveggja punkta sem tekur stystan tima ad ferdast.“

Litum & uppsetningu eins og 4 mynd 1. Latum A(x1,y;) og B(x2,y2) vera fasta punkta i efnum med brotstudla
n1 og ng. Hradi ljoss er fasti inni i hvoru efninu fyrir sig pannig ad innan peirra ferdast 1j6sid eftir beinum
linum. Vid viljum akvarda punkt C(z,0) & skilfleti efnanna bannig ad bad taki 1j6sid sem stystan tima ad
ferdast vegalengdina |AC| + |CB|. Vid hugsum um punktinn C' pannig ad honum fylgi rennimal sem leyfir
okkur ad draga hann fram og tilbaka medfram skilfletinum sem fall af breytisteerdinni x.

B(x2,y2)

02
T2

ni

A(z1,y1)

Mynd 1: Upsetningin synir hugsanlega braut ljosgeisla sem fer fra A til B med vidkomu i C.

(a) (1 stig) Latum t¢ tdkna timann sem pad tekur ljosid ad ferdast fra A til C og latum tep takna
timann sem pad tekur 1josid a0 ferdast fra C' til B. Synid ad heildartiminn, ¢, sem pad tekur 1j6sid ad
ferdast fra A til B med vidkomu { C' sé gefinn med:

n n
t:tAc+tCB:?1\/(:6—:51)2—#1/%—#?2\/(x—x2)2+y§.
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Vid héfum ad v = s/t og bvi t = s/v bar sem ad s er vegalengdin sem hluturinn ferdast og v er
hradinn. Latum ¢; = ¢/ny og ca = ¢/ng vera hrada ljosins { hvoru efni um sig. Pa faest:

CB n
tio="A = g, top="" =2

T —x9)2 +y2.
C1 @ C2 (& ( 2) y2

(b) (2 stig) Synid ad 16gmal Snells:
nysinf; = ng sin Oy (1)

feest sem afleiding pess ad lagmarka timann ¢. Hornin 6 og 6> eru skilgreind 4 mynd 1.

Vid athugum fyrst ad vio hoéfum:

xr — X

(z—a1)+13

T2 — T

(z—m2)2+ 93

sinf; = 4 medan, sin 6y =

par sem vid h6fum notad ad x; < x < x». Utgildi t med tilliti til  dkvardast af afleidunni:

dt — —
ny (x — 1) n2 (z — 2) Sy L sin 6, — e sinfy = 0.
c

@ cTeavir ¢ TJoarr <
Vi(z —21)? +y7 V(= 12)% 4+ y5

Vid margfoldum i gegn med ljéshradanum c og héfum pvi 16gmal Snells:

n1 sinf; = ny sin O5.

B EKkki er allt sem synist (3,5 stig)

Fiskurinn Anna situr & dypi d { midri hringlaga tjorn med geisla r. Prosturinn Baldur situr i heed & { tré sem
er i laréttri fjarleegd k fra tjorninni. Latum A tdkna punktinn sem Anna er i og latum B tédkna punktinn
sem Baldur er {.

(c) (0,5 stig) Hver er ramfraedilega fjarlaegdin, £ =|AB|, milli Onnu og Baldurs?

Vid hofum ad:

€=|AB| =+/(r + k)2 + (d+ h)2.

Augun okkar eiga hinsvegar erfitt med ad greina ljossveigjuna sem verdur vid pad ad 1josio ferdast ur einum
midli i annan. Augun okkar halda ad 1j6si0 ferdist alltaf eftir beinum linum 6had pvi ur hvada mioli 1josid
kemur. Pad er astadan fyrir pvi ad reglustikur virdast bogna i vatni og ad fiskar séu ekki par sem ad beir
virdast vera undir vatninu. Latum nt « vera punktinn sem fuglinum Baldri synist fiskurinn Anna vera i og
latum f vera punktinn sem Onnu synist Baldur vera i (sja myndir 2 og 3). Takid eftir ad punktarnir o og
B eru i 160réttri linu vid punktana A og B.
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T2
4
|
ni |
|
3 [
|
|
|
A |
|
Mynd 2: Baldur er i punktinum B. Mynd 3: Anna er i punktinum A.
Honum synist Anna vera { punktinum «. Henni synist Baldur vera i punktinum S

(d) (1 stig) Latum ¢4 =|AB| og £ =|Ba| takna vegalengdirnar sem Anna og Baldur skynja hvort um
sig sem fjarleegdina & milli peirra. Synid ad:

ba _1ts

ni ng

Ut fra myndunum ad ofan ad er ljost ad |BT| = |AP|. Vid hofum ba ad:
lpsinfy = |BT| = |AP| = £4sin6;
Par med héfum vid med 16gmali Snells ad:

fy sinfy ng

{p  sinf; no
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(e) (0,5 stig) Akvardio steerdarrdd lengdanna £, £4 og 5, bad er, hvert eftirtalinna er rétt?

L <l <lip, < lp </ly, la<t<ip, by <lp<Ud, I <lp<{, I <t </,

Af myndum 2 og 3 er ljost ad g < ¢ < £4. Frekari rokstudning parf ekki, en af lidnum & undan
héfum vio ad:

la m

g ng

og bar sem nq > ngy alyktum vid ad £4 > £p. Med mynd 3 til hlidsjonar sjaum vid ad punktarnir
B og (8 eru i somu laréttu fjarleegd fra A en S er alltaf fyrir ofan B 6had hornunum 6; og 6,
pbvi alyktum vid ad £4 > £. Eins sjdum vid ad g < ¢. Par med er {g < £ < £ 4.

(f) (1,5 stig) Latum d’ vera dyptina sem Baldri synist Anna vera { (sji4 mynd 2). Synid ad:

d" mngcosth
d mnypcosb;’

2

ni

Ut fra myndinni ad ofan er heegt ad sja ad:
d tanfy = dtanb;,

en par med faum vid med bvi ad nota l6gméal Snells ad:

d"  tanf; sinf; cosOy nycosbs

d ~ tanf, sinfy cosf; njcosf;
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C Hillingar (3,5 stig)

Ljos ferdast hradar i heitu lofti heldur en i kdldu en bad pyoir ad brotstudull lofts getur breyst samfellt med
breytilegu hitastigi. Eins breytist lofthiti med haed og er oftast haestur neest yfirbordi jardarinnar en leekkar
begar ofar dregur. Petta veldur pvi ad folk getur séd hillingar { eydimorkum. P& synist folki pad sja vatn
i purrum eydimerkursandinum en pad er i rauninni ljés fra himininum sem folk sér. Petta mé skyra med
1ogmali Fermats (og med 16gmali Snells) bvi 1j6sid velur ad fara b4 leid sem lagmarkar ferdatimann en sa leid
reynist vera sit sem liggur sem neest jordinni bvi par er loftio heitast. Vid aetlum i bessum hluta ad reyna ad
skyra betta fyrirbrigdi nanar.

: ds ““‘m
n2 ““"“ dy
L 0)
no T \
‘‘‘‘‘‘‘‘ dx = sinf(y)ds
Mynd 4: Sveigja ljosins sem fall af haekkandi haed. Mynd 5: Orsmeedarmynd sem synir hvernig sin 6(y) er had y' = dy/dzx.

(g) (0,5 stig) Synid, med mynd 5 til hlidsjonar, ad almennt gildi ad:

1

sin0(y) = TW’

par sem 3y’ = %.

Vid hoéfum utfra érsmeedarmyndinni ad:
dx = sin0(y)ds
En pad gefur pvi ad:

1
sinf(y) = d—x = 7 L

ds ~ Jda? +dyf  do\/1+ (dy/da)? I+ W)

G060 nélgun fyrir pvi hvernig ad brotstudull andramsloftsins breytist sem fall af haedinni y er gefin med:

n(y) =1+,
bar sem ~ er jakveedur fasti sem hefur Sl-einingar 1/m. Vid hofum ba samkveemt 16gmali Snells ad:
n(y)sin(y) = n(0) sin H(0).
En n(0) =1 og ef 6y = 6(0) ba hofum vid fyrir 61l y > 0 ad:
n(y)sinf(y) = sin .

Vid viljum ntna akvarda ferilinn sem 1j6sid mun fylgja, pad er, vid viljum dkvarda y sem fall af = { hnitakerfi
par sem ad geislinn byrjar i (zg, yo) = (0,0).
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(h) (3 stig) Synid ad ferli ljossins sé lyst med:

y(a) = —"

2
= ——~—x“+ cot Ogx,
4sin2 6, 0

ef ljosgeislinn byrjar 1 (xg,yo) = (0,0).

Lausn 1: Vid byrjum & pvi ad athuga ad:
sinfy = n(y)sinf(y) = /1 + 79—
(y)sin0(y) = v/ EmE

Sem er fyrsta stigs diffurjafna fyrir y sem fall af z. Okkur neegir pvi ad syna ad fallid sem okkur
var gefid, y(x) = @’72903:2 + cot fpx, sé lausn 4 diffurjofnunni med tilheyrandi upphafsskilyrai.
Vid sjaum ad y(0) = 0 svo ad lausnin uppfyllir upphafsskilyrdid. Vid athugum fyrst ad:

dy Y
— = ————1 + cot fy.
dr — 2sin®6, 0
En pbéa héfum pa ao:
Ty \/l+'y<4sigzeox2+cot90x) \/1+ﬁx2+'ycot00x

= sin fy.

sin

/1 + n2 2 :\/ v2 2 ~ cot fg 2
) \/1+(2513290x+cot90> 1+4sin400x + Snze, & T cot fo

Par sem ad vid héfum notad ad 1+cot? 0y = m. Petta synir bvi ad y(z) = m& +cot Ay

er lausn & diffurjofnunni. Par sem a0 lausn fyrsta stigs diffurjéfnu &dkvardast otvirett at fra
upphafsskilyrdinu er lausnin einnig 6tviraed.
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Lausn 2: Vid hofum ba ao:

1
sinfp = n(y)sinf(y) = /1 + 79—
o= w)sinfly) 1+ (y)?

Sem er fyrsta stigs diffurjafna fyrir y sem fall af . Vid hefjum i annad veldi og faum:
.2 n2\ _
sin 0, <1+(y) ) =147y
sem vid getum einangrad fyrir (y')?, ba faum vid:

1
sin? 6,

?J
sin? 6,

(W)= (1 —sin? 0y + 'yy) = cot? Oy +

Vid tokum sidan rotina og notum ad hallatalan y' = % > 0 (eins og yjad er ad & mynd 4).

d 1/2
y = W (cot2 0o + ,’YQy )
sin” 6

Vid leysum sidan diffurjéfnuna med adskilnaoi breytisteeroa og faum:

x
/ :/ de =2 —x9 = x.
C0t290+ Zo

Vid notum innsetninguna u = cot? fy + ﬁ, ba er du = dy og vid hofum ad:

sm2 [

sm2 0o

/ B sin2 6o /u(y) w12y — sin? @y [Zul/ﬂ u(y)
cot? 90 + v u(yo) v u(yo)

11'12 0o

En ni er u(yo) = u(0) = cot? by og bvi faum vid ad:

25sin? 6,
s O( cot? 6y + .’YZy cot00> =z

¥ sin” g

En bessa jofnu getum vid leyst fyrir y, ba faum vio fyrst:

cot? 6y + 'yy e

+ cot 6
sin 00 2 sin” 6y 0

og sidan

sin? 6y

2
+ cot 90) — cot? 90>

'yc0t00 ) ~
2| =

sin? 0
= 0 22 + cot Opz

45111 90 sin? 6y  4sin? )

( 2sin? 6,
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3 Magnuskrafturinn

I pessu verkefni munum vid skoda Magnuskraftinn sem kenndur er vid pyska edlisfreedinginn Heinrich Gustav
Magnus. Kraftinn ma gjarna sja ad verki { boltaipréttum par sem boltinn snyst med 6gnarhrada a4 medan
hann flygur i gegnum loftid. Krafturinn veldur pvi ad boltinn sveigir burt af leidinni sem hann hefdi ann-
ars fylgt 1 loftteemi. Petta ma gjarnan sja i aukaspyrnum 1 fétbolta sbr. ordatilteekid ,,Bend It Like Beckham®.

Greining okkar hefst 4 pvi ad skoda gegnheila kulu med massa m og geisla r sem rullar an pess ad renna
nidur skiabretti sem hallar um 6 gradur midad vid larétt. Til ad byrja med hunsum vid baedi loftmotsstédu
og Magnuskraftinn, en vid munum reyna ad baeta peim vio i lokin & deeminu.

m
W
-
m
h
(Y
7 0 0
Mynd 6: Gegnheil kula rallar an pess ad renna nidur skabretti. Mynd 7: Gegnheil kiala rallar fram af skabretti.

(a) (1,5 stig) Latum kaluna byrja ad ralla ar kyrrst6du nidur skabrettid ar hed h. Hver verdur hradi
kalunnar, v og hornhradi kilunnar, w, um snuningsasinn pegar kilan flygur fram af skabrettinu?

bar sem kulan rallar 4n bess ad renna héfum vid v, = rw. Snaningsstudull kalu er o = 2/5
svo vid getum ritad hverfitregdu kilunnar sem I = omr?. Samkvemt orkuvardveislu feest:
1 1 1 1 1
mgh = §mv2 + §Iw2 = imv2 + iomr2w2 = imv2 (1+0)

Svo vid alyktum ad:

[ 2gh 1 /| 2gh b 2
— = — I m = =5
v 1+o’ YTrVitso o se 775

(b) (0,5 stig) Skabrettid stendur { haed y yfir jordu. Teiknid feril ktlunnar fra bvi ad han rallar fram af
skabrettinu og par til ad hun lendir & jordinni. Hunsid ahrif vegna loftmotstédu og Magnuskraftsins.

Ferilinn mun hafa eftirfarandi 16gun:

Mynd 8: Ferill boltans an Magnuskraftsins.
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Nua kynnum vid Magnuskraftinn til ségunnar. Fyrir hlut med hrada ¢ og hornhrada ¢ er hann gefinn med:
Fy =mSd x 0.

Par sem S er studull sem er hadur 16gun hlutarins og midlinum sem
hann hreyfist { og m er massi hlutarins. Vigurinn & er skilgreindur
med heegri handar reglu pannig ad hann stefnir beint ut tr bladinu a
mynd 7 og x taknar krossfeldi' vigranna @& og . Akvarda ma stefnu
krossfeldisins med hzegri handar reglu eins og sést & mynd 9 hér til
haegri.

(d) (1 stig) Teiknid kraftamynd af kalunni andartaki eftir ad han
rallar fram af skabrettinu. A myndinni eiga Magnuskrafturinn
og pyngdarkrafturinn ad sjast greinilega.

Kraftamyndin verdur eftirfarandi:

Mynd 9: Haegri handar regla fyrir kross-
feldid a x b.

Mynd 10: Kraftamynd af kdlunni rétt eftir
ad hun rallar af skabrettinu. Athugid ad
Frr er hornréttur & baedi & og v.

. J

Vid gerum framvegis rad fyrir pvi ad eftir ad kilan flygur fram af skabrettinu, p4a sé hornhradi hennar, w,
fastur. Par sem ad Magnuskrafturinn hefur patt i larétta stefnu er mun erfidara ad finna hvar kulan lendir
eftir ad hafa fallid 160rétta vegalengd y. Vid viljum pvi skoda kraftajofnuna sem fall af tima, p.e.

Par sem:
[0 (1) () 0 )
Fo=|-mg|, at)=1ayt)], dt)=v(t)], &=[0], og Fu(t)=mSaxuvt).
0 Ay (t) ’L)Z(t) w

(e) (1 stig) Finnid Magnuskraftinn, Fy;(t) = mS @ x #(t), med pvi ad reikna krossfeldi & og #(t).

Ut fra athugasemdinni { fotskriftinni feest ad:

B 0 —wuy (1) —vy(
Fr(t) =mS | wu,(t) =0 | =mSw | v.(t
0-0 0

x - by
1Reikna ma krossfeldi vigranna @ = (gy ) og b= (by ) med:

. ayb, —azby
axb=|ayby —azb, |.

azby — aybs
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(f) (0,5 stig) Synid ad kraftajofnuna megi rita 4 eftirfarandi formi:

0, (1) S (1)
m v, (t) | =m | —g+ Swu(t) |,
v (t) 0

bar sem a, = v/, = %=,

Vid h6fum annars vegar ad:
aq (1) vy (t)
ma =m [ ay(t) | =m[v,@) ],
az(t) v (1)
og hinsvegar a0:
. . 0 —vy(t) —Swuy(t)
Fo+Fy=|—-mg|+mSw| vi(t) | =m | —g+ Swu,(t)
0 0 0

(g) (1 stig) Synid, med bvi ad diffra jéfnurnar hnit fyrir hnit, ad:

V() + S2w?v,(t) = Swy, vy () + S%w?v,(t) = 0.

Vid faum:

"

vy (t) = —Swu (t) = —Sw (—g + Swvg(t)) = Swg — S*w?v,(t).

vy () = Swoy, () = —S%w?vy(t).

(h) (2,5 stig) Diffurjofnuhneppid i jéfnu (2) hefur pa lausnina:

() == () - 2 (s ).

i hnitakerfi par sem —wvg(cosf,sinf) er upphafshradi agnarinnar pegar hun fer fram af skabrettinu og

Q = Sw. Synid ad:
(0 - (sl g (i
y®) @ \sin(2Qt)sin(2Qt+60) ) 92\ cos(t) —1 )
Hér geetu eftirfarandi hornafallareglur komid ad godum notum:

sin(a)—sin(ﬂ):2sin<a;/j>cos<a;ﬁ), 0g cos(a)—cos(ﬁ):—2sin<a§5) sin<a+5

2
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Vid nytum okkur ad v, = ‘é—f og bar med faum vid ad:

z(t) — x(0)
~—
0

/ot (”0 cos(Q +6) — & (cos(€2) - 1)) dt

t
Vo . ¢ g |1 .

— -q [sm(Qt + 0)]0 -q [ Sln(Qt) — t]

— — 3 (sin(@% +0) — sin(8)) + 55 (9 — sin(2)

_ _2vw Sin(Qt—i_;_G) COS(W) + % (Qt = sin(Qt))

. (1 1 g .
=—q Sln<2Qt) COS(2Qt + 6’) + 2 (Qt — sin(Qt)) .

y(t) — y(0) = /0 t (—vo sin(Qt + 6) — gsin(Qt)> dt

= %0 [cos(Qt + 0)]8 + % [COS(Qt)](t)
C S 9 S
= 50 (cos(Qt + 0) — cos(6)) + roF (cos(Qt) — 1)
21}0

(1 (1 g
= Sln(29t> sm(2Qt + 9) + o7 (cos(Qt) — 1)

(i) (1 stig) Vid gerum na ba nélgun ad sina ~ o — %ag’ og cosff~1— %BQ. Synid ad ba sé:

1 1
z(t) =~ —vg cos Ot + <6gt3 + 0 sin 9t2) Q+0(2?).

Par sem O(Q?) bydir ad vid sleppum 6llum bpeim lidum sem innihalda Q" fyrir n > 2.

Vid hofum ao:

. 1 1 g )
x(t) = - s1n<2Qt) cos(2Qt + 0) -+ 07 (Qt — sm(Qt))

2y (1 1/1 2 g 1, 4
N <2Qt> (12<29t+9> +> +Qz<9t<§2t6(ﬂt)
_ _lp 1 1.3
= vot(l 50 29Qt+...>+6,gtﬂ

1

= —upt (0059 — %sin 9tQ> + 6gt?’Q

1 1
= —ug cos Ot + (200 sin 0t% + 6gt3> Q.
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(§) (1 stig) Synid ad i pessari nalgun sé til timi 7 > 0 bannig ad x(7) = 0.

Vio hofum ad z(7) = 0 ef

1 1
—vg cos 0T + 51)0 sin Q72 + 69973 =0

En betta er 2. stigs marglida i 7. Vid athugum ad par sem 7 > 0 getum vid deilt i gegn med 7
og jafnan verdur:

1 1
Egﬂﬁ + 50 sin Q71 — vg cos = 0

En su jafna hefur lausn:

— 30 sin 6 + \/%vg sin? 002 + 239110 cos 69
399 '

T =

Vid veljum jédkveedu lausnina pvi han svarar til tima 7 > 0 (neikveeda lausnin gefur 7 < 0). Ef
vid teiknum nalgunarlausnina pa litur hin einhvern veginn svona tut:

Mynd 11: Ferill boltans Mynd 12: Ferill boltans Mynd 13: Samanburdur &
an Magnuskraftsins. med Magnuskraftinum. ferlunum tveim.
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