Landskeppni 1 edlisfraedi 2021

Urslitakeppni (LAUSNIR)
10. mai kl. 09:00-12:00

Leyfileg hjalpargégn: Reiknivél sem geymir ekki texta.
Keppnin samanstendur af 3 deemum. Athugadu hvort pu hafir fengid 61l deemin.

Oll deemin 3 vega jafnt og ekki verdur dregid fra fyrir rong svor. Lidunum i hverju daemi er
ekki endilega radad eftir erfidleikastigi. Pad méa alltaf leysa seinni 1idi po6 fyrri lidir hafi ekki
verid leystir.

Skrifadu lausnir pinar snyrtilega 4 lausnabléd sem bu feerd afthent og merktu pau vel.
Tekio verour tillit til ttreikninga vid yfirferd & deemum.

Godur fragangur hefur jakveed ahrif!

Tafla yfir pekkta fasta

‘ Nafn ‘ Takn ‘ Gildi
Hradi 1j6ss { tomartmi c 3,00 - 10°m/s
Pyngdarhrédun vio yfirbord jardarinnar g 9,82m/s?
Massi rafeindar Me 9,11-1073 kg
Rafsvorunarstudull tomarams €0 8,85 - 10712 C%s? /(m?3 kg)
Frumhledslan e 1,602 - 10~ C
byngdarfastinn G 6,67 - 10~ m3/(kgs?)
Fasti Plancks h 6,63-1073*Js




1 Pinball vél

Vo

O

(OO

14

Gormur med gormstudul & og 6strekkta lengd ¢ er festur vid vegg af haed H. Kilu med massa m og geisla
r er komid pannig fyrir ad hin pjappar gorminum saman um vegalengd x. Vid enda laréttu brautarinnar er
halfhringlaga gjoro med geisla R. Kulunni er sleppt pannig af stad ad huan rallar 4n pess ad renna medfram
brautinni par til ad han sleppur fra gjoérdinni { efsta punkti hennar og flygur hinum megin vid vegginn og
lendir par 4 laréttum fleti. Hverfitregda ktlunnar er I = omr? bar sem o = % Gera ma rad fyrir ad geisli
kilunnar, r, sé litil { samanburdi vid geisla gjardarinnar, R, b.e.a.s. ad r < R.

A A9 brjotast at ur barinu (5,5 stig)

(a) (3 stig) Akvardid minnsta gildid 4 bjéppun gormsins, ., bannig ad kilan komist upp 1 efsta punkt
gjardarinnar &n pess ad losna fra brautinni, einungis sem fall af k,m, g, R og o.

Lausn: Hoéfum a0 kraftajafnan i efsta punkti gefur ad:
2 2

ma:m%zp—i—mg — P:m%—mg>0

Orkuvardveislan gefur sidan ad:

1 1 kx? — 4mgR
5]61‘2 = 2mgR + 5(1 +o? = mv® = %

En par med alyktum vid ad:

L S Mg g >0
m— —m = =
R~ "™ A+0)R (1+o) 9

4 mgR mygR
2 _
= =z >(1+0)<1+0+1> . =(5+0) e

R
ZTmin = 4/ (5 + a)%.

(b) (2,5 stig) Akvardid minnsta gildid 4 bjoppun gormsins, Tgeppur, bannig ad kilan flygur yfir vegginn
og lendir hinum megin & jérdinni, einungis sem fall af m, ¢, g, R, H,k og o.

Pannig a0 vio alyktum ao:

Lausn: Vio héfum pa samkveemt st6dujofnunum ad:

(2) - <2R Utégt2>
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Nedri jafnan gefur pvi ad:
- 4R — 2H
g

_ g
4R — 2H

En bar med er:

&+

Samkvaemt orkuvardveislunni h6fdum vid ad hradi kalunnar pegar ad hun losnadi var gefinn

meo:
B %x2—4gR L 2%
v 1+o t Vir—2m

En par med héfum vid ad:

_ g
4R —2H

ml2g(l+o) 4mgR

k
1 =—z2 4 o=
(1+0) s gR = Zsieppu \/2k(2R—H) ’

B Renna og rulla (4,5 stig)

Gerum na 140 fyrir ad £ > Zgleppur SVO a kilan sleppur ut ar birinu og lendir hinum megin vid vegginn. Eini
krafturinn sem verkar & kuluna 4 medan hin er i frjalsu falli er pyngdarkrafturinn. Par med mun kdalan lenda
4 joroinni med sama larétta hrada, vy, og hun yfirgaf gjéroina med. Pyngdarkrafturinn veldur engu kraftveegi
i kasthreyfingunni svo a0 kulan mun einnig lenda & jérdinni med sama hornhrada, wg, og hin yfirgaf gjérdina
med. Hinsvegar ba er hornhradi kulunnar i 6fuga stefnu begar hin lendir midad vid hvad hann pyrfti ad
vera svo ad kulan geeti haldid afram ad rilla 4n pess ad renna vid lendingu. Pegar ad kilan lendir & joro-
inni p4 mun hun pess vegna renna til i einhvern tima, 7, 40ur en ad hun byrjar ad rulla aftur 4n pess a0 renna.

Latum nd ndningsstudulinn milli kdlunnar og flatarins sem ad hin lendir & vera pu. Athugid ad 4 medan ad
kilan rennur medfram yfirbordinu pa finnur han fyrir hreyfinaningskrafti, Fi,4, = pP, bar sem P er pverkraft-
urinn sem verkar 4 kaluna, en begar ad kulan rillar 4n pess ad renna pa finnur hin fyrir kyrrst6dunining,

Fogn < pP. Athugid einnig ad 4 medan ad kulan rennur medfram yfirbordinu pa er EKKI satt ad a = ra.

(c) (0,5 stig) Skrifid nidur kraftajofnu fyrir kiluna 4 medan ad hin rennur og dkvardid hrédun kalunnar,

a einungis sem fall af yu,m,g,0 og r.

Lausn: Kraftajafnan gefur ao:

(®)- (72

En par sem ad hér er um hreyfinining ad raeda pvi kilan rennur medfram yfirbordinu pa er
Foan = pP = pmg og pvi héfum vid ao:
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(d) (0,5 stig) Skrifid nidur kraftveegisjéfnu fyrir kiluna 4 medan ad hun rennur og akvardid hornhrédun
kalunnar, «, einungis sem fall af p, m, g,0 og r.

Lausn: Kraftveegid er b4 gefid med:

Ta = rFyan = pmgr

og par sem ad I = omr? pa héfum vid ad:

_ pmgr g
omr?  or’

(e) (1 stig) Akvardid timann, 7, sem lidur bar til ad kilan byrjar aftur ad ralla an pess ad renna einungis

sem fall af o,vp,wp,r,g 0g p. Athugid ad kilan mun byrja aftur ad ralla 4n pess ad renna begar
v(7) = rw(7) bar sem v(0) = vy og w(0) = —wy

Lausn: Vid hofum ba ad v(t) = vy — pgt og w(t)
bess ad renna begar

—wo + £41 og kilan mun byrja ad rilla 4n

v(t) =rw(t) = vo — pgt = —wer + 19,
o

En par med héfum vid ad hun byrjar ad rilla &n pess ad renna eftir tima:

o(vo +wor)  2vp o

pg(l+o) — pg 1+o

(f) (2,5 stig) Teiknid graf sem synir hrada kalunnar, v(¢) sem fall af tima, ¢. Teiknid inn & sama graf
steerdina rw(t). Merkid asana og setjid inn & grafid ykkar eftirfarandi steerdir: v(0), w(0)r, 7, v(7), w(7)r

Lausn: Vid byrjum fyrst & bvi ad dkvarda v(7). Hofum ad:

() = _(1 20 _(1-0
(1) = vy — pugT = T+o vy = T V0.

Grafio verdur pvi:

v(t),w(t)r [m/s|

A

vo

a=—png
/

v(7) = w(r)r
(59~ 4

Rullar 4n pess ad renna

Y

t[s]

—WoTr —
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2 A0 senda geislavirkan turgang til sélarinnar

[Ath: I bessu deemi er bedid um tolulegt gildi sem svar  6llum lidum. | Jordin

Vid framleidslu & kjarnaorku myndast gjarnan geislavirkur urgangur
sem er skadlegur fyrir beedi menn og umhverfid. Nylega hafa stjorn-
mélamenn med litla edlisfreedibekkingu lagt til ad senda geislavirkan
argang til solarinnar. I pessu deemi munum vid skoda pessa tillsgu tt
fra edlisfreedilegum sjéonarmidum.

Sélin

Vio litum & sem svo ad jordin sé a fullkominni hringhreyfingu um so6lina
i fjarleegd R = 1 AU = 1,50 - 10 m fra midju sélarinnar. Massi solar-
innar er M = 1,99 - 103 kg og massi jardarinnar er m, = 5,97 - 10** kg.

Mynd 1: Jordin er & hringhreyfingu
(a) (1 stig) Hver er brautarhradi jardarinnar, v,, umhverfis solina?  umhverfis solina med geisla R = 1 AU.

Lausn: Faum bar sem a0 hin er 4 hringhreyfingu umhverfis solina ad:

2 oM M .10~ m?3 /kgs? - 2,0 - 10%°k
ml:GJ:M;:\/GR :\/6’67 07 m/kes”-20-107k8 _ o9 gy s,

R R2 1,5-10" m
Hefoum lika getad athugad ao:

_ 2R 27 -1,5-10" m
T 365,25-24-602s

=29,9km/s.

Lausnarhradi er skilgreindur sem minnsti hradinn, vy, sem hlutur parf ad hafa til pess ad sleppa at ur
byngdarsvidi (Athugid ad i r = oo er stéduorka byngdarkraftsins Ug = 0 og til bess ad sleppa barf hreyfiorkan
ir=o0ad vera K > 0).

(b) (1 stig) Med hversu miklum hrada (afsteett midad vid jordina) pyrftum vid ad skjota eldflaug upp fra
jordinni (samsida brautarstefnu hennar) pannig ad htn myndi losna 1t ar solkerfinu?

Lausn: Til bess ad sleppa 1t i » = oo fra so6linni pa parf heildarorkan { r = co ad vera steerri en eda

j6fn nall. Vid héfum pvi ad:
1 5 GMm 2GM
577’“}[ — R Z 0 = Vy = T

En b4 barf afsteedur hradi geimflaugarinnar midad vid jordina (bvi geimflaugin er stodd & jordinni og
hefur pvi sama hrada og jordin pegar hun er kyrrsteed) ad vera:

2GM M
Ug—vJ:\/GT—\/%: (\/5—1)111:12,4km/s.

[Ef bér tokst ekki ad leysa annad hvort (a) eda (b) lid mdttu nota framvegis ad brautarhradi jardarinnar sé
v =30km/s og ad afstedur hradi geimflaugarinnar midad vid jordina pyrfti ad vera 13km/s hid minnsta.|

Vid skjotum na geimflaug af stad fra jordinni med allan geislavirka drganginn 4 sporbaug (med midju solar-
innar { 60rum brennipunktinum) eins og sést & mynd 2 hér fyrir nedan. Latum heildarmassa geimflaugarinnar
vera m. Latum (1) takna stadsetningu geimflaugarinnar begar henni er sleppt af stad fra jordinni (i fjarlaegd
R fra midju sélarinnar) med hrada v;. Latum (2) takna stadsetningu geimflaugarinnar pegar han snertir
yfirbord solarinnar { fjarleegd r = 6,96 - 10 m (sem er geisli sélarinnar) med hrada vs.
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Mynd 2: Tillaga ad bvi hvernig veeri haegt ad senda geislavirka drganginn til sélarinnar.

(c) (3 stig) Akvardid toluleg gildi & brautarhrédunum vy og vy med orku- og hverfibungavardveislu.

Lausn: Orkuvarodveislan gefur ao:

1 5 GMm 1 5, GMm

—mu] — ——— = —muy — ———

2! R 2 ?

Vid notum sidan ad hverfibungi geimflaugarinnar er vardveittur (bvi pyngdarlogmalskrafturinn
er midlaegur kraftur) og hornid sem skridpungi geimflaugarinnar myndar vid geislann, 7, er
6 =90° i (1) og (2). Par med alyktum vid ad hverfibungavardveislan gefur ad:

muvi R = mugr

r

Vid stingum pvi inn v; = &vy inn i orkuvardveisluna og faum:

R
1 (r \> GMm 1 , GMm 2GM
- . =2 — e =,/——— =616km/s.
5™ (Rv2> 7 572 = U2 T+ R 616km/s
En par med héfum vid ad:
r 2GM
= —vy=,/——— =286km/s.
V1= R %(T R m/s

(d) (1 stig) Med hversu miklum hrada (afsteett midad vid jordina) pyrftum vid ad skjota eldflauginni upp
fra jordinni (samsida brautarstefnu hennar en i gagnstaeda stefnu) pannig ad hiin myndi enda i s6linni?
Hvort veeri pa erfidara ad skjota geimflauginni inn ad sélinni eda ut ur sélkerfinu?

Lausn: P4 byrfti afsteedur hradi eldflaugarinnar midad vid jérdina ad vera:
v, —v; =26,9km/s > 12,4km/s,

svo vi0 alyktum ad pad veeri erfidara ad senda eldflaugina inn ad sélinni heldur en ut ar solkerfinu.

(e) (2 stig) Notid 3. logmal Keplers til pess ad dkvarda tolulegt gildi & timanum, 7, sem bad tekur
geimflaugina ad ferdast fra jordinni og til sélarinnar.

Lausn: Vid héfum ba ad midvik sporbrautarinnar er a = % og vi0 sjdum ad 7 = %T pbar sem

T er umferdartimi planetunnar. En pa hofum vid samkveemt pridja 16gmali Keplers ad:

a’® _GM o 21
T2 = 4x2 T VOM

a®/? =130,2 dagar = 7 = 65,1 dagar.
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(f) (2 stig) Pvi midur ba heefir ruslid ekki sélina og heldur bvi afram 4 sému sporbraut umhverfis so6lina.
Mun ruslid einhvern timann lenda i arekstri vid jordina? Ef svo er, eftir hversu morg ar? Takio fram
beer nalganir (ef einhverjar) sem bid notid vid urlausn ykkar. Heér verdur gefid stig fyrir urlausnina
ykkar og beer hugmyndir sem bid varpid fram frekar heldur en endilega nakveemt svar.

Lausn: Vid héfoum synt ad umferdartimi geimflaugarinnar veeri 7T}, = 130,2 dagar. Pad byoir
ad begar ad geimflaugin fer eina umferd pa hefur joroin fario:

_ Trust 1 (1+r>3/2—0356
p_TJ6r6_2\/§ R -

ar umferd. Vio skodum pvi hvenaer petta verdur svo gott sem heil tala. Vid purfum ad setja
einhver vidmio eins og ad beer lendi { arekstri ef a0 bad munar minna heldur en einum degi
4 brautarstodum beirra. Latum [z] € tdkna namundun rauntélunnar, z ad naestu heilu tolu.
Latum n takna fjolda umferda sem ad eldflaugin hefur lokid. Vi viljum skoda fyrir hvada n vid
h6fum ao:

1 dagur

———° "~  —=273-1073.
365,25 dagar ’

|[np] — np| <

Sem byoir ad vid tokum fyrstu heiltéluna, m, pannig ad gildid & np fellur innan [0,9973, 1,0027]
vid heila tolu. Pad er audvelt ad itra betta & reiknivél med ANS-itrun (sérstaklega ef madur
gerir: SHIFT - Mode Setup - 2: LinelO). Vid faum ad petta gerist eftir:

m = 68 ar.
Pa hefur eldflaugin farid n = 191 umferd { kringum soélina og ba munar:

mTjara - nTrusl = T7Kklst.
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3 Kubbur i rafsegulsvidi
A Kubbur i rafsvidi (5 stig)

Litum & kubb med massa m og jakveeda hledslu ¢ sem stendur kyrr 4 laréttum fleti i fjarleegd d fra horoum
vegg. Latum ndningsstudulinn milli kubbsins og flatarins vera . A kubbinn verkar einsleitt rafsvid F i
larétta stefnu til heegri og pbyngdarsvid g { 160rétta stefnu nidur, eins og sja ma 4 mynd 1 hér til heegri.

E

(a) (1 stig) Akvardid timann, ¢y, sem lidur fra bvi ad kubbnum er —_—
sleppt ur kyrrstodu i fjarleegd d fra veggnum og par til hann skellur gl d
& veggnum i fyrsta skipti, einungis sem fall af m,d, q, g, 4 og E. a

(b) (0,5 stig) Akvardid hrada kubbsins, vg, rétt adur en hann skellur * \ m
4 veggnum i fyrsta skipti, einungis sem fall af m,d, q, g, 4 og E.

Mynd 1: Uppstillingin 1 1id (a) og (b).
Vio viljum na skoda hvad gerist pegar ad kubburinn lendir i &rekstri vid vegginn eins og sja mé 4 mynd 3
hér til haegri. Kubburinn er teningslaga med allar hlidarlengdir R. Pegar hann lendir { arekstri vid harda
vegginn, pa pjappast ein hlid kubbsins saman pannig ad hun styttist um vegalengd x. Einfalt likan af arekstri
kubbsins vid vegginn litur 4 sem svo ad krafturinn, F'(x), sem verkar milli veggsins og kubbsins sé eins og
fra gormi med gormstudul k¥ = KR, og er pvi gefinn med: F(z) = —K Rx bar sem K er fasti sem kallast
rymisfjodrunarstudull og er hadur efninu sem kassinn er samsettur tr.

(c) (0,5 stig) Akvardid mestu bjoppun kassans, Ty, { arekstrinum,
einungis sem fall af m, d, ¢, g, vo, to, E, K og R.

(d) (1,5 stig) Akvardid timann, T, sem ad areksturinn vid vegginn
tekur, einungis sem fall af m,d, q, g, vo, to, E, K og R. R R
R :
Par sem ad gormkrafturinn F(z) { lidum (c) og (d) er geyminn ba R = T

getum vid gert rad fyrir ad arekstrarnir vio vegginn séu alfjadrandi
(b.e.a.s. ad engin orka tapast vid dreksturinn) og ad par med endurkast-
ist kassinn med sama hrada til baka og hann lenti & veggnum med.

Mynd 2: Uppstillingin 1 1id (d) og (e).

B
(e) (1,5 stig) Latum d,, takna mestu fjarlegdina fra veggnum sem £, R X X
ad kubburinn neer eftir n-ta arekstur vid vegginn (ba er dy = d). gl J
Synid ad ba sé til fasti a bannig ad: d,+1 = ad, og akvardid q
fastann « einungis sem fall af y,m,q,g og E. VR VX ®

M\ m

Mynd 3: Uppstillingin { hluta B.

B Flugtak (5 stig)

N1 kveikjum vid & einsleitu segulsvidi, B, inn { bladid og setjum kubbinn
aftur i fjarleegd d fra veggnum eins og sést hér til heegri & mynd 3.

(f) (1 stig) Akvardid hrada kubbsins, v, begar hann losnar fra fletinum, einungis sem fall af m, ¢, g og B.

(g) (1,5 stig) Notid kraftajofnuna til ad syna ad til séu fastar 5 og v b.a. hrodun kassans (4 medan ad
hann er i snertingu vid larétta flotinn) sé gefin med:

dv
G—E—ﬁv‘*V

Akvardid fastana /3 og 7 einungis sem fall af m, d, q, g, i, E og B.

(h) (2,5 stig) Leysid diffurjéfnuna { lidnum hér 4 undan til bess ad dkvarda timann, 7, sem lidur bar til
ad kubburinn tekur & loft einungis sem fall af 3,~, u, g, m,q, E og B.
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Lausn:

(a) Vio hofum ba ad kraftajafnan gefur (ad pvi gefnu ad Fg > Fuan)-

E
ma = qF — uymg — a:q——,ug.
m

1l s 2d 2d
d= *a/to — tO = — = wE
2 @ = —ng
/2d
v = V2ad = proe (¢E — pumg).

(c) Par sem ad petta hedgar sér eins og gormur ba héfum vid ad 61l hreyfiorka kubbsins breytist i

gormstdouorku svo:
1 1
270 = 3he? = e = vy = w0y 1

(d) Kassinn er i arekstri vid vegginn i halfan sveiflutima gormsins svo ad vid hofum ad:

T _Z o [m
Tt T T o T "WKR

Par sem a0 sveiflutionin gormsins er gefin med w = 4/ %.

En par med er:

(b) P& hofum vid ad:

(e) Orkan sem tapast at ar kerfinu er adeins vegna vinnu nuningskraftsins svo vid héfum ad:

qE — umg) d
=9 d,.

qEdy, — pmg(dn + dny1) = ¢Edny1 = dpy1 = <qE + pmg

Vio alyktum pvi ad:

o — qE — pmg
qE + pmg

ma\ qF — ub
0 ) \P+qB—-—mg

Kubburinn helst i snertingu vid golfid par til P = 0 en ba er:

(f) Pa er kraftajafnan:

0=P=mg—quB = v:@.
qB

(g) Kraftajafnan gefur b4 ad 4 medan kubburinn er i snertingu vid golfid er P = mg — quB svo:
ma = qE — pb = qF — p(mg — quB) = pqBv + (¢E — pmg)

Vid alyktum bvi ad 8 = % og ¥ = % — ug.
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(g) Vid héfum pa ad:

dv

EZBU""Y

og med bvi ad beita adskilnadi breytisteerda faum vio ad:

’U(t) d t
/ Y :/ dt
0 Bv +y 0

En med bvi ad tegra badar hlidar pa faum vid ad:

v(t)

o] =1

Sem gefur pvi ad:

1 ln(ﬂv(t) + ’y) — %ln(’y) =t

=

Sem vi0 tOkum saman pannig ad:

B _ _ 0 ( gt
1n<fyv(t) +1)=pt = o(t)= 5 (e = 1)
Kubburinn losnar pegar P = 0 svo vid héfum ad:

B 1
P(r) =0 = mg—qu(1)B=0 = mgz%(e&—l) = Tzln(ﬂmg%—l).

Ef vid stingum inn féstunum g og v tr lidonum & undan pa héfum vid ad:

m ( qF )
= n
pugB  \ gE — pmg

og ba sér { lagi b4 faum vid ad hradi hans begar hann losnar er (edlilega) gefinn med:

T

u(T) = ZL—;
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