Landskeppni { edlisfreedi 2025 (Lausnir)

Urslitakeppni
15. mars kl. 09:00-12:00

Leyfileg hjalpargogn: Reiknivél sem geymir ekki texta.

Keppnin samanstendur af 3 deemum. Hvert af pessum premur deemum gildir 10 stig.
Athugadu hvort pa hafir fengid 61l deemin.

Ekki er dregid nidur fyrir rong svor.

Lidunum i hverju deemi er ekki endilega radad eftir erfidleikastigi.

Pad ma alltaf leysa seinni 1idi po fyrri lidir hafi ekki verid leystir.

Skrifadu lausnirnar pinar snyrtilega 4 lausnablédin sem pu feerd athent og merktu pau vel.

Tekio verdur tillit til utreikninga vid yfirferd & deemum.

Pekktir fastar

Nafn Takn Gildi

Hradi ljoss 1 tomartmi c 3,00 - 103 m/s
Segulsvorunarstudull témarams Lo 1,26 - 1075 N/A?
Rafsvérunarstudull témarams €0 8,85-1072 F/m
Coulombs fastinn ko 8,99 - 109 Nm?/C?
Grunnhledslan e 1,60 -1071°C
Massi rafeindar me  9,11-1073' kg

Massi réteindar mp 1,67-10"%"kg
Avogadrosar talan Na  6,02-10% 1/mol
Gasfastinn R 8,31 J/(Kmol)
Stefan-Boltzmann fastinn o 5,67 - 1078 W/(m?K*)
Pyngdarhréoun vid yfirbord jardar g 9,82 m/s?
Pyngdarlogmalsfastinn G 6,67 - 10~ m3/ (kg s?)
Planck fastinn h 1,05-10734Js

kg

Boltzmann fastinn 1,38 -10"23 J/K




1 Svarthol (10 stig)

Hluti A: Varmafradi sélarinnar (4 stig)

Licsafl 1%
Rifjum upp tvo grunnlégmal varmageislunar:

e Logmal Wiens: hamarksitgeislun hlutar med
hitastig T' verdur vid bylgjulengd, A\, = %, bar s
sem b=2,9-10"3Km er fasti Wiens.

e Stefan-Boltzmann 16gmalid: hlutur med hita-
stig T og yfirbordsflatarmal A geislar fra sér med

: — W
afli P =o AT4, bar sem o = 5,67 -10 8 mZ K4 er 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1500

Stefan-Boltzmann fastinn. —_—
ylgjulengd [nm|

(a) (1 stig) Grafid synir utgeislun solarinnar sem fall af bylgjulengd. Hvert er hitastig solarinnar?
(b) (0,5 stig) Geisli solarinnar er rg = 6,96 - 108 m. Hvert er geislunarafl sélarinnar?

(c) (2,5 stig) Staersta solarorkuver heims er ad finna 1 Uriimqi, hofudborg sjalfstjornarhéradsins Xinjiang
i nordvesturhluta Kina. Steerd sveedisins sem ad soélarsellurnar leggja undir sig par pekur 1,3 - 108 m?
ad flatarmali. Metid hversu mikid rafmagn petta sélarorkuver getur framleitt & einu ari { einingunni
J. Fjarleegdin milli jardarinnar og sélarinnar er 1 AU = 1,5- 10" m. Til samanburdar er orkunotkun
Islendinga 2,2 - 1017 J 4 ari.

Hluti B: Hawking-geislun svarthols (6 stig)

(d) (1 stig) Skodum hnétt med massa M og geisla R. Hlut med massa m er skotid fra yfirbordi hnattarins
med upphafshrada v. Notid orkuvardveislu til ad finna minnsta hradann vj,,s, sem hluturinn parf ad
hafa til a0 sleppa i 6endanlega fjarleegd fra hnetinum.

(e) (0,5 stig) Mesti mogulegi lausnarhradi fra hnetti med massa M og geisla R er ljoshradinn, viausn = c.
Notid nidurstoduna dr lidnum hér & undan til ad dkvarda pann geisla Rg sem hndttur parf ad hafa til
bess ad ekkert sleppi fra yfirbordi hans, ekki einu sinni 1jos. Pessi geisli nefnist Schwarzschild-geisli.

Ovissulogmal Heisenbergs segir ad évissan 1 stadsetningu, Az, og 6vissan i skridpunga, Ap, uppfylla sam-
bandid AzAp > & par sem h = 1,05-1073* Js er fasti Plancks.

(f) (0,5 stig) Metid ovissuna Ax & stadsetningu agnar sem er inni { svartholi.
(g) (0,5 stig) Metid ovissuna, Ap, & skridpunga agnarinnar ef p = mv og han ferdast haegar en 1jos.

(h) (1 stig) Notid skilgreininguna 4 hitastigi tr varmafreedi E = kT 4dsamt E = mc? til ad dkvarda
Hawking hitastig svartholsins, Ty einungis sem fall af G, &, kg, ¢ og heildarmassa svartholsins M.

(i) (1 stig) Notid Hawking-hitastigio ar lidnum 4 undan dsamt Stefan-Boltzmann logmalinu til ad dkvarda
Hawking-geislunina Py. Orkan sem svartholid tapar vegna varmageislunar er gefin med Py = — % (Mc?).
Notid betta til ad finna fasta A og veldi n bannig ad timaproun 4 massa svartholsins fylgi diffurjéfnunni

ar A
dat ~—  M»’

(§) (1,5 stig) Leysio diffurjéfnuna og akvardid heildartimann, 7, sem lidur fra bvi ad svartholid i midju
vetrarbrautarinnar (Sgr A*) hefur gufad upp ef massi pess i dag er My = 8,2 - 103 kg (ad pvi gefnu ad
bad steekki ekki i millitidinni).
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Lausn & Svarthol

(a) Af grafinu sést ad Ay, = 500 nm bannig ad Ts = ﬁ = 5800 K.

(b) Samkvaemt Stefan-Boltzmann 16gmalinu er aflid ba Ps = odrriTe = 3,91 - 1026 W.

24 klst

3,15-107s. Pa er heildarorkan sem fellur 4 flatarmalid Ax = 1,3 - 103 m? gefin med
Ax 17
Ex =n——P =19-10""J.
X 7’47TR§ ST )
(d) Pa feest 1 5 GMm 0 — o [2GM
—mv° — ——— = =4/—.
2 R R
(e) Pegar v =c béa er er Rg = 2M sem er Schwarzschild-geislinn.

(f) Vid metum ovissuna sem Az = 2rRg (bad var gefid rétt fyrir 61l margfeldi af Rg).

(g) Vid metum Ap = mAv = me.

(h) Pa feest ad Ty = 7,';22 En samkveemt 6vissulogmalinu héfum vid ad

N _ he
= 4rRsc  87GM

h
AxAp = 2rRyme > 3 == m

svo vid alyktum ad mc? he?
Th=——2c—Fr—
kB 871'GM]€B

(i) Aflid er b4

hc? 4 Soh 1
= 0 AT = oc4nR> = —
P = 0ATy = odnRs <87rGMkB> 256G2k 53 M2
En af pessu leidir ad 4L = —-4; par sem A = 2562;# =3,96- 10 kg3/s og n = 2.

(j) FAum med adskilnadi breytisteerda ad

My

O e " Mg 88
M“dM = —A dt =—A1 = 7=—+-=4,6-10"s.
3 Mo 0

3A

(¢) Orkan fra solinni dreifist jafnt yfir kilu med geisla Rg = 1 AU. Gerum rad fyrir ad solarsellurnar
hafi nyttni n = 0,1 og ad framleidslan sé¢ vy = SK5L 4 dag ad medaltali 4 ari, 7 = 365 - 24 - 60% =
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2 Vatnseldflaug (10 stig)

I pessu deemi skodum vid vatnseldflaug. Heegt er ad bua til einfalda heimagerda
vatnseldflaug med pvi ad taka 2L gosflosku og fylla hana ad hluta med vatni. h
Lofti er daelt inn { fléskuna i gegnum statinn par til prystingurinn inni i henni
verdur naegur til ad staturinn losni pannig ad vatnid prystist snogglega ut, og
samkveemt pridja 16gmali Newtons skyst eldflaugin upp. Markmid okkar i pessu oA

deemi verdur ad meta hversu hatt vatnseldflaugin kemst. lu

Uppstillingin sem ad vid héfum 1 huga er 2 L. vatnsflaska med massa mgaska = 45 g dsamt 1L af vatni. Heed
gosfloskunnar er L = 31,5cm og geisli hennar er R = 4,5cm. Staturinn er med geisla » = 1,4cm. Pegar
flaskan losnar fra statnum er upphafsprystingurinn inni i fléskunni Py = 5P, par sem P, = 1 atm = 101,3 kPa.
Edlismassi vatns er p, = 1000 kg/m? og edlismassi lofts er p, = 1,225kg/m3.

(a) (0,5 stig) Hvert er rammél flsskunnar, V¢, { einingunni m®? Hvert er rammal loftsins, V;, inni {
fléskunni & augnablikinu pegar eldflaugin tekur & loft?

(b) (0,5 stig) Hver er massi eldflaugarinnar, My, { upphafi og pegar allt vatnid hefur teemst ar henni, M.

(¢) (0,5 stig) Gerum rad fyrir ad loftid inni { fldskunni fylgi jafnhitaferli en bad bydir ad T = fasti i
ferlinu. Notid gaslogmaélio til ad akvarda prysting loftsins, Py, inni { flidskunni &4 augnablikinu sem ad
Ollu vatninu hefur verid pryst ut tr fléskunni.

(d) (1,5 stig) Akvardid hrada vatnsins, u, it um sttt flsskunnar sem fall af prysting inni 1 ilsskunni, P(t).
Pid megid nota nalgunina r < R og gera rad fyrir ad h sé svo 1itid ad ahrif prystings fra vokvasilunni
(pvgh) eru hverfandi.

(e) (0,5 stig) Hversu miklum massa tapar eldflaugin & timaeiningu, %, sem fall af u,r og p,.

(f) (0,5 stig) Krafturinn sem knyr eldflaugina upp er gefinn med T = udé\f . Notid nidurstédurnar i

lidunum hér 4 undan til ad syna ad til séu fastar « og 8 pannig ad T = aP + (.

(g) (1 stig) Notiod lidina hér &4 undan til ad dkvarda uy og Ty begar vatnid hefur teemst ar floskunni.

Med gaslogmalinu mé syna ad prystingurinn inni i flidskunni fylgir afleidujéfnunni % = g:vo (P P,),
par sem ad A er pverskurdarflatarmal stutsins. Einungis er haegt ad leysa pessa afleidujofnu me6 tolulegum
a0ferdum en samt er heegt ad nota hana til ad dkvarda heildartimann 7 sem ad lidur fra pvi ad vatnseldflaugin

fer af stad og bar til a0 allt vatnid hefur teemst ar fléskunni:

/ P, / PyV; P, P, PyV;
+—: - == —1+ 070 +—arctan< —1+FO>—F:arctan< _1+P2Vj>

(h) (1 stig) Reiknid t6lulegt gildi & timanum 7.

2P

(i) (3 stig) Metid hrada eldflaugarinnar v(7) begar eldsneytid prytur.

(J) (1 stig) Metid hver mesta haed, hpax, vatnseldflaugarinnar verdur. Hunsid loftmotsstodu.
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Lausn & Vatnseldflaug

(a) Rammal fléskunnar er Vy = 2L = 2-10"2m?®. Rammal loftsins er Vy = Vy — Vign =
1-103m3

(b) Massi eldflaugarinnar er ba Mo = my + pViatn = 1045 g 1 lokin er hann My = my = 45g.
(c) Paer P;Vy = RV, svo Py = POVO =1p =3P,

(d) Samkveemt 16gmali Bernoulli er ba

1 1
P+ Epvvf + pogh1 = P + §pvv§ + pughs

en hérer P = P og P, = P,, hy = h og v3 = u og ho = 0. Haegt er ad akvarda v; sem fall af u
med pvi ad nota samfelldnilogmélid en pad segir ad flaeedid sé vardveitt i peim skilningi ad

1” 2

7R%v, = mru = vy = (—) u

R
Vid mattum gera rad fyrir ad badi r < R og ad brystingurinn vegna pyngdarinnar skipti ekki
mali en pa feest

2
u = p_v(P — Pa) o

Ef engar nalganir eru notadar péa er samt haegt ad reikna betta og fa

V2P —Pa)—2gh

u =

Framvegis styéjum vid okkur vid fyrra formid.
(e) Paer & = p, Au.

(f) Par med er T = uYL = p, Au® = 2A(P — P,), svo a = 24 og 3 = —2APF,.

(8) uy =/ 2(Pf—P)= /22 =174m/s og Ty = p,Au} = 187N.

(h) Tolulega gildid er 7 = 74,8 ms.

(i) Vid athugum ad a(t) = % — g svo

1= (R (530 ) -

Petta er reyndar nokkud fjarri réttu gildi, v(7) = 61,7m/s.

(§) Paer hy ~ Lo(r)T = 1,7m sem gefur bvi ad hpae = by + ”(T) =111m.
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3 Hvers vegna komumst vid ekki hradar en ljos? (10 stig)

Tveir veggir med massa M hreyfast i att hvor ad 6drum med

fostum hrada v. A milli peirra er kubbur med massa m < M og Ml o o | M
breidd d < £y, sem upphaflega hefur hradann ug > v. Kubburinn — A

og veggirnir renna an ninings, og loftmotsstada er hunsud.

Gerum rad fyrir ad allir arekstrar kubbsins vid veggina séu al- d

fjadrandi, p.e. ad engin orka tapist i drekstrunum. Enn fremur —

haldast veggirnir 4 sté6dugum hrada v { gegnum allt ferlid, t.d. FI_’

med adstod vélar eda annars utanadkomandi bunadar. Upphaf-

legt bil milli veggjanna er ¢y, og vid timann ¢ = 0 er kubburinn ¢ ‘%

stadsettur vid vinstri vegginn og stefnir { att ad heegri veggnum.
(a) (0,5 stig) Hversu langur timi, 7, lidur bar til bilid 4 milli veggjanna er ordid jafnt breidd kubbsins, d?
(b) (1 stig) Latum u,, takna hrada kubbsins eftir n arekstra. Synid ad hradi kubbsins eftir n 4 1 arekstur
uppfyllir rakningarformuluna w,,+; = Au, + Bv bar sem A og B eru fastar. Finnid gildin & A og B ad
bvi gefnu ad M > m.
Abending: Afstadur hradi kubbsins midad vid vegginn er vardveittur { arekstrinum (fyrir utan formerki).
(c) (0,5 stig) Notid rakningarformuluna til pess ad akvarda hrada kubbsins eftir N arekstra einungis sem

fall af up, N og v.

(d) (1 stig) Latum ¢, > d tékna bilid & milli veggjanna begar n-ti drekstur 4 sér stad. Synid ad til séu
fastar a, 8,7 og § (hugsanlega hadir n) bannig ad ¢, uppfylli rakningarformiluna:
_aug + B 0
n— _ ., ¢ _tn—1-
Yug + dv

(e) (1 stig) Notid rakningarformuluna til ad akvardid bilid, £, 4 milli veggjanna vid N-ta arekstur einungis
sem fall af ug, v, N og .

(f) (1 stig) Metid fjolda arekstra, N, sem eiga sér stad bar til ad £ = d.
(g) (1 stig) Veljid gildi & ¢y, v, up og d b.a. kubburinn nai hrada sem er meiri en ljoshradi, ¢, i ferlinu.
Astaedan fyrir pessari motsogn er st ad hingad til hofum vid notad sigilda skilgreiningu 4 skridpunga, p = mu.

Samkvaemt takmorkudu afstaediskenningunni verdur hins vegar ad nota eftirfarandi leidréttingu

1
p=~(v)mu, par sem  (v) = ——,

er Lorentz-studullinn og hreyfiorkan sémuleidis leidréttist med K = (y(v) — 1)mc?. Pratt fyrir bessar breyt-
ingar er eitt merkilegt atridi enn satt: Afsteedur hradi kubbsins midad vid vegginn helst ébreyttur i hverjum
arekstri, na i [josi hradasamlagningarformtulunnar i takmorkudu afstaediskenningunni:
S +v
I

Takio eftir ad formerki i teljara og nefnara breytast eftir pvi hvort u og v séu samstefna eda gagnstefna.
(h) (2 stig) Synid ad rakningarformalan fyrir hrada kubbsins verdi:

au, +b

Uppy = ——.
T eu, +d

og akvaroio fastana a,b,c og d.

(i) (2 stig) Rokstydjid ad begar fjoldi arekstra stefnir 4 6endanlegt, ba stefnir hradi kubbsins & c.
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Lausn:

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

(f)

(g)

(h)

2z 2 _ . _ Z _d
Faum b4 ad 2vr = {y — d bannig ad 7 = =5*=.
Afstaedur hradi er vardveittur i arekstrinum p.a. u, + v = u,41 — v sem gefur u, 1 = u, + 2v.

P& er hradinn eftir N arekstra jafn uy = ug + 2Nwv.

0,
unfl‘l"v
4 sér stad og bar til ad arekstur n & sér stad. Med bvi ad nota ad u,—1 = ug + 2(n — 1)v ar

lidnum & undan faum vid pvi ad

B 2v _ (u+(2n—3)v
bn = tna uo + (2n — l)vén_1 a (uo + (2n — 1)v> fn-1

Nuaer ¢, = ¥{,_1 — 2vt, par sem ad t, = er timinn sem lidur fra pvi ad arekstur n — 1

Uug—v
uo+v

. — Ug + v 0 = Ug + v Ug — V g_uo—vg

2" \uog+3v/) ' \ug +3v wtv) ° ug+3w
Almennt gildir ad nefnari styttir ut teljara i margfeldinu & undan og eftir standa alltaf bara
tveir lidir pannig ad

Byrjum & pvi ad athuga ad ¢, = ( ) Ly og svo athugum vid ad

Ugp — vV
Iy =——F7——V¥.
N+ N =1 °
Vio faum pa ad
Up — v 1 ’
Iy=d = d=—————¥lyg — N=—-(2—-1)(®—-1).
N uw+ (2N —1)v ° ;G = D@ =)

Setjum til einfoldunar v = 1m/s og d = 1m og veljum svo hlutféllin pbannig ad £y/d = 10°
og ug/v = 10* ba faest ad arekstrarnir verda N = 5 - 10'? og hradinn b4 eftir 10'? arekstra ba
miklu meiri en 1joshradi eda u = 2 - 1012 m/s.

Par sem a0 afsteedur hradi er vardveittur i drekstrinum pa faum vid ad
Uy + UV _ Upg1 — 0

UnV _ Un41v
T+ 1-—=5

en med pvi ad margfalda i kross og leysa fyrir u,, feest pvi rakningarformulan

( + v?)u, + 2vc?
20Uy, + (2 4 v?)

Up+1 =

Eftir marga arekstra stefnur u, 1 = u, = us begar n — oo svo vio faum ad

( + v )ueo + 2vc?
20U + (€% + v2)

(N Uso = EC.
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