Landskeppni 1 edlisfraedi 2026

Urslitakeppni (LAUSNIR)
21. mars k1. 09:00-12:00

Leyfileg hjalpargogn: Reiknivél sem geymir ekki texta.

Keppnin samanstendur af 3 deemum. Hvert af pessum premur deemum gildir 10 stig.
Athugadu hvort pa hafir fengid 61l deemin.

Lidunum i hverju deemi er ekki endilega radad eftir erfidleikastigi.

Pad ma alltaf leysa seinni 1idi po fyrri lidir hafi ekki verid leystir.

Skrifadu lausnirnar pinar snyrtilega 4 lausnabl6din sem pu feerd athent og merktu pau vel.

Tekid verdur tillit til atreikninga vid yfirferd 4 deemum.

Pekktir fastar

Nafn Takn Gildi
Hradi ljoss 1 tomarami c 3,00 - 108 m/s
Segulsvorunarstudull témarims Lo 1,26 - 1075 N /A2

Rafsvorunarstudull tomarams
Coulombs fastinn

8,85-10712F/m
8,99 - 10° Nm?2 /(2

Grunnhledslan 1,60-10719C
Massi rafeindar 9,11-107 3 kg
Massi roteindar 1,67-10"%"kg

6,02 - 1023 1/mol
8,31.J /(K mol)
5,67 - 1078 W/(m’K*)

Avogadrosar talan
Gasfastinn
Stefan-Boltzmann fastinn

Pyngdarhrodun vid yfirbord jardar 9,82m/s?
bPyngdarlogmalsfastinn 6,67 - 10~ m3 /(kgs?)
Planck fastinn 1,05-10734Js

T >Qw q :U;?@SQSmgvg

Boltzmann fastinn 1,38 -10"23 J/K




P vaknar 4 framandi planetu 4n nokkurra upplysinga um hvernig pi komst pangad.
Markmid bitt er ad dkvarda helstu eiginleika planetunnar.

A A0 komast ad pvi hvad han er stor (3 stig)

(a) (1 stig) Pu byggir hdan turn med heildarhaed H = 2000 m og sleppir pbungum
steinum nidur ar mismunandi haed h. Steinunum er alltaf sleppt ar kyrrst6du
og loftmotstada er hunsud. Falltiminn ¢ er meaeldur. Notadu meeligégnin {
toflunni til ad meta pyngdarhrédunina g & planetunni.

1 A0 vakna & annarri planetu I:(ﬂ\l:l
(]
(]

hm] | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200
tls] | 1,7 | 2,2 | 2,8 | 3,2 | 35 | 3,9 | 4,1 | 46 | 4,8 | 5,1

(b) (2 stig) Eftir mjog langa gonguferd hverfur turninn undir sjéndeildarhringinn.
Pa er vegalengdin i beinni sjéonlinu ad turninum meeld og feest L = 230 km.
Gerdu rad fyrir kalulaga planetu og ad turninn sé litill midad vid geisla plan-
etunnar. Akvardadu (i) geisla planetunnar, R (ii) massa planetunnar, M.

B AJQ atta sig 4 bvi ad hiin snyst samt (5 stig)

A hverjum degi er skuggalengd turnsins S(t) meeld vid hadegi, begar solin er haest 4 himninum, og sett fram
sem fall af tima ¢ { ddgum. Nota mé jafndeegur til ad dkvarda breiddargradu stadarins (en péd ekki hvort
stadsetningin sé & nordur- eda sudurhveli). Einungis tvisvar & ari, 4 vorjafndaegri og haustjafndeegri, gildir ad
breiddargradan er ¢ = 90 — Gjamdeagur- A 6drum dégum hefur méndulhalli planetunnar &hrif 4 meelinguna.
Vid sumarsoélstoour og vetrarsélstoour er hins vegar heegt ad meta mondulhallann, par sem hann leggst vid
eda dregst fra breiddargradunni i hadegishaed solar.
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(c) (2 stig) Akvardadu (i) breiddargradu turnsins (ii) lengd arsins { dégum (iii) moéndulhalla planetunnar.

(d) (3 stig) Pegar ad breiddargrada turnsins er pekkt ma akvarda sniningshrada planetunnar. Til pess er
bolta sleppt dr toppi turnsins ar heed H = 2000 m. Vegna sntnings planetunnar sveigir braut boltans
litillega til hlidar og lendir hann { laréttri fjarleegd d = 5,0 m fra botni turnsins. Gert er rad fyrir ad
boltinn falli 16drétt nidur med upphafshrada niall og ad loftmotstada sé hverfandi. Akvardadu lengd
solarhringsins, T, & planetunni.

C AJ sleppa burt (2 stig)

(e) (2 stig) Nu er turninum breytt i geimfar med pvi ad festa tvo eins eldflaugarhreyfla sitthvorum megin.
Heildarmassi turns og hreyfla er 560 tonn. Hver er minnsti upphafshradi sem geimfarid parf ad hafa
midad vid yfirbord planetunnar & pessum stad til ad sleppa fra henni?
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1

Ad vakna 4 annari planetu (LAUSN)

(a) Heegt er ad meta pyngdarhrédunina med jéfnunni h = % gt? sem gefur ad g = %—Q Med pvi ad
reikna stokin i toflunni feest

[ gIm/s’] [ 13,8 [ 16,5 [ 15,3 [ 15,6 [ 16,3 [ 15,8 [ 16,7 | 15,1 [ 15,6 | 15,4 |

-

N
Medaltalid er pa g = % 3 g; = 15,6 m/s? og dreifnin er o = \/1 (g: — g)% = 0,82m/s2.

. N-1
=i

Vio alyktum bvi ad pyngdarhrédunin er & pessari planetu

g=ll

g=15,6+0,8m/s>.

(b) Vid faum ba rétthyrndan prihyrning og samkveemt reglu Pybagorasar feest pvi

L2 _ H2
(R+H?=R*+1> = R= 55— = 13200km.
Massi planetunnar er pa fundinn med
GM gR? 25
=— — M="=41+0,2-10"kg.
g R2 G ) ) g

(c) Nu akvardast hornid 6 = arctan(%). Af grafinu sést ad skuggalengdin er minnst vid sumarsol-

stéour og mest vid vetrarsolstédur. Timinn milli tveggja sumarsolstada gefur bvi lengd arsins
sem er um pad bil 7" = 42 — 10 = 32 dagar. Midja sveiflunnar samsvarar vor- og haustjafn-
deegrum, par sem S(t) ~ 1200 m. Vid solstodur er hadegishaed solar hins vegar 90° — ¢ + 4, svo
mondulhallinn faest sem fravikid fra jafndsegurhorninu.

¢ =90° — arctan(é{) =31,0° d=¢—90° + arctan(i{) =12,5°.

(d) Hornhrédun planetunnar dkvardast af lengd solarhringsins sem w = 2% Boltinn hefur timahad-
an hrada { larétta stefnu vegna sniinings planetunnar sem er gefinn med v, (t) = w(R+h(t)) cos ¢
par sem h(t) = H — £gt? en planetan snyst hinsvegar { larétta stefnu med hrada wR cos ¢ fyrir
nedan hann svo ad heildarmunurinn er Av,(t) = w(H — $gt?) cos ¢ en boltinn lendir sidan eftir

T = \/% svo vid alyktum ad

7 1
Az(r) = / Avg(t)dt = wH cos $7 — Zuwg cos ¢7°.
0

Leysum sidan fyrir T' = %’r og faum ad

2w cospHT gr?
T=—F-———[1-—==] =36800s—12300s = 24 500s.
Az ( 6H > > >

(e) Lausnarhradinn er pa fundinn med

1 GM 2GM
5MWese Tm =0 = vee = \/ =5~ = V2gR = 203km/s

En vegna sninings planetunnar pa er heegt ad spara Orlitid pvi vese = vg + wR cos ¢ svo vid
alyktum ad vy = Vesc — wRcos ¢ = 17,4km/s.
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2 Pappirsbatur

A Burdarbol pappirsbats (3 stig)

Vio skodum pykkt A4 blad med breidd 21,0cm, lengd 29,7cm og pykkt 2,0 mm. Edlismassi pappirs er
Ppappir = 800kg/m? og edlismassi sjavar er psjor = 1025kg/m3. Bladid er brotid i opinn pappirsbat med
bvi ad skilgreina jadarbreiddina z, sem akvardar heed batsins og flatarmal botnsins. Burdarpol batsins er
skilgreint sem mesta heildarbpyngd (batur asamt farmi) sem béaturinn getur borid an bess ad sokkva. Veljid
og rokstydjio gildi & £ med pad sem markmid ad hamarka burdarpol batsins; stigagjof midast beedi vid skyra
framsetningu og hversu nalegt hamarksgildinu nidurstadan er. Hversu margir krénupeningar komast fyrir i
batnum &dur en hann sekkur? Krénupeningur hefur pvermal 21,5 mm, pykkt 1,7 mm og massa 4,0g.

21,0 cm

29,7 cm

B Veltihorn pappirsbats a landi (2 stig)

Vid skodum nu stodugleika batsins. Til pess ad siglingar séu
oruggar parf ad tryggja ad baturinn sé sté6dugur. Stédugleika
hans er lyst med svokolludu veltihorni, sem segir til um steersta
horn sem batnum mé halla pannig ad hann leiti aftur i jafn-
vaegisstodu 1 stad pess ad hvolfa. Fyrir bat 4 landi gildir einfalt
skilyrdi: vid mork veltu liggur massamidja batsins 160rétt yi-
ir sniningspunktinum. Akvardid fyrir pappirsbatinn tr 1id A
steersta veltihorn hans 4 landi 6j44.

C Veltihorn pappirsbats i sjo (5 stig)

Pad kann ad virdast motsagnakennt en batur 1 sjo er stodugri
en batur 4 landi. Pad er vegna bess ad uppdrifskrafturinn Fy
hjalpar til vid ad rétta batinn af. Isjo verkar uppdrifskrafturinn
Iy i flotmidju batsins B, sem er massamidja pess vatnsmagns
sem baturinn ryour fra sér, og pyngdarkrafturinn F, verkar
i massamidju batsins G. Baturinn er vid bad ad velta pegar
kraftlinur pessara tveggja krafta liggja 160rétt yfir hvor annarri.

Notio betta skilyrdi til ad akvarda veltihornid i sjo, Ogjer, fyrir
batinn ar 1id A. Athugid bé ad vatn getur byrjad ad flaeda inn
i batinn adur en pvi horni er nad. Akvardid einnig bad horn
On=ai begar fyrsti punktur branar batsins snertir yfirbord sjavar
og berid saman hornin fgjs; 0g Onxai til a0 dkvarda mesta halla
sem baturinn polir.
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Pappirsbatur (LAUSN)

(a) Vid athugum ad rammal pappirsbatsins er pa gefid med
V(z) = (£ —22)(b—2z)z = 4a® — 2(¢ + b)z® + blx

Afleidan er pa ;
V'(z) = 122° — 4(£ + b)x + bL.
Ef vid krefjumst bess ad vid hofum utgildi { V' (z) = 0 ba er

12,9 cm

4,04cm.

o = i (16(¢+b) + /A(+ b)2 — 48b¢) = {

Toékum eftir a0 z = 12,9cm er of stort pvi pa er 2z > b sem gengur ekki. Fyrir x = 4,04 cm
feest a0 rammal batsins verdur

Vinax = V(o) = 1129cm® = 1,129 L

svo ad baturinn getur borid 1129 g 40ur en hann sekkur. Béaturinn sjalfur er
Mpatur = ppappir‘gbb =100 g

og pvi keemstu N = 1(11& = 257 peningar i batinn 4dur en hann myndi sokkva.
(b) Heed massamidju batsins er b4 fundin med

o — 0- ppappir(g - 2‘T0)(b - 2.’E0)b 2o %)ppappir(g - 2%’0).%013 ok %]ppappir(b - 2xO)xOb
0 ppappirgbb

2
%o

= {4+ b—4xy) =0,90cm.
)

Rumfraedilega skilyrdid fyrir veltihorni batsins verdur ),,q4 = 90° — arctan( bfg‘;ﬂ) = 82°.
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(c) Vid sdum 1 fyrri 1id ad byngd batsins var 100 g 4n farms svo ad raimmaél vatnsins sem hann rydur
fra sér er 100 cm®. Pverskurdarflatarmal vatnsins er b4 med flatarmél A = V/(£—2z0) = 4,6 cm?

Skilyroid er pa ad

1 t
—i(b—Q.To)COSG—l-ZoSiHQ = —gcosé?—i— gsinH

par sem vid notudum ad brihyrningur med hornpunkta (z1,y1), (22,y2) og (3,y3) hefur massamidju
{ (Tttetes, 1402tYs) NG vitum vid ad A = 3st og t = stan6 b.a. t> = 2Atan6 og s? = ti:@ SVO
a0 vid getum utilokad tveer af pessum premur 6pekktu steerdum og deilum med cos @ i alla jofnuna og
faum

v2A 1 V2A
+ tan fvtan6,
3 +Vtané 3

En betta er fjorda stigs marglida { £ = Vtanf. Pessi jafna hefur enga lausn en bad er vegna bess
ad baturinn mun haldast stodugur samkveemt pessu likani fyrir hvada gildi 4 0 sem er. En par med

hofum vid synt ad Ogjor > Olana. Hitt hornid, fg.a; dkvardast sidan af A = %smo og tanf = xy/s svo

g
0 = arct = 60°.
arctan | 5y

1
—§(b—2mo) + 2ptanf = —

svo bad flaedir fyrst inn i batinn.
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3 Segulleidrétting fyrir Bohr-likanid og Titius-Bode logmalid

Takio eftir ad deemid samanstendur af tveimur 6hadum en tengdum lidum. Pvi er heegt ad glima vid B-hluta
an pess ad hafa leyst A-hlutann.

A Sigilda Bohr-likanid og segulleidréttingarlidur (7 stig)

I Bohr-likaninu er litid & vetnisatomid sem svo ad rafeindin ferdist & hringhreyfingu umhverfis réteindina,
en ad hverfipungi hennar sé skammtadur pannig ad a4 n-tu braut gildir ad L,, = m.v,r, = nh, par sem
h=1,05-10"34 Js er fasti sem nefnist fasti Plancks, m. er massi rafeindar, v,, er brautarhradi rafeindarinnar
og r, er brautargeislinn & n-tu braut.

(a)

(b)

(c)
(d)

(e)

(f)

(g)

(1 stig) Skrifid nidur kraftajofnu fyrir rafeindina 4 hringhreyfingu umhverfis roteindina. Synid ad
brautargeislar rafeindarinnar eru gefnir med r, = agn? og akvardid tolulegt gildi & fastanum, ag.
Fastinn ap nefnist Bohr-geislinn og er brautargeisli grunnastandsins i vetnisatéminu.

(0,8 stig) Synid ad brautarhradarnir eru gefnir med v, = ¢ bar sem c er hradi ljoss og « er fin-
gerdarfastinn, sem er skilgreindur sem bad hlutfall af ljoshrada sem rafeindin hefur i grunnastandi
vetnisatomsins, b.e. v1 = ae. Akvardid tolulegt gildi & fingerdarfastanum, «.

(0,2 stig) Fingerdarfastinn er oft skrifadur 4 forminu o = 3 par sem N er heiltala. Finnid gildid 4 N.

(0,5 stig) Synid ad heildarorku rafeindarinnar 4 n-ta brautargeisla er gefin med E,, = % bar sem FE; er
brautarorkan & fyrstu brautinni. Akvardid tolulegt gildi 4 E; i einingunni eV en 1eV = 1,602-1079J.

(0,5 stig) Eina leidin fyrir rafeind til bess ad stokkva 4 milli orkuhvela er med bvi ad gleypa eda
geisla fra sér ljoseind. Vid pad ad stokkva nidur ur brautargeisla r, nidur i brautargeisla r,, geislar
vetnisatoémio fra sér ljoseind med tidni 27hf = AE. Synid ad bylgjulengd ljéseindarinnar, A, uppfyllir

1 1 1
)\:R(mQ_n?>’ nem=t
par sem ad R er fasti sem nefnist fasti Rydbergs. Akvardid tolulegt gildi 4 fasta Rydbergs.

(1,5 stig) Litrof vetnis samanstendur af beim bylgjulengdum 1jéss sem geta losnad samkvaemt Rydberg-
16gmalinu. Akvardid peer litrofslinur vetnis sem liggja 1 synilega sjonsvidi mannsins (400 nm til 700 nm).

(2,5 stig) Vio skodum nu sigilda segulleidréttingu vid Bohr-likanid. Litid er 4 braut rafeindarinnar
sem straumhring med straum I = %, bar sem T er umferdartimi. Segulsvid straumhringsins leidir
til segulkrafts til viobotar vid Coulombs kraftinn. Synio ad segulleidréttingin & kraftajafnveegid er
hlutfallslega af staerdargradu a?. Notid betta til ad dkvarda fyrsta stigs hlidrun 4 Bohr-geislanum, ap.

B Titius-Bode 16gmalid (3 stig)

Undir lok 18. aldar settu Titius og Bode fram reynslulogmal um ad meodalfjarleegdir planetanna fra sélu
fylgdu sambeerilegu skémmtunarmynstri fyrir brautargeisla planetanna fra sélu. I pessu verkefni er notud
einféldud utgafa par sem fyrir n > 2 gildir

rp=11+0bc", n>2.

bar sem 7 er fjarlaegd Merkurs (fyrir n = 1). Akvardid studlana b og ¢ sem best 1t fra gognunum i toflu.

Pléneta Merkar Venus Jordin Mars Seres Jupiter Satirnus
Fjarleegd [AU] 0,387 0,720 1,000 1,520 2,600 5,187 9,527

Tafla 1: Medalfjarleegdir fra solu. Hér er notad ad 1 AU = 150 milljon km.
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3 Segulleidrétting fyrir Bohr-likanid og Titius-Bode 16gmalio (LAUSN)

s a

(a) Hofum pa ad hverfipunginn er skammtadur samkveemt mev,r, = nh en par af leidandi er

2
nh
’Ui (mer" ) k€2 hznz 2
Me— =Me————"— = — = I'n = 3 = aBM
Ty Tn 72 meke

En par med alyktum vid ad Bohr fastinn er ag = #;62 =529-10""'m.
(b) Pa feest ad

nh h
— =
MeTyn  MeGBT

svo vid alyktum ad fingerdarfastinn er gefinn med

o =

= 0,007 31
MeABC

. _ 1 _ ~ 1
(c) Paer N=- =137, b.a. a~ .

(d) Paer
Ey=-219-10718J = —13,7eV

(e) Sjdum pa strax ad , ¢, (E1 _F1 s R=——' _111-10"m!.
A n?  m? 2mhe

(f) Paer litrofslinur vetnis sem ad liggja  synilega sjonsvidi mannsins eru pa gefnar med

Az = 652nm, Mg =482nm, A5, =430nm, MNg_o =407nm.

Sx 1 . . o . Pxex s axe . . 5 I
(g) Efvid litum & betta sem hrlilglaga gjord ba er segulsvidio { midju gjardarinnar gefid med B = 5%
g _ ev

inn { bladid par sem I = xI = ==. En ba ofugt er bad sem ad rafeindin finnur fyrir og vid
2

alyktum ad krafturinn verdur Fg = qv X B= “2—;2:—2 og bvi kraftajafnan

2 2 D 2 2 2
v ke o€’ v ke v
_— = — _— = — 1 _
Me 72 + 4 12 72 - c2

bar sem ad vid notudum ¢? = —L
Ho€o
.

er skammtadur ad v = m—hr svo vid faum ad
n2h? . ke?  ke*h*n? 1

mers r2 m2c? rt

1
4meg

ogad k =

. En vi0 vitum samkvaemt pvi ad hverfibunginn

En betta er 2. stigs marglida fyrir 7 og med bvi ad margfalda med r* sést ad

r? —agn’r + ozzazB =0

[ 402 2
1+ 1—i]za3n2—()l2a3.
n n

Sem gefur pvi ad lokum

a3n2

T'n
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(h) Loks athugum vid ad vid viljum gera graf af
log(r,, — 1) = log(b) + nlog(c)

Pannig graf af log(r, — 1) sem fall af n gefur hallatolu log(c) og skurdpunkt log(b). Grafid er

Likan: log(r, — 1) = log(b) + nlog(c

log(b) = —2,49

log{c) = 0,7

log(r,,,, - 7'1) [ ]

En par af leidandi alyktum vid ad ¢ = e%%7 = 1,95 og b = e=2° = 0,082.
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