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1 Heimadaemi 12. jandar

Daemi 1. Tveir 6endanlega langir virar hafa fastan linuhledslupéttleika A. Annar virinn liggur
eftir xz-asnum i prividu rami og hinn eftir y-asnum.
(a) Finnio rafsvioio sem fall af stadsetningu { xy-plani. Skrifid svario { kartesarhnitum.
(b) Finnio rafsvioio sem fall af stadsetningu & z-dsnum.

(c) Finnid rafsvioio { almennum punkti (x,y, z) { kartesarhnitum.

Lausn: (a) Par sem a0 virarnir eru 6endanlega langir ba hafa beir einungis geislalegt
rafsvio. Rafsvidin fra virunum leggjast saman svo okkur nzegir ad skoda verkefnio fyrir hvorn
um sig og leggja pad sidan saman. Rafsvioid fra 6endanlega 16ngum vir i geislaleegri fjarlaegd
r frd virnum er gefid samkvaemt 16gmali Gauss med:

% e inni A A
]{E'dA: @ = E(r)-2ml=— = E(r) = . (1.1)
€0 €0 2megr

En par med dlyktum vio ad heildarrafsvioio { punkti (z,y,0) er gefid meo:

A
- R . g 2megx A 1/$
E(:p,y,O) = Epvir + Eyvir = 2reoy =+ 0 = e 1/y : (12)
0 0 *\o

(b) Fyrir punkt & z-dsnum, b.e. (0,0, z) pba eru badir virarnir { fjarlegd z frd virnum pannig
ad beir veita badir sama framlag:

0 0 A\ 0
E(O,O,z) = Epvir + Ey-vir = 0 + 0 = o 0 . (13)
A A 0
2mepz 2mepz 2/Z

(c) Skooum fyrst rafsvioio fréd virnum sem liggur eftir z-dsnum. P& er punkturinn (z,y, z) {
fjarleegd r = /92 + 22 frad virnum og liggur i geislalaega stefnu svo rafsvioid er gefido med:

; A A y E A xgz 1.4
Epvir = = e { e = . '
TV oeor y/r 27eo y2jz2 og bvi YV 9eg . (1.4)
z/r i R

Heildarrafsvioio { punkti (z,y, z) er pvi gefid med summunni af pessum tveimur framlogum

x
A 22422
_ = o _ g
E(z,y,z) = Ervir + Ey—vir = 9meq 7122 . (15)
z z
i e

Sem passar einmitt vio hin tvo svorin { (a) pegar z = 0 og 1 (b)-1id pegar z = y = 0.



Uttrddar: Pad er lika heaegt ad gera petta med pvi ad heilda yfir hvorn vir um sig. En
ba meeli ég med pvi ad gera petta til deemis i Mathematica. Fyrir virinn sem liggur medfram
x-4s fengist ba a0 i punkti (a, b, ¢) veeri:

-3/2 fa—x 0
— o0 \dzx A
Ervir = — )2 2 2 = 5 /19 . o\ 1.
v Loo 47eg ((a B b e ) b 27en (b2 + ¢?) b (16)
c c

sem passar einmitt vid nidurstéouna okkar ur (c)-lio.

Deaemi 2. Kila med geisla R og midju { upphafspunktinum hefur heildarrafhledslu @) og hledslu-
béttleika p(7) = cr? bar sem r = || og stoolunarfastinn ¢ dkvardast af

Q= / _ o (1.7)

(a) Finnid steerd og stefnu rafsvidsins E sem fall af 7.
(b) Reiknio rafmeettio sem fall af 7 ef gert er rao fyrir ad V() — 0 begar r — oo.

(c) Reiknid stéouorku hledsludreifingarinnar.

Lausn: (a) Skiptum ktlunni nidur { litlar kiluskeljar og byrjum & bvi ad reikna:

R 4me 5Q
3 2 2 _ 5 _
Q= /T<Rp(r)d r —/0 drdmrocr® = 3 R = |c o (1.8)

Vegna samhverfu mun rafsvioio vera geislaleegt pannig ad { kiluhnitum er E(F ) = E(r)F og
okkur naegir pvi ad dkvarda styrk rafsviosins 1 geislaleega stefnu. Skiptum pvi i tvo tilvik. Ann-
ars vegar fyrir (i) r > R og hinsvegar fyrir (i) 0 < r < R. Fyrir » > R mun heildarhledslan
inni 1 Gauss-fletinum vera ) svo pé feest sama nidurstada og fyrir punkthledslu:

Q

 Admegr?’

E(r) fyrir r > R. (1.9)

Hinsvegar fyrir 0 < r < R ba er hledslan inni { Gauss-fletinum gefin meo:

r 4 5
Qinni (1) = / dramrier? = Efr’5 =Q <T> . (1.10)
0 ) R
En bar med gefur 16gmal Gauss ad:
. 5
fE.dA:Qmm(r) — E(r):4QT2 (;) , fyrir 0 < r < R. (1.11)
€0 TEQ
Vid alyktum pvi ad rafsvidio er gefid med:
(&) ef0<r<R
B(r) = ¢ dmeor? ()" of0<r<k (1.12)
W ef T 2 R.




(b) Til bess ad dkvarda rafmeattid, V (r), b4 er einfaldast ad nyta sér ad E = —VV en vegna

kilusamhverfu pa er

—

1 A 1

in@

En par sem a0 Eer geislaleegt ba er 9pV = 0,V = 0. Med 60rum ordum, vegna kilusamhverfu
naegir okkur ad leysa fyrsta stigs diffurjéfnuna

E(r) = -0,V(r) — V()= — / E(r)dr. (1.14)
Fyrir r > R gefur petta eins og fyrir punkthledslu ao:
Q Q
=—_ | E = _ = 1.1
V(r) / (r)dr / oadr= o (1.15)

bar sem ad « er heildunarfasti sem a0 dkvaroast af skilyrdinu a0 V(r — o0o) = 0 en bad gefur
einmitt ad o = 0. Fyrir 0 < r < R ba faum vio hinsvegar ao:

V(r)= —/E(r)dr = —/ @ (;)5(17“ _ @ r+ 8, (1.16)

dmegr? 16meg RS

pbar sem a0 heildunarfastinn § dkvardast af pvi a0 rafmaettid verour a0 vera samfellt i r = R

svo vid hofum med samanburdi ao:

Q Q 1 5Q

V(R) = =— =——|14+-|= : 1.17
B) = ek = Tonek TP T P T Trer ( * 4) 16meo R (1.17)
Vio hofum par med synt ad rafmeettio er gefid med:
9 (5 (o)) ef0<r<R
V(r) = 16meo 12 ( (%) ) - =7 (1.18)
1 Q ef r > R.
TEQT
(c) Fljotlegasta leidin er eflaust ad reikna petta pannig ao:
1 1 (B 9
W = 7/ pVdr = f/ p(r)dmr=V (r)dr
2 R3 2 0
1R, 2 Q r\*
== 4r? - — (=
2/0 crédmr T6reoR 5 <R> dr
(1.19)

R 8
= @ <5r4 — T) dr

"~ 8¢R Jo R4
cQ 5 1 5) cQR*
860R< 9 9eo

bar sem a0 i 60ru jafnadarmerkinu nyttum vid okkur ad p(r) = 0 fyrir r > R. Me0 bvi ad

475%5 bé alyktum vio ad stoduorka hledsludreifingarinnar er gefin meo:

stinga loks inn ad ¢ =

5 2
w2 @

= - ) 1.20
94rmegR ( )




2 Heimadaemi 18. janudar

Dami 3. (a) Grannur vir af lengd L, sem ber jafndreifda rafhledslu @, liggur eftir z-as fra
w=—L/2tl 2 =L/2.

i. Finnio rafmeettio { punktinum (x,0,0) med = > L/2.
ii. Tulkid nidurstéduna fyrir markgildio x > L.
(b) Punn skrifa meod geisla R ber jafndreifda rafhledslu Q.

i. Finnid rafmeettio 4 samhverfuas skrifunnar 1 fjarleegd d fra miopunkti hennar.

ii. Talkio nidurstéouna fyrir markgildin d > R og d < R.

Lausn: (a) Linuhledslubéttleikinn er A = % pannig ad rafmeettio { a > % er gefio meo:

V(a,O,O):/L/2 Ar A ln<a_§>. (2.1)

—1)2 4meg(a — x) _471'60 a+ %

Skodum sidan markgildio a > L b.e. % < 1. Byrjum & pvi a0 athuga ad:

L -1 L
L I L L/ L\'i<t L
Sl R L:l—L:1—(1+) ~ 1- 2 (2.2)
a+ 3 a+ 35 a(l—l—%) a 2a a

Par sem ad vid notudum nélgunina (1 + z)" ~ 1 4+ nz. En bar med héfum vid ad:

A a—L\ <1 ) L\ <1 AL Q
V(a,0,0) = — 1 2] ‘& — In(1-=) ‘= = ) 2.3
(2,0,0) Ameq . (a + g) n( a) drega | Amega (2:3)

Par sem a0 vid notudum nalgunina In(1 + z) ~ z. En betta er einmitt rafmeettio i fjarleegd a
fra punkthleoslu Q.

(b) Flatarhleoslupéttleiki skifunnar er o = 7%2. Skiptum skifunni upp i marga litlar
punnar hringskifur med geisla r og pykkt dr. Hver beirra veitir pa framlag { hed d yfir
midpunkti hennar:

dq o2mrdr

dV = = .
dmegVd? + 12 AdmegV/d? + 12

(2.4)
En par med faum vio ao:

o R prdr o
V(0,0,d) = — —_— = — RZ+d?2—d). 2.5
0.0.d) = 57 [* 2 = T (VR P~ d) (2.5)

Byrjum sidan 4 pvi ad skooa tilvikid pegar d > R b.e. % < 1 ba faest a0:

2\ 1/2 R 1 R2 2
\/m—d:d(<1+R> —1) ‘~ d<1+R —1>:R. (2.6)

d2 2d2 2d



Par sem ad vid notudum nalgunina (1 + z)” ~ 1+ nx. En bar med er

o R Q
20 2d  4mwepd’

V(0,0,d) = efd>> R. (2.7)

par sem ad vid notudum ad @ = owR?. En betta er einmitt rafmeettid i fjarlegd d fra
punkthledslu ). Hinsvegar ef d < R D.e. % < 1 pa athugum vid ao:

/ d? d?
\/d2+R2—d:R 1+ﬁ—d%R+ﬁ—d%R (28)

En par meod er

oR Q
V = =_* i ) 2.
(0,0,d) 0~ ZmeoR’ efd < R (2.9)

En petta stemmir vio rafmaettid i midju disksins.

Daemi 4. Punkthledsla ¢ er { punktinum (a, 0, 0) fyrir utan leidandi kiluyfirbord med geisla R og
midju 1 upphafspunktinum.

(a) Notio syndarhledsluadfero til ad finna steerd og stefnu rafkraftsins & q.

(b) Hve mikla vinnu barf ad framkveema til ad feera hledsluna 6endanlega langt fra
kalunni.

(c) Finnid stoouorku kerfis, sem eingéngu inniheldur hledsluna ¢ og syndarhledsluna {
(a)-1id, og berid saman vid svarid { (b)-lid.

(d) Finniod vinnuna { (b)-1i0 { eV fyrir rafeind sem er upphaflega { 1,0 nm fjarlaegd fra
yfirbordi leidandi kilu med 1,0 cm geisla.

Lausn: Skyrum fyrst hvernig ma dkvarda syndarhledsluna p og vegalengdina fra midju,
b, med pvi ad skoda einungis punktana tvo (—R,0,0) og (R,0,0) & kdlunni. Hoéfum bé ad
maettid er gefid meo:

1 q D ) 1 ( q D >
V(R,0,0) = =0, V(-R,0,0)= =0. (2.10
(E,0,0) 47T60<G—R+R—b ’ (=£,0,0) 4meq R+a+R+b ( )

En par med hofum vid fengio jofnuhneppi med tveimur épekktum steeroum p og b sem fall af
gefnu steerounum a, R og g. Deilum jéfnunum tveimur saman til ad fa:

R+a R+b R?
e A1) s (Rta)(B—b) = —(REB(R—a) = [b="0 | (21)

En med pvi ad stinga pessu inn { adra af j06fnunum faest:

R-b R-E R
_ _ o _ 2.12
p=q G 4 (2.12)




Synum ni ad pessi syndarhledsla uppfylli skilyrdid ad rafmeaettio & ktluyfirbordinu sé allsstadar
nill. Hofum ad rafmeettio er gefio med:

V(w,y,2) = : -
dmegy/(a — 1) + y% + 22 47‘(‘60\/ 24y + 22

g ( 1 1 ) (2.13)
- — 2 -2 1 2 2
dmeg \ V(a—2)2+y2 + 2 %\/(%—x)Q—i-yQ—i-zQ
Sérhvern punkt 4 kalunni ma skrifa 1 kiluhnitum sem

x = Rcosfsinp, y=Rsinfsinyp, z= Rcosp. (2.14)

En par med héfum vio ad i 6llum punktum & kaluyfirbordinu gildir ao:

dmeg \ /a2 + R? —2aRcosfsing /a2 + R2 — 2aR cosfsin ¢

) =0. (2.15)

(a) Petta gefur pvi ad rafkrafturinn sem verkar & hledsluna ¢ er gefinn meo:

dmeg(a — b)? Areg (a _ Ri) 4meg (a? — R?)?

i geislalaegu stefnuna a0 leidandi kaluyfirbordinu.
(b) 1 fjarleegd z er rafkrafturinn gefinn med:
7 Rx
4meg (22 — R?)%’

En pvi er vinnan sem parf til ad feera hledsluna éendanlega langt fra kdlunni gefin med:

Fy(z) = — (2.17)

+o00 2R +o00 2R 1 +00 2 R
q x g It g
Wa 0o = — F d = 7(1 — _
- a a(@)dz 47reo/a (22 — R2)? v 8meg [$2 R%], 8meg a2 — R2’
(2.18)
(c) Stoouorkan er gefin meod
__w ¢ Rla | ¢ R (2.19)
4rreg(a —b) dTeg q — %2 Ameg a? — R2’ '

En betta er tvisvar sinnum steerra heldur en svario i (b) bvi bar vorum vid einungis ad skoda
bad ad feera hledsluna g en ekki einnig syndarhledsluna p fra 0 i b. Formerkid er 6fugt bara
at fré formerkjamismuninum {1 skilgreiningu stéduorku ut fré vinnu.

(d) Fyrir R = 1,0cm, a = R+ d par sem d = 1,0nm, ¢ = ¢ = —1,602 - 107 C og
rafsvorunarstudul témarims ¢y = 8,85- 10712 F /m faest ad télulega gildid 4 vinnunni sem barf

W, ¢ R @ (i dp )RS 0,36eV.| (2.20
rafeind = Qe (R+d)2 — B2 8meoR (( TR ) ~ 16meod (2.20)

bar sem ad i sidasta skrefinu notudum vid ad 1eV = 1,602 - 10~ J.




3 Heimadaemi 25. jantar

Daemi 5. Leysio tviviou Laplace-jofnuna & sveedinu —b < z < b, 0 < y < a { zy-planinu, par sem
a,b, Vi > 0 eru fastar, med eftirfarandi jadarskilyroum:

= Ex. (3.1)

V(z,y) =0, V(z,y)| =0, V(z,y) 2
y=a

r==+b y=0

Lausn: Tvivida Laplace-jafnan segir ad V2V = 0 b.e. (8% +8§) V(z,y) = 0. Vid
skulum beita adskilnadi breytisteerda til pess ad dkvarda almenna lausn sem uppfyllir gefnu
jaoarskilyroin. Skooum bvi V(z,y) = f(z)g(y) og athugum ad ba gefur Laplace-jafnan ao:

@) 9" (y)

(85 +0) f@)gy) =0 = o = =T0F = (3:2)

Par sem a0 vid alyktudum ad par sem ad badar hlidar eru fall af 6likum breytisteerdum pa er
til fasti v pannig ad hvor hlid sé jofn ~. Hinsvegar pa purfum vid ad skoda prju tilvik eftir
bvi hvert formerki v er. Héfum tilvikin (i) v = 0 (ii) v = k? og (iii) v = —w?.

Tilvik (i) Pegar v = 0 b4 verda diffurjofnurnar tveer
f"(z) =0 = f(z) = Az + B, Jd'(y) =0 = ¢g(y) =Cy+ D. (3.3)
Pvi verdur almenna lausnin gefin meo:
Vi, y) = f(x)9(y) = (Az + B)(Cy + D). (3.4)

Athugum svo til ad byrja med a0 fyrsta jadarskilyrdid ma umorda pannig ao:
0=V(z,y) = f(@)g(y) = f(£b) = 0. (3.5)
r=4b r==b
Petta gefur pvi ad 0 = f(b) = Ab+ B og 0 = f(—b) = —Ab+ B. Med bvi ad leggja
saman jofnurnar sést ad B = 0 en ba feest einnig ad A = 0 pvi b > 0. Petta synir a0 ef
~ =0 b4 er eina lausnin V(z,y) = 0.
Tilvik (ii) Pegar v = k% b4 verda diffurjéfnurnar:

f"(x) = K*f(zx) = f(x) = Acosh(kzx) + Bsinh(kz), (3.6)
9"(y) = —k*g(y) = g(y) = C cos(ky) + Dsin(ky). '

Fyrsta jaoarskilyroio f(+b) = 0 gefur par sem cosh er jafnsteett og sinh er oddsteaett
A cosh(kb) + Bsinh(kb) = 0 = A cosh(kb) — Bsinh(kb). (3.7)

Meo bvi ad leggja saman jofnurnar sést ad B = 0 en ba stendur eftir ad A cosh(kb) =0
en cosh er strangt jakveett fall svo vio veroum ad alykta ad v = 0. Par med héfum vio
synt ad fyrir v = k% b4 er einnig V (x,y) = 0.



Tilvik (iii) Ho6fum nanast gefid upp alla von pegar hingad er komid, en préfum i érveentingu okkar
ad setja v = —w?. P4 verda diffurjéfnurnar:

"(2) = —w?f(z) = f(x) = Acos(wz) + Bsin(wz),

9"(y) = w’g(y) = g(y) = C cosh(wy) + Dsinh(wy). &%)
En betta er algjor himnasending pvi ni gefur fyrsta skilyrdid f(4b) okkur ao:
Acos(wb) + Bsin(wb) =0, og Acos(wb) — Bsin(wb) = 0. (3.9)
Meod pvi a0 leggja saman og draga fra sést a0 petta jafngildir:
Acos(wb) =0, og Bsin(wb) =0. (3.10)
Pad eru til tveer dlikar lausnir & pessu, nefnilega
A=0, og wb=nm, new,
(3.11)

B=0, og wb:g—kmr, n € Z.

Athugum sidan ad V (z,0) = 0 skilyroio er jafngilt bvi ad g(0) = 0 en pad gefur ba beint
ad C' = 0 pvi sinh(0) = 0 en cosh(0) = 1. Vid héfum pvi synt ad:

Vo(z,y) = an sin<m;$) sinh(?), (3.12)

cda Vi(z,y) = Bn cos((;r + mr) Z) sinh((;T + mr) Z) (3.13)

Purfum sidan ad dkvarda studlana «,, og B, med pvi ad para pa vid studlana i Fourier-
rod fallsins h(z) = %w fyrir V,,(z,a). Seinni valkosturinn er jafnsteett fall af = svo vid
veroum a0 alykta ad (3, = 0. Fourier-r60 fallsins h(x) & bilinu [—b, ] er gefin med:

e o] 2V 400 1 n
Z (z,a) = h(z) = - =2 (=1) sin(mrx) (3.14)
= T o= n b
En petta akvardar pvi studalana a,, pannig ao:
2Vo (1) 1
oy = - D" — (3.15)
m n  sinh(27)
En par med getum vid skrifad r6dina sem:
2V <= (1) . (nmc) sinh (“74)
\% = —— . 3.16
(z,9) T = on S T sinh (174) (3.16)




Daemi 6. Kuluskel med geisla R og midju i upphafspunktinum hefur yfirboroshledsludreifingu
o(0, ) = opcos(20) 1 kiluhnitum.

(a) Finnio rafmeettid alls stadar { raminu ef gert er rdd fyrir ad baedi utan og innan
kiluskeljarinnar sé téom.

(b) Akvarda 4 heildarrafhledslu, raftvipdlveegi og raffjérpélvaegi hledsludreifingarinnar
a kuluskelinni.

(c) Bera & rafmeettio utan vid kuluskelina { (a)-1id saman vid samanlagt rafmeetti fra
punktuppsprettum { upphafspunktinum sem bera somu fjélpolavaegi og 1 (b)-lio.
Hvao mé alykta um heerri fjolpolamaetti hledsludreifingarinnar 4 kaluskelinni?

Lausn: Byrjum 4 bvi ad athuga ad par sem ad Legendre-marglidurnar Py(z) mynda
pverstaedan grunn fyrir margliourimio pa getum vid endurskrifao:

cos(260) = 2cos?(f) — 1 = %PQ(COS(Q)) - %Pg(cos 0). (3.17)

(a) Almenna lausn { killuhnitum sem uppfyllir ad V(r, 6) —0og a0 V(r,0) p— fasti
r—

ma skrifa 4 forminu:

+oo
> AprtPy(cosf) efr <R
=0

V(r,0) =0 (3.18)
> %Pg(cos 0) efr>R.
£=0

Fastarnir Ay og By dkvardast af jadarskilyrounum i r = R sem segja okkur ad:

(1) Vﬁti(Ra 9) - ‘/inni(Ra 0)

33 8V(1 i 8Vvinni _— _ O
(i) (Tnt on )|r:R = e
Fyrra skilyroid segir okkur ad:

By

AR = iy = Br= AR, (3.19)
En pad seinna gefur okkur sidan ao:
= By -1 o(6)
Z <—(€ + 1) 5 Pi(cos ) — A" Py(cos 0)) =— (3.20)
=0 r [r=R €0

sem gefur eftir ad vid metum vinstri hlidina { » = R og notum ad By = A,R**!

-1 XN _ a(f)
R Z(% + 1)A;Py(cos )

=0 €0

(3.21)

,10,



(b)

Margfoldum ntina med P, (cos ) sin  badum meginn og tegrum fra 0 upp i 7 til a0 fa

Z/ (20 4+ 1)R*"L Ay Py(cos 0) Py (cos 0) sin 0df = 1/ o(0)sin 0P, (cos)dh (3.22)
0

€0

Notum sidan ad

20m,
/ Py(cos )Py, (cos 0) sin df = / Py(z) P (z)de = 257—|—K1
Par med hofum vio synt ad almennt gildi ad:
1 ™
= /0 () sin 0.y (cos 0)d6
Par med faum vio eftirfarandi tvo studla:
ooR ™ 1 Royg
Ag = — ——P, 0 0df = ———
0 2 /0 3 o (cos )% sin 300’
T4 o)
Ay = —(P(cos 0)* sin df = :
2 260R/0 3(Pa(cos0)7sin 1560 R
En betta gefur einnig studlana fyrir B, = A,R**! bannig ad
2 4
Bo= Ak = — 190 By = AyR? = 220 pi
3€0 15¢g

En par med alyktum vid a0 rafmeettio alls stadar { riminu sé gefid meo:

V(r,0) =452 =
> EHP(COSQ) efr >R

400
S AprtPy(cosf) ef r <R {aoR (

Athugum naest a0 heildarrathledslan er gefin meo:

47TO'0R2
3

Q= / ¢p)dA = / d9 (JZ(Z)R2 sin fo cos(260) =

Vid hefoum pvi getad endurskrifad maettin innan og utan med pvi ad nota ad

O'oR Q

30 4meoR’

Petta passar lika vel vid ad einpdlvaegid er pa gefid med:

oo R?

3607" '

Veinpei (7)) = —

— 11 —

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.29)

(3.30)

(3.31)



Hefjumst ntt handa vio ad dkvarda raftvipélveegi og raffjérpdlvaegi. Vio reiknum pvi
tviskautio samkvaemt:

Rsin 6 cos ¢

T 2T
7= / Fo(F)dr = / d6 / d6R?sin 0 | RsinBsino | (6, 6) (3.32)
0 0 Rcosf

Athugum a0 par sem ad hornaféllin tegrud yfir lotu gefa nidll pa hverfa & og § patturinn
af p pad kemur hinsvegar 1 1j6s ad 2z patturinn hverfur lika pvi:

Py = 27TR3U/ sin(6) cos(#) cos(20)df = 0. (3.33)
0
Pannig ad raftvipélveegio er null Viyipen(©) = 0 (sem endurspeglast einnig i pvi ad

Py (cos @) kom ekki fyrir { yfirbordshledsludreifingunni o (6, ¢)).
Vid athugum naest a0 fjérpélafylkid er samhverfa fylkio

Q:m: Qxy sz 1 )
(Qij] = | Qua Quy Qy-|, Dbarsem Q;; = 5 / (37“/7‘/ - (7“,)2) 8i5)p(F)dr’. (3.34)
sz sz sz
Pannig a0 vio faum:
1 9 R%(3sin?0cos® ¢ — 1) Qua Q-
[Qis] = 5 / do dpR? sin fog cos(260) [ 3R?sin? 6 cos psing R2(3sin?fsin? ¢ — 1) Q-
0 0 3R?sinfcosfcos¢ 3R%cosfsinfsing R*(3cos?d —1)
—%Rloy 0 0
= 0 —%Rlog 0
0 0 IRl

En par med héfum vio ad

Vierpou(r) = 47T€10r3 ij_lf i Qij = 47“107“3 (FefeQun + PyfyQyy + 272Qs2)
= 47T€10T3 (sin2 0 cos® ¢ (—??;Rzlao) + sin? @ sin® & (_?7;]#00) 1 cos2d (11(3;]%40()))
= 410:(?:3 : % (2 cos? f — sin? 0)
4
= 14522?3; <3COS2 0 — 1)
= legs(ing(cos 0).

(c) Par med hofum vid synt ad rafmeettio sem ad vid reiknudum { (a)-lid er jafnt linulegri sam-
antekt & rafmeettinu frd einpdl og pvi fra fjorpol, p.e. V' = Vinpon + Vijerpsn. Pvi eru engin
onnur framlog fra heerri fjolpdlaveegjum.

- 12 —



4 Heimadaemi 1. februar

Daemi 7. Kila med geisla R og midju { upphafspunktinum er ar rafsvarandi efni med rafviotak
sem er hao fjarleegd fra mioju

X0

Xe(T) 7" (4.1)
en utan kilunnar er tém. I midju kdlunnar er frjdls punktrafhledsla g.
(a) Finnid svidin D, E og P inni { kdlunni.
(b) Akvardid bundinn hledslupéttleika p, og o sem fall af stadsetningu.
(c) Akvardid rafsvidid utan kalunnar.
Lausn: (a) Rafsvidid er gefid meo:
W’Iﬁ ef r 2 R.
ar sem €(r) = €9(1 + xe(r)) = €0 (1 + X0r). Petta gefur pvi a0:
R
5 54 .
D= E(T)E = m’lﬂ, (43)
fyrir 6ll > 0 og par med feest ao:
¢, B ¢ ofr <R
_ . iy roefr ,
P =epxe(r)E = { IR - (4.4)
0 ef r > R.
bvi rafviotakio er x.(r) = 0 utan kalunnar fyrir r» > R.
(b) P4 athugum vio ad 7 = 7 bannig ao:
X0
S q r" q X0
o flr=r = Prlr=r yr—k %T|T_R RET+ xo (4.5)
og
S o 10 10 (q 2%r
=-V.P=——_"(*P)=-- | L&
Po r2 or (T r> r2 or (47r 1+ 2%
X0 X0,) _ (X0)2
__ 4 e (L+ %) — (38)"r (4.6)
472 (14 X0 7«)2
__¢ R
4mr? (1 + 397r)?
(c) Sja (a). Vio getumlika athugad meo 16gméli Gauss a0 fyrir r > R feaest ao:
R
Qinni =q+ Ub47TR2 + A 4777“2Pb(7“)d7“ =4q, (47)

sem gefur ad E = Ty fyrir 7 > R.

Tegr?

,13,



Dzemi 8. Oendanlega langur vir ber rafstraum I eftir z-4s og annar vir ber straum I eftir y-as.
(a) Finnio segulsvidid i punktinum 7= (a, a,0) { kartesarhnitum.
(b) Gerum ni rad fyrir a0 prioji virinn beri straum I3 eftir z-dsnum. Finnid segulsvidid

fra virunum premur { punktinum 7 = (a, b, ¢) meo a, b, ¢ # 0.

Lausn: Latum nsegja ad leysa (b)-lidinn pvi (a)-lidurinn fest fyrir b = a, ¢ = 0 og
I3 = 0. Me0 bvi ad skoda eftirfarandi myndir:

sést ao:
c
3 pol =5 ~ pols 0 =5 __ hols

By oy = — 1071
2w + e?)

En par med er segulsvidio fra virunum premur gefid meo:

cly blg

o . . 50 (a+c%) — (a?+b?)
B = By_yir + Byfvir + B, —vir = % (ag-{-glﬁ) B (bZC—{-ch) : (4'9)
b]l als

02 +c2)  (a?+c?)
en par med verdur svarid 1 (a)-lid pbegar vid metum i b = a, ¢ =0 og I3 = 0.

" I — I
B(a)fliéur = MO( - 2)73 (410)

2ma

— 14 —



5 Heimadaemi 8. februar

8. Langur sivalningslaga leidari med geisla R og midju & z-asnum ber einsleitan rafstraum-
béttleika J = Jo.

(a) Finnio steerd og stefnu segulsvidsins inni { sivalningnum.

(b) Nu er sivalningslaga holriim me0 geisla p borad ut ur leidaranum. Holrimid liggur
eftir endilongum sivalningnum og samhverfuas pess er i fjarlegd a fré z-asnum,
bannig ad a + p < R. Finnid segulsvidid inni { holriminu ef gert er rad fyrir ad
straumpéttleikinn { leidaranum utan holrimsins sé hinn sami og i (a)-lid.

Lausn: (a) Samkveemt l6gmali Ampéres, VxB= Moj, feest a0 ef r < R pé er:
B.zm«:fé.diz/(ﬁ x B) -da:uo/f-dazuojma (5.1)
heildarstraumurinn er sidan Ij,; = JomR? bannig ad vid héfum ad:

B {é,ungqg ef7’<R,_{“2° 7, ef r <R,

B J
%q@ ofr>R, ”°<—2)f><77 ef r > R.

(5.2)

(b) Sama nidurstada og i (a) gildir um sivalning med midju { @ og med geisla p og bar sem
a0 rafsvidin leggjast saman pa feest:

. L R R . 1
Bheid = B — By = %J X 77— %J X (F— &) = %J x @ = 5poJaj. (5.3)
9. Vigurmeetti fra sisteedum straumpéttleika ma skrifa:
A= Ho 3. j(F/)
AfF)y="—|[ d 5.4
(T) 47‘(‘A r |,’:»_77/|7 ( )
(a) Leioio ut eftirfarandi jofnu fyrir segulsvioio fra straumpéttleikanum:

5o B0 [ g J(F) X (F =)

B(r) = —/ d°r . 5.5

(b) Synid ad segulsvidid 1 (a)-lid uppfylli V.-B=0.

Lausn: (a) FAum ad:

e e o [ ae (T
B(7) =V x A(F) 47T/‘/d7“v><<|f,_7_”| (5.6)
Ho 3,/ 1 S o > 1 >>
=— /[ d J — 5.7
o [ (‘F_F/’VX ) - J( XV(’F_M (5.7)
Mo/ 3, J (") X (7= i)
=— [ d°r 5.8
Ar Jv 7 — ) (58)
Par sem vid notudum ad V (\F—lm) = —|;:;l|3 og V x J(7') = 0 pvi J(') er fall af 7.

(b) Pa faest V- B =V - x A(F )) = 0 bvi rét vigursvids er sundurleitnilaus.

,15,



6 Heimadaemi 16. februar

Daemi 11. Kila med geisla R og midju 1 upphafspunktinum ber jafndreifda rafhledslu @) og snyst
med fostum hornhrada w um z-asinn.
(a) Reiknio segultvipélveegi ktlunnar.
(b) Finnio segulsvioio i fjarleegd r > R fra kilunni 4 (i) z-d4snum (ii) x-dsnum.
Lausn: (a) Petta minnir 4 ttreikning fyrir hverfitregdu kilu. Vegna samhverfu { ¢

stefnuna er pvi paegilegt ad skipta kilunni nidur { hringlaga gjardir med geisla rsinf i haed
z =rcosf. P4 er framlagio fra slikri gjoro:

digisry = dImr? sin® 02 (6.1)
par sem a0 straumurinn i hverri gjoro er gefinn meo:

_dg _ wdg wpr? sin Odrdfdeo

dl = 6.2
T 27 27 (62)
En pad pyoir ao:
- 1 4 . 3pa
dMgjsry = ——wpmr® sin”® 02 (6.3)
27
En par med alyktum vid ad segultvipdélvaegi ktlunnar er gefid meo:
R ™ ™ 1
m= / difigiory = / dr / df / dp—wprrtsin® 02 (6.4)
0 0 0 27
sem gefur pvi eftir ad vid tegrum og notum ad p = 4i%3 ad
L1 224 .
m = gQwR Z=mz. (6.5)
(b) Reiknum nu segulsvioiod fré pessum segultvip6l samkvaemt
Buoipon (7) = 22 13 - #)7 — 173] (6.6)
P 47r3
i (i) er 7= rZ bannig ad vio faum:
5 o O s LN
Bivipsn(0,0,r) = ppm—: [B(m-2)2 —m] = 53 (6.7)
en i (ii) er ¥ = r& pannig ad vio faum:
— 5 AN A o m N
Biyipsn(r,0,0) = 4i2‘3 [B(m - 2)E —m] = —Z;irgz. (6.8)

,16,



Dzemi 12. Oendanlega long sivalningslaga spéla med geisla a og midju 4 z-4s hefur n vafninga 4
lengdareiningu. Um vir spélunnar fer rafstraumur I. Holrtimio inni { spélunni inniheldur
efni med breytilegt segulvidtak y,,(s) = XU%’ par sem s er fjarlaegdin fra samhverfuisn-
um og yo er fasti. Finnid svioin H og B inni { spélunni og alla bundna strauma.

Lausn: Par sem ad spélan er éendanlega 16ng er ekkert segulsvid utan spélunnar. Pvi
er segulsvidio inni 1 spolunni gefid med 16gmali Ampéres sem:

B = pnlz = po(1 4 xm(s))nl, fyrir s < a. (6.9)
En betta gefur pvi ad: - 1=
b 8 b H=—-B=nlz, fyrir s < a. (6.10)
o
sem og . ~
M = xmH = xm(s)nlz, fyrir s < a. (6.11)

Bundni straumbéttleikinn er pvi gefinn med:

9
88X

par sem ad vi0 reiknudum rétina i sivalningshnitum. Faum sidan ad bundni yfirbordsstraum-

2xolns

m(s)In) § = b (612)

Jy =V x M =V x (xm(s)Ing) = — 2

péttleikinn er gefinn meo:

K, = M x Ns=a = Xm(8)INZ X §|s=g = XoIncf;. (6.13)

,17,



7 Heimadaemi 22. febrtar

Daemi 13. Leidandi kila med geisla R; er umlukin kiluskel med innri geisla Ry og ytri geisla Rs.
Kiluskelin er ar efni med rafsvorunarstudul e og edlisleioni . Utan vid kuluskelina er
tom. Klukkan ¢ = 0 ber kulan rafhledslu Qg en kuluskelin er 6hladin.

(a) Akvardid stzerd og stefnu rafsvidsins { fjarleegd 7 fra, midju kialunnar klukkan ¢ = 0.
Skodio tilfellin r < Ry, R <71 < Ro og Ry < 7 hvert i sinu lagi.

(b) Finnio yfirborospéttleika bundinnar rafhledslu & ytra yfirboroi kiluskeljarinnar klukk-
ant = 0.

(c) Akvardid rafhledsluna sem leidandi kilan ber sem fall af tima fyrir ¢ > 0.

Lausn: (a) Hofum ad:

—

0 ef r < Ry,
E(f) = ;9,7 of Ry <r <Ry, (7.1)
P ef 1> Ry.

(b) Klukkan ¢ = 0 er skautunin gefin med P= EOXOE = (e — ) E. P4 er:

L Q ( 60) Qo
b filr=r, = (€ — €0) dneRl ¢ ) 4rR2 (7.2)
(c) Vio athugum ba ad:
d 7 o
d?:—I(t)=—/J-d6:—U/E-dc_i:—UQ, (7.3)
€

pbar sem ad vid notudum 16gmal Ohms J=0FE{ pridja jafnadarmerkinu. En par med alyktum
vio ad hledslan hnignar sem fall af tima samkvaemt:

Q(t) = Qoe <" (7.4)

,18,



Daemi 14. Ferningslaga straumlykkja med hlidarlengd L er stadsett 1 xz-planinu med midju { upp-
hafspunktinum og hlidar samsida hnitadsunum klukkan ¢ = 0. Lykkjan hreyfist & fostum
hrada ¥ = vg2 1 ytra segulsvioi

=, BQLZ
B(r) = 2+ (7.5)
par sem By er fasti.

(a) Finnio spanstrauminn J(¢) { lykkjunni ef hin hefur vidndm R.
(b) Teiknio graf J(¢) i (a)-lio.
(c) Akvardid oll gildi 4 timanum ¢ bar sem J(t) = 0.

Lausn: (a) Vio athugum ad fledid { gegnum gjordina eftir ad hin hefur ferdast um
d = vot er gefid meo:

+Ltugt +Ltuot 512 .
_ _ 2 ; o 0 2 ) +§+U0t
Dp(t) = / B(z)Ldz = BoL / 7l = In(L2 + 2 )}_%mt (7.6)
7é+v0t 7%4»1}01‘/
ByL? L L
- 02 (ln <L2 + (vot + 2)2> —In <L2 + (vot — 2)2)> : (7.7)
En pa er spanstraumurinn gefinn meo:
1 d® ByL? Lot Lyt
J(t) = —=228 _ D0l 2% 2 %0 . (7.8)
R dt R L2 + (5 +wt)?  L? 4 (5 — vot)?

(bc) Athugum ba ad Jmin = J(0) = —%. Athugum einnig hveneer a0 J(t) = 0 (sem er
reyndar (c)-lidurinn). FAum ba ao:

5L
J(1)=0 = Tz:l:i—. (7.9)
2 Vo
Par ad auki er tLHin J(t) = 0". Grafid verdur pvi:
A
r= g
Vo
T o
4Bo L
Jmin = — 50Rv0
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8 Heimadaemi 29. februar

Daemi 15. Imyndum okkur segulsvid, B = bytz { sivalningshnitum, sem er 6hdd stadsetningu og vex

linulega med tima.

(a) Gerid rad fyrir samhverfu um z-as og finnid vigurmeetti A sem gefur B og utfra pvi
spanada rafsvioid. Gera ma rad fyrir ad rafmeettio sé V = 0.

(b) Synid med heildun aod 16gmél Faradays sé uppfyllt fyrir sérhvern hringferil i z = 0 plani

med midju & z-asnum.

Lausn: (a) Par sem ad rafmaettid V' = 0 b4 héfum vio ad

ot~ ot’

I sivalningshnitum gefur pvi seinni jafnan ad:

s A_ e g (104, 04\, 0As 0A\ . 1[0 L 0AgN
bot? = B V><A—<S 9% 3z>8+<6z 8s>¢+5< sAg) )z (8.2)

Vid sjaum ao:
- ~ 1 ~
A= A¢(Z5 = §bost¢ (8.3)

leysir hlutafleidujofnuna. Spanada rafsvidio er ba gefid med:

o S
E=-22 = “pyso. 4
5 5b0s¢ (8.4)
(b) Logmal Faradays segir sidan a0
. . 0B
E=—— 8.5
V x 5 (8.5)

En pegar ad vid tegrum pad umhverfis hringferil med geisla s 1 z = 0 plani med midju 4
z-asnum pa feest:
1 = o 0 0
—5bos - 2ms = 7413 Al = by = o (bot - 7s2) = —bors™. (8.6)

sem stemmir & badum hlidoum jéfnunnar.

— 20 —



Daemi 16. Tveer hringlaga straumlykkjur med geisla a og sjalfspanstuoul L liggja i z = 0 plani i
fjarleegd d > a hvor fra annari.
(a) Reiknio vixlspanstudulinn milli lykjanna { leegstu ndlgun { a/d.
(b) Hver er heildarorka kerfisins pegar straumur I fer réttszelis um baodar lykkjurnar?

(c) Hver er heildarorka kerfisins pegar straumur I fer réttseelis um adra lykkjuna og andseelis
um hina?

(d) Finnio addréattarkraftinn sem verkar & milli lykkjanna 1 (c)-lio.

Lausn: (a) Skooum lykkjuna sem straumurinn fer alltaf réttseelis um. Segultvipdlveegi

hennar er
m = ma’I. (8.7)
Segulsvidio fra tvipélnum mé reikna samkvaemt:
Biwipon(7) = 4i:3 [3(m - #)7 — ] . (8.8)

Vio viljum meta segulsvioio i (d,0,0) svo vio fAum ao:

= . a?l |
Bivipsn(d, 0,0) = —ﬁm = _uZd?) 3. (8.9)

bar sem a0 d > a megum vid gera ba nalgun ad segulsvidio sé um pad bil fast inni i gjéroinni

i fjarleegd d svo ad flaeedid ma meta samkveemt:

= 2 por a’
(I)B ~ iBtvipéll(d,0,0) sTaT = :{:Tﬁl’ (810)
par sem a0 efra formerkio samsvarar pvi ad straumurinn fari réttseelis 1 seinni gjoérdinni og
nedra formerkid samsvarar pvi ad straumurinn fari andsaelis { seinni gjordinni. Par med

alyktum vio ad vixlspanstudullinn sé gefinn meo:

4
m™a
M = My = ‘%ﬁ (8.11)
(b)-(c) Pa er heildarorka kerfisins:
1 1
E= 5LI? + 5LI2 — MyoLh 1. (8.12)

bar sem ad sidasta formerkid var valid pbannig ad lykkjurnar finni fyrir fréhrindikraft i (b) en
aodrattarkraft { (c). Loks notum vid syndarvinnu og skodum hvad gerist pegar d — d + 9.
P4 faest ao:

porl?a*  porI?at d>5 3pomI?at
A3 4d+06)2 T 4dt

bar sem ad vid Taylor-lidudum { sidasta jafnadarmerkinu. Samanburdur & vinstri og haegri

F§=dW = E[d] — E[d + §] = s, (8.13)

hlio jofnunnar gefur pvi a0 addrattarkrafturinn er

B 3poml?at

F
4d*

(8.14)
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9 Heimadaemi 7. mars

Daemi 17. Gefum okkur ad { tilteknu efni sé py = 0, J =0 og 1 = po en skautunarsvidid P(r t)
gefid fall af tima og stadsetningu. Synid ad ef Z (7, t) er lausn & jofnunni:

- 027 15
2
Z — _—
\% €0L0 5 o

og svidin E og B eru skilgreind meo:

Lo - o 1= - - 07
E:VX(VXZ)—fP, BzeoMOVx—,
€0 ot
ba uppfylla svidin Maxwellsjéfnurnar,
S o - o . - 0B 5 - - 8D
V-D=psy, V-B=0, VXxE=—— VxH=J+—.
pf 8 ot 8 T

Lausn: Vio athugum fyrst a0 meo pvi a0 nota ad:
Vx(Vx2) =V (v.2)- vz

b4 faest ao:

Vid athugum bé ad:

= ¢V - (VXVXZ)—O—pf,

par sem ad vid notudum ad rét vigursvios er sundurleitnilaus. Athugum neest ao:
. L - o7
VxB=Vx Eo,UoVX 0,
ot
par sem ad vid notudum ad rét vigursvios er sundurleitnilaus. Athugum neest ao:

- 027 S 0*Z 9B
YO —Ho€o (%2 = o

par sem a0 i 60ru jafnadarmerkinu notudum vid a0 stigulsvid er rétlaust. Athugum loks ao:

O 1 = o7z 9 D -
VXH:VX(/m)_fOVXVXat 6t(€0VXV><Z) at—l—Jf.
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Daemi 18. Tvo sammidja kiluyfirbord med geisla a > 0 og b > a eru i einsleitu segulsvioi B = Bys.
Kuluyfirbordin eru umlukin témi og bera jafndrfeifda rathledslu, samtals +Q i r = a og
—Qir=ha.
(a) Akvardid heildarhverfipungann um upphafspunktinn { rafsegulsvidinu.
(b) Nu er haegt og rélega dregid tur styrk segulsvidsins nidur { nill. Spanad rafsvidid
veldur kraftveegi & kuluyfirbordin sem feer pau til ad sntast. Finnid hverfipunga
hvors kuluyfirbords um sig 1 lokin ef gert er rad yfrir ad pau séu kyrrsteed i byrjun.

Lausn: (a) Purfum ad reikna hverfibungapéttleikann 0= 7x g par sem ad § = egE x B

er skriopungapéttleiki rafsegulsvidsins. Vid héfum pegar ad B = By svo vid athugum ao:
= Q.
P

F=
dmegr?

fyrir a<r <b.

En { kdluhnitum er B = By2 = By (COS 07 — sin 6@) Svo:

cos 0 cos ¢
S B 0, Bysin 6
L=7TXg=1rF X GOLT’ x By (cos OF — sin 90) @Bosin 0= @Bosin cos 0 sin ¢
dmegr? A7y A7y -
—sin

Til pess a0 fa heildarhverfibungann pa tegrum vid péttleikann yfir videigandi raimmalsfrymi:

OBy sin 0 cos 6 cos ¢ 1
Lheid —/ dr/ do dqbr 51n9407w cosfsing | = —gQBo(b2 —a?)z.
—sinf

2m 27
bar sem ad & og § peettir hverfipungans veittu ekkert framlag pvi [ df cos¢ = [ dfsin¢ = 0.
0 0
(b) Skodum eftirfarandi mynd:

asinf

Spanada rafsvioid ma reikna ma 16gmali Faradays fyrir sérhverja lykkju umhverfis z-dsinn
pbannig ao:

- ®
Ey2n(asinf) = %E ~dl = —dd—tB = —m(asinf)

,dB.
dt
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pvi flatarmélsvigurinn er samstefna segulsvidinu. Petta synir pvi ad:

1 . dB, -
at

=
Il

En par med héfum vio ad kraftveegio sem a0 verkar a kiluskelina fyrir slika gjoro er:

dB, . -

1 B, -
dtrx¢:—§a d

dt

. 1
dFa:FX dFE:—§a

par sem ad d@Q = ocdA = &dfl er hledslan { érsmaedarflatarmalinu dA = a2 sin #dfd¢ en
petta purfum vid sidan ad tegra yfir yfirbord kuluskeljarinnar med geisla a p.a. vio faum:

cos 6 cos ¢

B,
Ta—/ df d(ba Sln@(—SQ s1n9d) cosfsing | ddde =

B
2 Z A
di =

th

3

—sin 6

En af pessu leidir ad hverfipunginn er 7, = ddL“ svo vid alyktum ao:

1
= chﬂBoz

med s6mu adferd feest Ly = —1Qb? Bo?.
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10 Heimadsemi 14. mars

Daemi 19. Tveimur flétum rafsegulbylgjum sem ferdast { somu att { tomi er 1yst med eftirfarandi
bylgjuféllum, par sem a € C er fasti,

E(1)(2,t) = Re[Ege'"*D]z, E(9)(2,t) = Re[aEpe' "Dz

(a) Reiknio meoalafl 4 flatareiningu i hvorri bylgju um sig.

(b) Reiknio medalafl & flatareiningu { bylgjunni sem er 1yst med:
E(z,t) = Eqy(2,t) + Egg) (2, 1).

(c) Hvada skilyroi parf fastinn a € C ad uppfylla til ad medalaflio i (b)-lid sé jafnt
summu medalaflsins fyrir bylgjurnar tveer { (a)-1io?
Lausn: (a) Til bess ad reikna medalafl & flatareiningu b& purfum vid ad meta:

- 1

I=|(5)= |<%E>< B)|

Athugum fyrst a0 rita mé:
E(l)(z, t) = |Ep| cos(kz — wt + ¢1)2, E(z)(z, t) = |Epl|a| cos(kz — wt + ¢2)z.

par sem ad ¢1 samsvarar fasahorni tvinntélunnar Ey og ¢9 samsvarar fasahorni tvinntélunnar
aFEy. Vid skulum pvi byrja & pvi ad syna hvernig dkvarda ma segulsvioio B(z,t) ef ad vid
bekkjum rafsvioid E(z,t). Samkveemt Maxwells-jofnunum er:

., 0B
VxE=_-2
X ot

En vid athugum ad fyrir E(z,t) = E(g)(z, t) feest ba ad:

k 0

0 X ] . 85(2)
E(g)’m 0 0 0

En par med sjaum vid eftir ad vid tegrum med tilliti til tima ¢ ad
— k ~ 1 A
B(z)(z, t) = ;|E0Ha| cos(kz —wt + ¢2)y = E|Eg||a\ cos(kz — wt + ¢2)7.
Almennt sjadum vid med pessari adferd ad fyrir skautunarvigur 7 faest:
= -, N = _, 1 = 5 7 A~
E(r,t):\E0|cos(k-r—wt+¢>n gefur ad B(r,t):f]Eo\cos(k-r—wt+¢)k><n.
c

En par med hofum vid synt ad:

1 = . 1 2, 12 9,7 R
=—F By = —|E k-r—wt

S(g) m (2) X D(2) MoC| Q| \a| Ccos ( r—wt + ¢)Z
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Vid alyktum pvi ao:

E -
/ S ydt = [Eol"|al” ollal” / cos?(k - 7 — wt + ¢)dt
HoC 0

| Eol*]al® / .
= — 1 2 -2 2
Syic 3 A ( —|—cos< k-7 — 2wt + d)))dt

|Eo*laf®

=—32

2#06

par sem ad vid notudum ad cos(2z) = 2cos?(x) — 1 og ad pegar ad vid tegrum hornafsll yfir
heilt margfeldi af lotu pess pa faest ndll. En par med héfum vid synt ad:

1
2upc

1 1
I = |Eof, L= lal?|Eo|?, Ly = =—|Eo|*[1 + a?
Hoc 2p0c

bar sem ad { sidasta jafnadarmerkinu nyttum vid okkur ad Re[z] + Re[w] = Re[z + w]. Til
bess ad 115 = I + I pa barf:

14al* =1+ |a?
En ef a = a4+ i er tvinntala pa faest annarsvegar ao:
R
en hinsvegar a0
H+a=[14+a+ifP=0+a)?+8=1+a>+5>+2a

svo vid alyktum a0 pa parf o = 0 en pa hefur a = i einungis pverhluta en engan raunhluta.
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Daemi 20. Flot rafsegulbylgja lendir undir innfallshorni 8; a sléttum skilfleti i z = 0 milli tveggja
einsleitra efna med € = €1, p = pu; ef 2 < 0 og € = €2, 0 = w2 ef z > 0. Rafsvidi
innfallsbylgjunnar er lyst med:

E1(F,t) = Re[Eg e (Friet)g

med k; = kj (sin07& 4 cos A;2) bannig ad bylgjan er linuskautud pvert & innfallsplanid.

(a) Akvardid segulsvid innfallsbylgjunnar.
(b) Akvardid élduvigrana kg og kr fyrir endurkastsbylgjuna og gegnstreymisbylgjuna.

(c) Notid jadarskilyrdi fyrir rafsegulsvioio i z = 0 til ad leida 1t Fresneljofnurnar fyrir linu-
skautun pvert & innfallsplanio:

1—ap 2
Eop = B Eor=|——)E
0,R (1—}—045) 0,15 0,T (l—i—aﬁ) 0,1
pbar sem
_ cosfr N2
~ cosf;’  peng

Lausn: Hér er skautunarvigurinn 7 = § og med sému adferd og i deeminu & undan ma
akvarda segulsvioid med pvi a0 reiknas:

kr x i = (sin @7 + cos072) x § = sin ;2 — cos 017

1 o 1 L
Bi(Ft) = - Re[Fy, rel(Frm et for s = - RelBy, et (FIT=0)] (4in 0,5 — cos 0;) .

Af medfylgjandi mynd mé dkvarda élduvigrana kr og kr og ut fra peim athugum vio ao:

kr =sinfrl — cosOrz
kr = sin07Z + cos Oz

Op = arcsin(E sind;)
______________ N9

kr =sin0;% + cos 07z

kr x i = (sinfpd — cosOrZ) X § = sin ;2 + cos O,
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par sem ad vi0 notudum 1 sidasta jafnadarmerkinu ad 6; = r. Héfum einnig ad:
kp x A = (sin@p& + cosOrz) X § = sinOpz — cos Oz

en af pessu leidir pvi ao:

. L o 1 -
ER(7,t) = Re[Ep re'"n "]y, Bg(7,t) = — Re[Eg re’ ™ ™“!|(sin 0,2 + cos 074),
U1
og
o e _ 1 e
Er(7,t) = Re|Eg pe'*Fr Tt g, Br(7,t) = — Re[Eo e *r ™% (sin 672 — cos 72),

V2
notum sidan jadarskilyrdin E"l‘ = Eg og ié! = iéﬁ i z =0 til pess ad f4 ad annars vegar
Eo 1+ Eor = Eor

og hinsvegar ao:

1 /—cosO; cos0; 1
— (EOJ + Eor | = cos O Ey 1
241 U1 U1 H2v2
seinni jofnuna ma umrita & formio:
14101 COS O
Eor — Eor = Eor = aBEyr.
LoV oS Of

En betta er linulegt jofnuhneppi fyrir hlutfollunum Eo 7/ Eo 1 og Eo.r/FEo 1 sem hefur lausn:
Eor 2 Eor 1-ap

EO,[ Oé-i—ﬁ’ EO,I_1+OZB'

sem var pad sem syna atti.
Itarefni: Til gamans getum vid einnig reiknad endurkaststudulinn R og gegnstreym-
isstudulinn 7" en peir eru gefnir meod:

1 2
R= Ir _ 2o Por (1—aﬁ)2
= = = ,
1 2
T Il _ 2MWEO’TCOSHT 2045( 2 )2‘
Ir ﬁE&I cos O 14+ ap

En af pessu leidir pvi ad:

1—a6>2+ ﬁ( 2 )2 1 —2aB + o2p% + 4ap <1+a5>2 .
(6% = — —
1+ap 1+ap (14 aB)? 1+ap

Brewster-hornid verour sidan pegar ad pad er ekkert endurkast og R = 0 p.e. af = 1. En

R+

bad gerist einmitt pegar:

2,2 2,2

. HT — HRTY

0 ster = arcsin | ([ H—5—5= |.
Brewster ( n% (H% — ,Uf%) >
Takid eftir a0 { sértilvikinu begar p; = po bé sést ad Brewster-hornio er éskilgreint ef skaut-
unarvigurinn liggur pvert 4 innfallsplanio. Pessi nidurstada gildir ekki ef skautunarvigurinn

liggur samsioa innfallsplaninu pé er 05 = arctan(%).
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11 Heimadsemi 21. mars

Dzemi 21. Flot rafsegulbylgja med 40 MHz tidni og 12,5 W /m? styrk lendir 160rétt & yfirbordi sjavar.
(a) Hvert er ttslagio Ep ; { innbylgjunni?
(b) Akvardid rafsvioid { endurkastsbylgjunni og { bylgjunni { sjénum undir yfirbordinu.
(c) Reiknid styrk endurkastsbylgjunnar.

Gera ma rad fyrir eftirfarandi eiginleikum saltvatns: € = 72¢p, p = po og 0 = 4,0 ﬁ

Lausn: (a) Vid athugum fyrst ao:

1 121
I() = *GOCEgI — EQ I = 20 = 97,0 V/m
2 ’ ’ €QC

(b) Innbylgjan stefnir pa i ki = ki2 par sem k; = £ =083 %. P4 verour endurkasts-
bylgjan i stefnu k r = krZ par sem kr = —kj en gegnstreymisbylgjan med kr = kr2. Rafsvidid
parf a0 vera hornrétt & dtbreidsluna svo pad er edlilegt ad velja skautunarvigur rafsvidsins

fiy = &. Par meod er

= ~ . ~ ]{,’ - )
EI(Z;t) = E‘OJel(kIZ—"Ut)i.7 B[(Z,t) — UIEOJez(kIz—wt)g.
= ~ . ~ :IC B )
Er(z,t) = E07Rez(kszwt)£’ BR(Z,t) _ UREQRez(kszwt)g
Er(z,t) = Bypeitre—etg, B(zt) = UTEO,Tei(ETZ7th

Fresnel jofnurnar fyrir pessa uppstillingu eru gefnar meo:

- 1-3)\ - - 2 -
Eor = <1+B> Ey 1, Eor = (1 T B) Eo 1

par sem

];’T = E(/'i‘T + iKT)
w

og

2 2
kr=w |21 1+<J> , kr=w |2 214 1+<0>
2 €W 2 €w

Vid athugum ad fyrir bessa uppstillingu er ogaipvatn = 4,0 ﬁ7 Esaltvatn = (2€0 OF [lsaltvatn = 0O
bar a0 auki sem w = 27 f = 251 MHz bannig a0 vid faum ao:

d d
kr =256 . kp =246,  sem gefur B = — (kr +irt) = 30,6 + 29,4i.
m m w
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Pvi hofum vio ao:

D 1-p A% LV
EO,R = ( B~> EO,I =-93,7-3.1i E — 9378673,11 Ry

14+ 06 m

5 2 A% Vv

Eor = ( ~> Eo;=33—31i— =45 %™ _,

1+p ’ m m

(c) Vio dlyktum bvi ad styrkur bylgjunnar er gefinn med:
=12
I 1—
R=7 = In=RI= 121 gy = 09341 = 11,7 W /m?.
I

Daemi 21. Rétthyrndur bylgjuleidari med leidandi veggjum hefur 4cm X 3cm pversnid. Inni i
bylgjuleidaranum er loft.
(a) (i) Hverjar eru brjar leegstu proskuldstionir fyrir rafsegulbylgjur i bylgjuleidaran-
um? Um hvada sveifluheetti er a0 raeda?
(ii) Hver er gripuhraoi radandi sveifluhdttar vio proskuldstioni naesta sveifluhattar?

(b) Akvaroid yfirbordshledslupéttleikann sem fall af stadsetningu og tima innan 4 veggj-
um bylgjuleidarans i radandi sveifluhaetti.

Lausn: (ai) Proskuldstionirnar fyrir TE og TM sveifluhaetti { bylgjuleidaranum eru

= (3 G)

Vio faum bvi eftirfarandi toflu fyrir fyrstu gildin &4 (m,n) svo vid dlyktum ad lsegstu prjar

(m,n) | (1,0) | (0,1) | (1,1) | (2,0) | (0,2)
fmn|GHz] | 375 | 50 | 625 | 7,5 10

tionirnar eru fi9 = 3,75 GHz, fo,1 = 5,0GHz og fi11 = 6,25 GHz. Fyrri tveer tidnirnar geta
einungis verid0 TE sveifluheettir en f11 getur verid baeodi TE eda TM sveifluhattur.
(aii) Gripuhradinn er pa gefinn med:

vy =cy/1— (wZ”>2 — 1 <f7}”‘>2 = 0,66c.

(b) Fyrir (m,n) = (1,0) ba hofum vido TE sveifluhdtt og lausnin er gefin med:

E, =0, B.(xz,y) = By cos(mﬂx> cos(w) = By cos(m).
a b a
En petta tvennt akvaradar hin gildin 4 rafsvidinu pannig ao:
i OE, 0B,
: <w/c)2k2( ar Y ay> ’
B 1 (kaEZ 8Bz> w 5. (mU) wabBy . (713:)

= —w = — sin = sin| —

Yo (w/e)2 — K2\ oy ox m2/a® P a a T a
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(0,b) (a,b)
E-dA=—E,(0,y) E-dA = E,(a,y)
<] F—>

.
(07 0) l (a, 0)

bar sem vid notudum ad (w/c)® — k* = k2 + k] = (%)2 + (%)2 = g—; bvi (m,n) = (1,0) hér.
Litum sidan & eftirfarandi mynd:
En par med sjdum vio a0 samkvaemt 16gmali Gauss ma reikna hledslupéttleikann & hverri
hlid samkvaemt:

= inni 1
j{E cdd =9 B b)deds = o, b)dadz
€0 €0

svo vid alyktum ad:
j B
o b) = waeoosm<7”«“>
T a

Meo sOmu adferd sést ao:

) B
o(0,5) =0, o(a,y) =0, a(a:,o>=—“"‘“”sm<”).
v a

Timahae0id dkvardast pvi af pvi ao:

| B
o(2,b, 2, ) = Relo(z, b)ei k=0 — —““”sm(”

— | sin(kz — wt
- a)sm(z wt),

par sem k = 1/wZ —wyg. Eins feest ad o(z,0, 2, t) = 22080 gin (T2) sin(kz — wt).
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12 Heimadaemi 4. april

Daemi 23. Rafsvari med rafsvorunarstudul €; > ¢y og segulsvorunarstuoul pp fyllir z < 0 halframio

en i z > 0 halfriminu er tém. Fl6t rafsegulbylgja inni i rafsvaranum lendira z = 0

yfirbordinu undir innfallshorni 6.

(a) Feerio rok fyrir pvi a0 flot gegnstreymisbylgja it 1 témid { z > 0 sé bvi adeins fyrir
hendi a0 innfallshornid uppfylli 6 < arcsin(«/eo / 61). Fyrir steerri innfallshorn en
betta faest fullkomid innra endurkast { rafsvaranum en pad er slik hegdun sem gerir
ljésleidara mogulega.

(b) Vio fullkomio innra endurkast med 6 > arcsin(\/%) er rafsvidid reyndar ekki
null { tominu utan vid rafsvarann { z > 0 heldur er par bylgja & forminu:

E(7,t) = Eoe " cos(kx — wt)f, med k= YL sin2g - 1, og k= w\/asin 6.
C €0 C €0
Petta er svonefnd hverful bylgja sem berst samsida yfirbordi rafsvarans og hefur
utslag sem fellur med fjarleegd fra yfirbordinu. Finnio tilsvarandi segulsvid pannig
ad Maxwelljofnurnar séu uppfylltar fyrir z > 0.
(c) Akvardid Poyntingvigurinn 4 sveedinu z > 0 og synid ad medalafl 4 flatareiningu sem

hverfula bylgjan ber i z-stefnuna sé null.
Lausn: (a) Pa gildir ao:
n1sin#y = ne sin @y = sin s (12.1)

bvi ng = 1 pvi fyrir utan er tém. En sin 0y < 1 til pess a0 pad sé gegnstreymi svo vid dlyktum
ao:

. . 1 . (v . € . €
nisinth <1 — 6; < arcsm() = arcsm(l) = arcsm(1 /,uoo> = arcsm( 0).
ny c Hiel €1

Sem gefur nidurstéouna. B
(b) Skooum hverfulu bylgjuna og athugum ad Maxwelljafnan VxE = —%—f gefur na ao:

V x E = —8,E,& + 0, Ey2 = kEge ™" cos(kx — wt)i& — kEge " sin(kz — wt)3.  (12.2)
En pa faest ao:
o 5 o E
B(7,t) = — / V x Edt = er_’“ (ksin(kz — wt)@ + k cos(kx — wt)2) (12.3)

(c) P4 er Poynting-vigurinn gefinn med:
J L = 53 E(Z) —2Kz 2 A . 5
S=—ExB=—e¢ (k: cos”(kx — wt)& — Kk cos(kxr — wt) sin(kx — wt)z) . (12.4)

Ho How
En pad gefur pvi a0 medalaflio & flatareiningu er gefio med:
17 1 EZ
(S:) = T/o dt (—Mo(je_%‘z; sin(2kx — 2wt)> =0, (12.5)
1 E?
Sp) = — e 2, 12.6
(8:) = 5. e (126)
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(b) Er alltaf heegt a0 velja kvordun b.a. V (7, t) = 07 Rokstyojio.
(c) Er alltaf haegt ad velja kvordun b.a. A(7,¢) = 07 Rokstydjid.

Lausn: (a) Viljum syna a0 almennt megi finna A(7,¢) pannig ao:
0=7 A =7 (A+V))
I kdluhnitum er A = A,7 + Agf + A¢q5 og VA= gAf + %g—é r81n98¢¢ b.a.

N 19x, 1 X O\
(Ar+A90+A¢¢+r+9+¢> (A+ ):o.

00 rsin @ d¢

En par med alyktum vio ad med pvi ad velja:
— / A,dr,
ba er Poincaré-kvardaskilyrdio uppfyllt.
(b) Latum V(7,t) vera gefid meetti. P4 med bvi a0 velja:

t
:/V@ﬂﬁ
0

ba feest samkveemt undirstédusetningu steerofreedigreiningarinnar ad

ox

"7 — r _ — r _'N = r — r —
VI = VG - S =V = 4 (/vm |) =V - v o,

Pvi mé alltaf finna slikan kvaroa.

(c) Gerum r4d fyrir ad slikur kvardi sé til p.a. til sé A(7,¢) pannig ad A’ =

Dzemi 24. (a) Synid ad alltaf sé haegt ad velja svonefnda Poincarékvérdun, bar sem 7- A(7,t) = 0.

(12.7)

(12.8)

(12.9)

(12.10)

(12.11)

A+VA=0

fyrir gefio ff(F, t). En bad geefi b4 ad B=VxA=Vx0=0. En petta er métsdgn pvi pa

veeri B = 0 alltaf.
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13 Heimadaemi 11. april

Daemi 25. Punktrafhledsla ¢ hreyfist med fostum hornhrada w eftir hring med geisla R { zy-plani
og midju i upphafspunktinum. A timanum ¢ = 0 er hledslan i punktinum (R,0,0).

(a) Akvardid Liénard-Wiechert meettin i punktinum (0,0, 2).
(b) Akvardid rafsvidid og segulsvidid { upphafspunktinum sem fall af tima.

(c¢) Finnid heildarafl rafsegulgeislunarinnar sem berst fra punkthledslunni ef wR < c.

Lausn: (a) Almennt eru Liénard-Wiechert maettin gefin med:

<L

1 qc

V(7 t) = S— A7 t) = =V(F1). 13.1
()= e A= ZVEY (13.1)
Vid byrjum & pvi a0 athuga ad { 7= (0,0, z) ba feest:
— R cos(wt;)
2 =7 —t,) = | —Rsin(wt,) | . (13.2)
z
Sem gefur pvi ad 2 = |2 | = VR? + 22 bar ad auki sem
—wRsin(wt,) —w?R cos(wt,)
U=1w(ty,) = | wRcos(wt,) |, a=1(t,) = | —w?Rsin(wt,) | . (13.3)
0 0
Vid athugum ao:
2 T = wR?sin(wt,) cos(wt,) — wR? sin(wt,) cos(wt,.) = 0. (13.4)
En petta gefur pvi ao:
— sin(wt,)
1 q e pogqw R
V(0,0,z,t) = —_— A(0,0,2,t) = —————=] cos(wt, . 13.5
0020 v AT g | ol | (139

Athugum einnig ad hér er 2 = ¢(t — t,) bannig a0 t, =t — %\/ R? + 22,

(b) Vio h6foum synt ad

— Z i ~
E(F,t) = ﬁqeom |:(C2 —'UQ) ’l,_[—i— 7 X (ﬁx Ef)} s II: clr — '(7 (136)

Vio getum sér i lagi sett z = 0 { atleidslunni fra pvi 4dan pannig ad:

— R cos(wt;) wRsin(wt,) — ccos(wty)
Z = | —Rsin(wt,) |, @=c2 —¥U=|-wRcos(wt,) — csin(wt,) | . (13.7)
0 0
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Vid athugum bé ad:

i i =cR. (13.8)
sidan er
i@ xd=—R32 (13.9)
og par med
2 x i x @ =w R (sin(wt,)& — cos(wt,)7) (13.10)
pbar med alyktum vid ao:
L . R s as Rw sin(wt,) — cco.s(wtr) w3 R3 sin(wt;.)
E(0,t) = Treq (Re)? (¢ —w’R?) | —Rwcos(wt,) — esin(wt,) | + | —w?R3 cos(wt,)

0

c

0
2
— cos(wty) + £ sin(wt,) + (%) cos(wt,.)

= L : R R 2 .
= Trega? | —sin(wt) — <L cos(wt,) + (2 sin(wt,)
0
Segulsvidio er sidan gefid med:
30 L B foqw
B(0,t)=~4 x E(0,t) = . 13.11
( ) ) c X ( ) ) ArR z ( )

(c) Nt hefur 6gnin midséknarhrédun aniy = w?R bannig ad Larmor-formilan gefur ad
heildarafl geislunarinnar er gefin meo:

pog’a® _ pog*w' R?

6me 6re

Prarmor = (1312)
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Daemi 26. Tveer agnir med gagnstaedar rafthledslur +¢) hreyfast eftir x-asnum & hrada v 4 moti hvor
annarri. Pzer maetast {1 upphafspunktinum klukkan ¢ = 0 og mynda 6hladna samsetta
6gn. Finnid seinkudu meettin V (7, t) og A(7,t).

Lausn: Skodum fyrst adra hledsluna sem hefur hledslu +q og stefnir fra vinstri til haegri.
Stadsetning hennar er w(t) = 0t = (4vt,0,0). Skilyrdid 2 = |2 | = |7 — @(t,)| = c(t — t,)
gefur pvi

\/(x —vt,)2F 22 =c(t —t,) = (2 —v*)t2 —2(Pt —va)t, + P —r? =0 (13.13)
sem er 2. stigs marglida fyrir seinkada timanum %, sem hefur lausn:

2 or) + 2 or)2 (2 = o272 — 22
N G S G ) e ol | Gl ) (13.14)
ct —v

par sem ad vid skilgreindum r? = 22 4+ y? 4 22. Vid veljum neikvaeda formerkio en pad gefur
okkur ad rita megi seinkada Liénard—Wiechert maettid fyrir 6gnina sem:

Vi (7, 4) 1 qc qc 1 qc 1
T = pury - = = .
o dmegcr — 2 -0 dmeg At —t,) —v(x —vt,)  4dmeg /(2 — vx)? + (2 — v2)(r? — c212)

bar sem ad i sidasta jafnadarmerkinu notudum vio seinkada timann ¢, { jéfnu (13.14). Petta
gefur pvi ad seinkada vigurmeettio fyrir 6gnina er gefid meo:

1

" 4reeg V@t —v2)? + (2 = 02) (2 — 32) (13.15)

o O <

Med sama haetti ma adkvarda seinkada Liénard—Wiechert maettid fyrir 6gn sem hefur hledslu
—q og ferdast 1 neikvaeda stefnu z-as. Pao gefur pvi ad ¢ =& —q og v — —v pannig ad:

~ dmeeg V (At +vr)?2 + (2 —02)(r2 — 2t2)

S qc 1
Vo(F 1) = — , 13.16
21 t) dmeg /(2 +vx)? + (2 — v2)(r2 — 2t2) ( )
v
- 1
o, q 0 (13.17)
0

Samanlogd vigurmeettin fyrir ¢ < 0 eru pvi gefin meo:

Lo gc 1 !
VD = fre <\/(62t — 022+ (=) (7 =) (P +va) + (2 — 0?2 - Cztz)) ’

o w ) 1 )
AP = e, (\/(0275 — (@ =) =) | @it (@ — ) - Czt2)> "

Fyrir ¢ > 0 ba er hinsvegar V' = 0 og A=0 fyrir alla b4 punkta par sem ad ljésbodin hafa
nad a0 berast. Pad er ad segja fyrir alla punkta pannig ad r < ¢t pa eru baedi maettin nill en
fyrir alla punkta par fyrir utan gildir enn ofangreind nidurstada.
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Auka: Pad er frodlegt ad sjé petta myndreent eins og Griffiths dtskyrir petta. Adur en ad
beer rekast saman ma reikna rafsvidio fréd hledslunum samkveemt utleidslu Heaviside pannig
a0 teikna megi svioslinurnar med eftirfarandi haetti fra ntverandi stadsetningu agnanna Pad

tekur sidan tima fyrir upplysingarnar ad berast um pad a0 agnirnar hafi maest { upphafspunkt-
inum og myndad 6hladna samsetta 6gn. Myndraent méa synta petta med eftirfarandi heaetti:
Upplysingarnar berast um kilu med geisla r = ¢t pannig a0 innan { kilunni er heildarrafsvidoio

(og segulsvioio) nill. Hinsvegar fyrir utan kiluna er svioid gefid med beirri lysingu sem bad
hefdi haft eins og ef ad hledslurnar hefou ,fario i gegnum hvor adra“.
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