Heimadaemi 1: 22. agust

Daemi 2.4.7. Gauss-heildid

Latum A vera samhverft ferningsfylki sem uppfyllir fyrir sérhvern eiginlegan vigur [¢) # 0
ad veentigildid sé jakvaed rauntala, (1|A|) > 0. Synid ad pa gildi ad

o Z:DkAklitH-Z by, (271-)1\7/2 3 bkAg b

/dene (5 = —-— ¢ kit
det(A)

Lausn: Fylgjum radi Bellac og notum breytuskiptin 2’ = 2 — A~'b. Pad gefur ba ad

Tn =, + ZA;J-lbj , be Jazy=|2")+ A |p).
J

En b4 hofum vid ad (blz) = Z brxy = Z by, + by, ZA,W bj = (blz’) + (| A|b) .

Eins faum vid ad

x\A|x Z TpAx = Z (.’I};C + A;:sz)Akz(wf + Alzlbj)
k,l,i,j

= ZxkAklxl + Z ZL‘;CAklAZ_JIb + Z A;zlb'Akl.’EE + Z Al;zleAklAl_jle
k’l7.7 k7l72 k7l727]

= ZxkAklxl + Z 4. Opibj + Z bibir] + Y biduAL'b;
l,i,5
< '|Alz") + 2 <b\x )+ (blA” 1|b>
pbar sem ad vid notudum ad A er samhverft p.a. Ay = A og ad einingarfylkid megi rita sem

l

En betta synir pvi ad { Veldisvisisfallinu stendur

—— ZxkAklxl + Zbkwk =—c ((x |Al2")y + 2 (b|z") + (b|ATHb)) + (b]z’) + (b|A"|b)
k.l

= 5 (| Ala) + 5 (blA7 D).

En par med purfum vio ad reikna heildid
N
I(b) = e30147'D) / [] datye 34141
n=1

Ritum nit A & hornalinuformi bannig ad (2’| A|z’) = A\, (2/,)? og notum ad i einni vidd gildir ad
Ik e=39 gy = 2% Notum einnig ad det(A) = [, An. En ba héfum vid ad

N N 1/2 N/2
1 -1 1 /2 1 1 27 (2m) 1 1
I(b) = e3(blA~10) H/dxle Pa(ai)? = 30470 T < ) _ elA1E)
v i An det(A)

n=1



Daemi 2.4.8. Vixlar og margfold eigingildi

Latum A, B, C' vera brju ferningsfylki af sému vidd sem njéta

[A,B] =0, [A,C]=0, [B,C]#0.

Synid ad minnst eitt af eigingildum A sé margfalt.

Lausn: Latum a, vera eigingildi A med tilheyrandi eiginvigur |v,) b.a. A |v,) = ay |vy).
Gerum fyrst rad fyrir ad a, séu oll olik og synum ad pad leidi til motsagnar (alyktum af pvi ad
minnst eitt af eigingildum A burfi pa ad vera margfalt). Par ed A og B vixlast feest ad

AB |v,) = BA|v,) = Bay, |vn) = apnBloy)

med 60rum ordum pa er vigurinn |u,) = B |v,) eiginvigur A med tilheyrandi eigingildi a,,. En
par sem ad oll eigingildi A eru 0Olik pa eru eiginvigrar A sér i lagi linulega 6h&dir en pad pyoir
ad |u,) = B |v,) er samstefna |v,) svo bad getur mest munad fasta b,, & beim, b.e.a.s.

B |vn) = b |vn) ,

svo |vy,) er einnig eiginvigur B med tileheyrandi eigingildi b,. Eins ma segja um C' ad par sem ad
A og C vixlast eru til ¢, pbannig ad C'|v,,) = ¢, |vy) 0g |vy) er einnig eiginvigur C' med tilheyrandi
eigingildi ¢,,. P4 ma skrifa 6ll prju fylkin & hornalinuformi midad vid grunninn |vy,), b.e.

A= Z an [vp)vn|, B = Z bo lonfvn|, C = Z Cn [vn)vnl ,

En par med faum vid ad

— <an|vn)<vn]> (Zcm |vm>(vm|> > bncm [vn) (n|vm) (U] = ancn |on Yvn| =

n,m

En bad er i motsogn vid ad [B, C] # 0. Par med er a.m.k. eitt af eigingildum A margfalt. [J

Synideemi um pessa hegdun sem kemur upp sidar i namskeidinu: Skodum hverfipungafylkin

R (010 p (0 10 10 0
Ly=Ly,=—|10 1|, Ly=L,=-—=|-1 0 1|, Ly=L,=h|0 0 0 |,
ZAVEEE V2il o 1 g 00 —1
og smioum ur peim virkjann
1 00
LP:=L2+Ly+L?=2r* 0 1 0
0 0 1

P4 gildir ad [L? L] = 0 0og [L? Ly] =0en [Ly, L,) =ihL. #0. Hérer b4 A = L? B = L,
og C = L, { setningunni ad ofan og vid sjdum ad A = L? hefur prefalt eigingildi A = 1.



Heimadaemi 2: 29. agust

Dami 3.3.5. Grunnur fyrir tvivid ferningsfylki

Skilgreinum
_I_10 (01 (0 —i (10
oo=I=(y 1), oi=o=[(; ), oa=oy=|, ), e=c=(, ]
(a) Synid ad ef Tr(o,A) = 0 fyrir sérhvert n € {0,1,2,3} pa s¢ A =0.
3
(b) Synid ad ef A = 20 Anon bé sé A\, = 1 Tr(Aoy).

(c) Synid ad mengid {0, } myndi grunn fyrir ram 2 x 2 fylkja.

(d) Hvada skilyrdi purfa A, ad uppfylla ef A er Hermiskt?

Lausn: (a) Latum A = <Z Z) og faum

Tr(opA) = Tr(A) = a + d,
e )(: 9] o [(; 9]0
[ [ R (IR
et 2)(: -0 )]s

Skilyrdid ad Tr(o, A) = 0 gefur pviad a+d =0 og a—d =0 en ba er a = d = 0. Einnig hofum
vid ad c+b=00g b— c=0 sem gefur ad b = ¢ = 0. Pvi er eina lausnin A = 0.
(b) Nt ma rita

3
. Z (Aot A3 A=A
A= AnOn = <)\1 +idy Ao — )\3)

En bar sem ad sporid er rasad pa hofum vid samkveemt reikningunum tr (a)-1id ad

Tr(Aog) = Tr(ogA) = Ao+ A3+ Ao — A3 = 2,
Tr(Aop) = Tr(o1A4) = A1 +ida + A1 —idg = 2\,
Tr(Aoy) = Tr(o24) =i (A —ida — A1 —iXg) = 29,
Tr(Aos) = Tr(o3A) = Ao+ A3 — Ao + A3 = 2)\3,

sem gefur nidurstoduna.



(c) Til bess ad syna ad {0, } myndi grunn fyrir fylkjaramio pa neegir okkur ad syna tvennt:
(1) heegt er ad skrifa sérhvert 2 x 2 fylki sem linulega samantekt af {o,,}.
(ii) stokin i {0y} eru linulega 6had.

bag fyrra leidir af pvi ad

1 1 1 1 a b
5(a+d)ao+§(b+c)al+§(b—c)o2+§(a—d)og_ (C d)‘

3
b.a. grunnstokin spanna fylkjaramid. Hid sidara leidir af bvi ad ef Y. A0, = 0 ba gildir ad

n=0
Ao+A3 Ar—ix) (0 O
A1+ Ao — A3 “\0 0
sem gefur ad A\g = A3 =0 og Ay = A2 = 0.
(d) Ef A er Hermiskt pba gildir ad

At =A — (/\00‘0 + A\o1 + Aoy + )\303)Jr = (/\00‘0 4+ A\o1 + Agog + )\303)

en Pauli-fylkin eru einoka, sjalfoka og Hermisk svo sér i lagi feest par sem ad pau mynda grunn
fyrir fylkjaramid ad A\, = A, svo 6ll gildin purfa ad vera raungild.



Daemi 3.3.7. Levi-Civita taknio

(a) Synid ad
Z €ijk€imk = 0510jm — Oim0j1.
k

(b) Notid nidurstéduna hér 4 undan til ad syna ad @ x b x &= (@ - &)b — (@ - b)é.

(c) Reiknid ) €;jk€rk-
ik

(d) Synid ad

I
ﬂl
<L

VxVxA

Lausn: (a) Byrjum & pvi ad rifja upp ad:
+1 ef (ijk)=(123),(231),(312),
€k = —1 ef (ijk) = (213),(132),(321),
0  annars.
Heegt er ad takna €;;;, algegbrulega sem steerdina €, = %(z —7)(j — k)(k —1i). Eins er haegt ad
takna Kronecker-delta taknid algebrulega sem d;; = (1 — (i — 7))(1 + (i — j)).
Athugum sidan ad:
3
Z €ijk€lmk = €ij1€lm1 T €ij2€Im2 + €i53€1m3.
k=1
Byrjum & pvi ad skoda lidinn €;;1€;,1. Hann hverfur ef einhver af visunum 4, j,1,m er jafn 1. En
bad gefur pvi einungis fjora moéguleika sem parf ad skoda:
(1,7) = (2,3) eda (3,2), (I,m) = (2,3) eda (3,2).

Sjaum ad i pessum fjorum tilvikum ba hverfa beedi €;j2€m2 0g €ij3€1m3. Skodum pvi:

3
e (i,5,l,m) = (2,3,2,3) ba: kZ €ijk€lmk = €231€231 = 1 = 022033 — 023032 = 0410jm — Oim 051
—1

3
o (i,7,l,m)=1(2,3,3,2) ba: > €ijr€imi = €231€321 = —1 = 623032 — 922033 = 610 — Simji-
=1
. . 3
o (i,7,l,m) =(3,2,2,3) ba: > €jr€imk = €321€231 = —1 = 032023 — 933022 = 610 — Sim i
k=1

3
o (i,7,1,m) =(3,2,3,2) ba: > €jreimr = €321€231 = 1 = 033022 — 932023 = 910 — dimIji-
k=1

Eins fast hin tilvikin med pvi ad skoda €;jo€1m2 08 €j3€m3 (getum ba notad rasada eiginleikan

til a0 fara yfir i tilvikin fjégur hér ad ofan).



(b) Nt ma rita krossfeldi tveggja vigra a forminu:

((f X g)z = Zeijkajbk

J:k
Faum béa ao:

@xbxd)i=Y egraj(bx

J.k
= Z €k €kimbiCm
J.klm
= > €ijkcimkaibicm
Jk,lm
= Z 115]771 — im jl) a]blcm
Jlm

= E ajbicj —ajcibj

o) o)

—(@- &b~ (@-5) e
(c) Faum ba

Zﬁijkﬁljk = Z (0i1055 — 6ij6j1) = 30y — iy = 20y.
J.k J

(d) Faum béa eins og adur

(VxVxA),;= Zﬁz'jka](6 1)),

ik

= Z €ijk€imk0jO01Am
7,k,lm

= Z (010 jm — 6imbj1) Oj01 Am,
7lm

0,0iA; — 0;0; A;)

' ajAj) -~ (Za;) A,

—,

A) - V24

=0

R

(
(V

=V



Daematimi 2: 28. agust

Dami 2.4.6. Eiginleikar ofanvarpsvirkja

Latum P; og Po vera ofanvarpsvirkja 4 Hq og Hs. Synid ad
(1) P1Pq er ofanvarpsvirki & Hi N Hsa ef og adeins ef [Py, Pa] = 0.
(ii) Py + Po er ofanvarpsvirki ef og adeins ef PPy = 0.

(iii) P1 + P2 — P1Ps er ofanvarpsvirki & Hy U Ha ef [Py, Ps] = 0.

(iv) Latum € vera virkja sem er bannig ad P = QfQ er ofanvarpsvirki. Synid ad ba s¢ QQF
einnig ofanvarpsvirki.

Daemi 2.4.10. Jakvaed fylki

Vid segjum ad fylki A sé ekki-neikveett ef fyrir sérhvern eiginlegan vigur |¢) # 0 gildir ad
veentigildid (¢|A|¢) > 0. Vid segjum ad fylkid sé jakveett ef (¢|A|p) > 0.

(a) Synid ad naudsynlegt og naegjanlegt skilyrdi fyrir pvi ad Hermiskt fylki sé ekki-neikveett
sé a0 Oll eigingildi pess séu ekki-neikvaed.

(b) Synid ad bo svo ad rauntalnafylki sé jakveett pa sé bad ekki naudsynlega samhverft.

Dami 3.3.2. Sporger skautunarsia

(a) Lysid sporbaugnum sem eftirfarandi skautunarastand skilgreinir
2 2
@) = Ale) +ply), A+ |pl” =1,

Med A\ = cosf og p = sinfe™. Synid ad skammés og langas sporbaugsins eru gefnir med

a,b= % (1 + \/1 — sin?(26) sinQ(n)>

og ad sporbaugnum hafi verid sniid um horn v par sem tan(2y) = tan(26) cos(n).

(b) Synid ad astandid
|@1) = —Tilz) + Aly)
sé hornrétt & |®) og kemst pvi ekki i gegn um (A, 1) skautunarsiuna.

(c) Synid ad eiginleikar (A, 1) skautunarsiunnar eru obreyttir ef i stadinn ad vid notum
A\ = cos 0=, @ = sin fe'M

med 1 = 1y — 1. Synid ad petta gefur sama ofanvarpsvirkja Ps.



Dzemi 3.3.4. Adrar lausnir 4 jofnu (3.45) i Bellac

¥ o0

0 e

—1

vl

Latum U = (e 7

> = e~5 |0)0| + €% |1)(1] og skilgreinum |£) = - (|0) £ [1)).

(a) Reiknid U |£).
(b) Synid ad Ut = U~

c gt er a0 nota til a0 skilgreina hnitaskipti — = . eiknid hvad sli
H 0 U til ad skilgreina hnitaskipti A A UTAU. Reiknid hvad slik

. . . . . 0 1 0 —i 1 0
hnitaskipti gera vio Pauli-fylkin o, = (1 O) Oy = (1 0 ),O’Z = (O _1>.

(d) Jafna (3.45) i Bellac segir ad
cos(a — ay) = cos @, cos(a — ay) = sin¢.

Synid ad annad hvort er o, — oz = 5 eda oy — ap = —5 og stingid pessu inn {

;o 0 e—iax . 0 e—iay
T eia, 0 ) Oy = eiay 0 :

Daemi 3.3.6. Ad taka veldisvisisfall af Pauli-fylkjunum

(a) Latum p € R? vera einingarvigur og latum & = (04,0y,0) bar sem ad Pauli-fylkin eru

gefin med
/01 (0 =i /1 0
9%2=\1 0) %=\ o) 27 \o -1)°

L0 = A
~i%6D _ Teosl — (5. 5)sin .
e cos 5 i(c p)sm2

Synid ad

(b) Ferningsfylki A er einoka ef ad andhverfa bess A~! = A bar sem AT er adokafylkid. Mengi
allra einoka ferningsfylkja er tdknad med U(n):= {4 € C""|A~1 = AT}. Hlutmengid
SU(n) := {A € C"™"| A~! = AT, det(A) = 1} er sérstaklega ahugavert.

Latum nt A = (¢ %) vera 2 x 2 tvinntalnafylki. Synid ad til pess ad A € SU(2) b4 parf

c=—bog d=a. Med 6drum ordum, synid ad rita megi sérhvert stak 1 SU(2) & forminu
a b 2 2
A= 3 a) par sem ad la|” +1b]" = 1.

(c) Finnid tvo fylki A og B sem eru bannig ad e‘e? = e(4+B) b6 svo ad [A, B] # 0.



Daematimi 2: 28. aguast - Lausnir

Dami 2.4.6. Eiginleikar ofanvarpsvirkja
Latum P; og P vera ofanvarpsvirkja & Hy og Ho. Synid ad
(1) P1P2 er ofanvarpsvirki & Hq, N Ha ef og adeins ef [P, Pa] = 0.
(ii) Py + P9 er ofanvarpsvirki & Hi @ Ho ef og adeins ef P1 Py = 0.
(iii) Py + P2 — PPy er ofanvarpsvirki & Hy U Hso ef [P, P2] = 0.

(iv) Latum Q vera virkja sem er pbannig ad P = QfQ er ofanvarpsvirki. Synid ad ba sé
QO einnig ofanvarpsvirki.

Lausn: Fyrir ofanvarpsvirkja gildir ad
P’=P, s4samt PI=P
Stundum er paegilegra ad syna ad PTP = P til ad syna ad P sé ofanvarpsvirki.

(i) (=) Latum Py P, vera ofanvarpsvirkja & H; N Hy bar sem ad baedi Py og P, eru ofanvarps-
virkjar. Pa faest ad

PP, = (PPy)? = (PP (P.P) = PJPI PP, = P}P P, = P}(P,P,)! = PJP] P! = P,P,.
(<) Gerum nu rad fyrir ad [Py, P»] = 0 og synum ad ba sé P; P» ofanvarpsvirki. Faum

(PP (P\Py) = P] P PP, = P,P?P, = P, P,.

(ii) (=) Latum P; + P, vera ofanvarpsvirkja. Pa faest ad
P+ Py= (P +P)? =P+ P;+PP,+P,P =P + P+ {P, P}

svo {P1, P} = 0.

(<) Hin attin synir ad ef {P;, P} = 0 ba sé P; + P, ofanvarpsvirki.

Synum loks ad ef P, og P, eru ofanvarpsvirkjar pa gildir ao:

{P,P} =0 < PP, =0.
Athugum ad ef {Py, P»} = 0 ba feest
0= —-P)(PiPo+ PyP)= (I —P)PP=PP — P PP
En pad pyoir ad PoP, = PPy P svo
(P,P))? = PP PP, = P,P,P, = PP,

svo P, P, er ofanvarpsvirki en ba er baedi [Py, Po| = {P, P2} =0 svo PPy = P,P; = 0.
(iii) Faum ad

(P + P, — PP,)? = P} + PPy — P{P, + P3P, + P§ — P,P,Py — PiP,P, — PP,P, + PP,P\ P,

=P +P,— PP,

(iv) Latum P = QfQ. Pa er sér i lagi PT = (QfQ)T = QfQ = P.



Daemi 2.4.10. Jakvaed fylki

Vid segjum ad fylki A sé ekki-neikveett ef fyrir sérhvern eiginlegan vigur |¢) # 0 gildir ad
veentigildid (¢|A|¢) > 0. Vid segjum ad fylkid s¢ jakveett ef (¢|A|¢) > 0.

(a) Synid ad naudsynlegt og naegjanlegt skilyrdi fyrir pvi ad Hermiskt fylki sé¢ ekki-
neikveett sé ad Oll eigingildi pess séu ekki-neikvaed.

(b) Synid ad bo svo ad rauntalnafylki sé jakveett pa sé pad ekki naudsynlega samhverft.

Lausn: (a) Par sem ad A er Hermiskt hefur pad raungild eigingildi samkveemt rofsetningunni
og vid getum pvi ritad pad & hornalinuformi

A= "ayn)n|, ) = tnn)

P4 faest ad

(Y| Aly) = (Zw ) Zajljxj'\ (%jwm)

= Wiav (il) (|k)

1,5,k

=) WFaibioj

i7j7k

= [enlfar > 0
B

Detta barf sér i lagi ad gilda fyrir hvada [¢)) sem er. Sjaum ba med pvi ad velja [¢) = |n) ad vid
héfum synt ad a,, > 0 fyrir 6ll n en bad pydir einmitt ad naudsynlegt og naegjanlegt skilyri sé
a0 Oll eigingildi A séu jakveed.

(b) Skodum fylkio:

Pad er jakveett pvi

2T Az = (2 y)(_ll 1)@#% y)(_”y)=x(x+y)+y(—x+y)=x2+y220-

r+y

Hinsvegar er

AT:G _11)7AA

bar ad auki eru eigingildi A gefin med 1 + 1.



Daemi 3.3.2. Sporger skautunarsia

(a) Lysid sporbaugnum sem eftirfarandi skautunarastand skilgreinir

©) = Alg)+uly), AP+ =1

(b) Synid ad astandid
|@1) = —Flz) + Aly) ,
sé hornrétt & |®) og kemst pvi ekki i gegn um (A, 1) skautunarsiuna.
(c) Synid ad eiginleikar (A, x) skautunarsiunnar eru 6breyttir p6 ad vid notum

A = cos fe'=, W = sin fe" |

med 7 = 1, — 7). Synid ad betta gefur sama ofanvarpsvirkja Pg.

Lausn: (a) Par sem ad [\|* 4 |u|* = 1 b4 getum vid valid
A = cosd, p = sin @e=
P4 verda x og y peettir rafsvidsins gefnir med eftirfarandi stikun
(Ex(t)) e [(on\e_’:‘”t)] _ ( Ej cos 0 cos(wt) ) '
Ey(t) Eoue™ ™t Eysin 6 cos(wt — 1)

Viljum ntina skoda grafid sem stikunin af punktunum (E,(t), Ey(t)) skilgreinir.

E,(t)/Eo

-1 —0.5 0 0.5 1 -1 —0.5 0 0.5 1
Ey(t)/ Eo Ey(t)/Eo

Mynd 1: A vinstri myndinni er baid ad teikna stikunina fyrir § = Togn=7. A beirri haegri er
b1id ad teikna { raudu eftir ad snaid hefur verid um horn ¢ par sem ad tan(2¢y)) = tan(26) cos(n).

Til pess a0 akvarda langas og skammaés sporbaugsins sem og hornid sem parf ad snia spor-
baugnum um pé athugum vid ad venjulegur sporbaugur uppfyllir

2 2
T+l -
a? = b2
Nu eetlum vid ad snta sporbaugnum um horn ¢ en til pess méa nota snuningsfylkid

_(costY —siny
R(v) = (Sinw cos )



Andhverfan er sniningur { 6fuga att, b.e. fylkid R(—y) = R~1(v) = (_C(S)isnw ” 22 z) Skodum
bé ad

()-moG) we §)-ev)- (s

Petta gefur pvi a0 jafna sporbaugsins verdur:

8

22 y? (costi+sing)?  (—sin & + costp§)?
1:_+_2: 2 +
b a b2

cos?yp  sin?e\ _ sin?y)  cos2e _ 1 1Y . s
( e )x2+( =t )y2+(;—b—2)sm(2¢)xy-

En betta gefur pvi ad rita megi sporbaug sem snaid hefur verido um horn 1 & forminu

1 = a@? + B§* + 27,

2 ) 12 2 1 1
() () (b

Fyrir E = (Ex) b4 faest ad
By

med

E? = cos? f cos?(wt),

E.E, = % sin(26) cos(wt) cos(wt — 1)
= % sin(26) cos(n) cos? (wt) + 411 sin(20) sin(2wt) sin(n),
E; = sin? 6 cos®(wt — 1)
= sin% 0 [0082 (wt) cos(2n) + sin?(n) + % sin(2wt) sin(277)}
Skrifum betta pa at og sjaum ad til pess ad
1=aF?+ ﬂEs +vE.E,
= Bsin?(0) sin(n) + cos?(wt) [a cos? 0 + B sin?  cos(2n) + % sin(26) cos(n)}
+ sin(2wt) [é sin? 0 sin(2n) + % sin(260) sin(n) | .

Af pessu sjaum vid ad

1 4 cos(n) 1+ cot?n
USRI = o =
sin? @ sin? 7 7 sin(26) sin?(n) cos?

En betta gefur okkur pvi jéfnuhneppio:

cos? 1 sin? sin“y __ o = 14-cot?n
a22 b2 - 00529 ’
sin” ¢ cos? cos“Y
TaZ + T T ﬁ sin? 6s1n n’ )
1 4 cos(n
(a2 ) Sln( ) " sin2(0) sin2(6)



Med pvi ad umrita adeins efri tveer pannig ad
Lt (= ) st
Bt (G~ ) costy -

sem gefur okkur pvi ad mismunurinn er

(i - i) cos(2y) = a—

a2 b2
og pvi feest ad

tan(2y) = P i tan(20) cos(n).

(b) Faum b4 ad

(@1[®) = (—p(a[ + X {y) (A]z) + uly)) = —pA (z|z) — 4® (aly) + X (ylz) + A (yly) = 0.



Dzemi 3.3.4. Adrar lausnir & jofnu (3.45) i Bellac

150 b v
w | =e7"2|0)X0] + €'2 |1)X1] og skilgreinum |+) = - (|0) £ |1)).
2

Latum U =
( 0 e’ V2

(a) Reiknid U |+).
(b) Synid ad Ut = UL
(c) Haegt er ad nota U til ad skilgreina hnitaskipti A — A’ = UTAU. Reiknid hvad slik
. . . . . (0 1 (0 —i (1 0
hnitaskipti gera vio Pauli-fylkin o, = <1 O) yOy = (Z 0 ),az = (O _1>.

(d) Jafna (3.45) i Bellac segir ad

cos(a — ay) = cos @, cos(a — ay) =sing.
Synid ad annad hvort er oy — oz = § eda oy — ap = —5 og stingid pessu inn {
- 0 e o - 0 et
Oz = eiaw 0 ) Uy = eiay 0 .
Lausn: (a) Faum ad
1 e~ /2

U\i>=(e—l’%\o><0|+ei%|1><1\)( <|o>i|1>>)= 75 (=),

S

2

(b) Faum ad UTU =T svo Ut = UL,
(c) Vid faum ba ad
0 e 0 —ie" 10
Ulo,U = (e_w, 0 ) # 05, UloyU = (ie_w 0 ) # oy, Ulo.U= (0 _1> =0..

Notum pattunarreglur hornafalla. Athugum ad

cos(a — o) — cos ¢ = —%in(%mb) sin(%f@ﬁ) 0

sem gefur annad hvort ad a — a; + ¢ = 0 eda ad a — ap — ¢ = 0. Athugum sidan naest ad
T _

sin¢ = cos( 5 qb) sem gefur pa eins med pattunarreglum hornafalla ad

cos(a — ay) —sin¢ = cos(a — ay) —cos(g - ¢) = —2sin(a —ay+ 5 — ¢> sin(a - ay2— 3 +¢) =0

2
sem gefur pa ad annad hvort er a —ayy + 5 — ¢ eda a — ay; + ¢ — 5. N verda a, og oy, ad vera
6haod a svo af pessum fjorum hugsanlegu méguleikum koma adeins tveir til greina:

s 5 T
ay—az—g, eda ay—ax—?

Veljum o, = 0 og bé gefa fylkin { lysingunni { fyrra tilviki ad ¢, = 0, og 6y = 0,. En seinna:

_ (01 A
=1 o) T\~ 0)



Daemi 3.3.6. Ad taka veldisvisisfall af Pauli-fylkjunum

(a) Latum p € R? vera einingarvigur og latum & = (04, 0y, 0,) bar sem ad Pauli-fylkin

eru gefin med
(01 (0 —i (10
%2=\10)0 i o) =7 \0 -1)°

02,5 0
e‘zg""’zlcosi—i(c?-ﬁ)sini.

Synid ad

(b) Ferningsfylki A er einoka ef ad andhverfa bess A~! = AJr par sem A er adokafylkid.
Mengi allra elnoka fermngsfylkja er tdknad med U(n) := {A e Cn| AL = AT}.
Hlutmengio SU(n) := {A € C™" | A7 = At det(A) = 1} er sérstaklega dhugavert.

Latum na A = (¢ 4) vera 2 x 2 tvinntalnafylki. Synid ad til pess ad A € SU(2) ba
barf ¢ = —b og d = @. Med 6drum ordum, synid ad rita megi sérhvert stak i SU(2)
4 forminu

A= (_ag 2), par sem ad la)® + b]* = 1

(c) Finnid tv6 fylki A og B sem eru bannig ad ede? = e(4+5) b6 svo ad [A, B] # 0.

Lausn: (a) Vid byrjum & pvi ad athuga ad
400 0> AT +00 L
—i(&p) _ (_150 ‘p) _ (_Zi) S
€2 p_z n! _Z n! (@-p)
Byrjum & pvi a0 athuga ad

(& ’ ﬁ)z = (U:Eﬁa: + Uyﬁy + Uzﬁz)2

= ﬁicf? +py0y +p20’ +ﬁzﬁy{0270y} +ﬁmﬁz{axaaz} +ﬁyﬁz{0yaaz}
= |p[ I=1.

bar sem ad vid notudum ad fyrir Pauli-fylkin gildir ad pau eru sjalfoka b.a. 02 = 05 =o2=1.

Par ad auki héfum vio ad {o,,0y} = {04,0.} = {0y,0.} = 0. En bar med sjaum vid ad fyrir
sléttar tolur n = 2k gildir ad

@@ -p)*F =1, en fyrir oddatolur @ p)*tt = (- p).

Par med faum vid ad

—i%(-p) - (_Zg)n = AN
SRS (@)
n=0
=2 (- ig)% f 0)2k+1
=1
= (2k)! — 2k+
+o00 k(0 2k +o00 k(60 2k+1
DR L = DR (E) O oo o (0
— 7 _ ) =7 Z) - . ~ .
£ (2h)! io p)kzzo 2k +1)! cos{ 5 ) —i(d-p)sin{ 3



(c) Latum

Pa er

[A,B] = AB — BA

=(7 ) 2 (5 S )

_ -2 qr B S —

R 0 —n2
0 2m

-5 %) #o

svo A og B vixlast ekki. Nt ma hornalinugera B pannig ad rita megi:

_ (1 E\[(ir 0 1 —
B =PAP _<01 0 —ir)J\0 1 )

En par me0 er

Sidan er
Hofum sidan ad

Pa er

10



Heimadaemi 3: 5. september

Daemi 4.4.2. Hnikunaradferdin

Veentigildi vigursins |¢) er skilgreint sem steerdin (H), = %.

(a) Synid ad ef veentigildid hefur utgildi i |p) = |p), b4 sé |¢), eiginvigur H.
(b) Latum |p) = |p()). Synid ad ef
9 (H)

v(a)
Oo

a=ag
ba sé Em < (H) (o, €f ao samsvarar laggildi en (H) ) < Enm ef ag er hagildi.

(c) Skodum nu tvivitt kerfi med Hamilton-virkja & forminu
"o (a +c¢ b )
b a-—c

6(e)) = ((j))) |

sin( 5

Latum sidan

og akvaroid gildin & ap med pvi ad leita ad utgildum (p(«a)|H|p(a)).

Lausn: (a) Hnikum fellinu (H),, med pvi ad skoda [¢) = [¢o) + & |¢) bar sem ad [to) er
utgildi fellisins. Vid faum pé ad

. W) _ (Gl + (o) H (1) +516)
vl (Gl + el (1vo) + 6 10)
— 1 2
= Tl + 25 (i) + 015 (#olHIe0) 520 (elH o) + O(5))

_ ! (1_25@’0’@+0(52>)(<goo|H|goo>+26<w|H|wo>+0(62)>

(tolbo) (1holvbo)
_ (o[ H]tpo) (lHvo)  (YolH|to) (plto)
(olto) +25( ($olo) (¥olto)” )

par sem i pridju linu notudum vid (1+z)" ~ 1+nzx. Afleida af felli F'[f] er sidan skilgreind b.a.

e—0 €

og til pess ad finna tutgildi pa krefjumst vio ad fellaafleidan hverfi en pad pyodir ad

( (p|Hltbo)  (tholH|to) <90|1/10>) _0
(Polto) (olto)”

fyrir 61l |p) en med sma umritun pa sést ad pad gefur einmitt ad

H o) = % o) = (H)y, [0)




svo sér 1 lagi er utgildid eigingildi & H en par med parf pad naudsynlega ad vera steersta eda
minnsta gildid.

(b) Petta leidir beint af (a).

(c) Vid athugum fyrst ad

(H) (o) = ((a)[Hlp(a)) = (cos(§

)
= (cos(g) sin(g)) (1(;:3;;(0%

o(a)

= a+ bsin(«) + ccos(a).

sem gefur pvi ad

9 <H><p(a) . b
o0 - bcos(a) — esin(a) =0 = |tan(ag) = o

Athugum sidan ad eigingildi A m4a dkvarda samkvaemt

a+c—\ b

O=det(A—)\I):det( b 4\

)=(a+c—)\)(a—c—)\)—b2

sem gefur ad

A =a+ Vb2 + 2.

En pad er einmitt pad sem ad vid faum ef ad vid stingum ag = arctan(b/c) inn 1 (H),,,)-



Daemi 3.3.7. Timapréun fyrir tveggja kerfi med tvo eiginastond

A B
#=n(y 5

midad vid grunninn [+) = (}) og |[-) = ({). Eigingildi og eiginvigrar H eru gefnir med:

Litum & Hamilton-virkjan

Ei = +hV A2+ B2, |x+) = cos = |:|:> + sin — |:F)

(a) Latum |p(t)) = ci(t) |[+) + c_(t)|—) takna astandid vid tima ¢. Akvardid diffur-
jofnuhneppid sem ad studlarnir ¢4 (t) og c_(t) njota.

(b) Latum upphafssastandid vera gefid med:
lp(t = 0)) = [9(0)) = Alx+) + p[x-)

med | A2+ |u> = 1 og bar sem ad |x+) takna eiginastond Hamilton-virkjans. Synid
ad rita megi

e (t) = Xe HH/2 cos — e/ 2gin ¢ ;

med 2 = 2v/ A2 + B2. Synid ad auki ad ¢4 (t) + (%)2 ct(t) =0.

(c) Gerum rad fyrir ad ¢, (0) = 0. Akvardid A og u upp ad fasa sem og c, (t). Synid ad
likurnar 4 ad finna kerfid i astandi |+) vid tima ¢t eru gefnar med

p(t) = sin? f sin? (%)
(d) Synid ad ef hinsvegar ¢y (t = 0) = 1 ba sé

t t
c4(t) = cos — — icosfsin —.
+(t) 5 5

Finnid p4(t) og p—(t) 1 bessu tilfelli.

Lausn: (a) Skodum pa Schrédinger-jofnuna

L d[y())
ih 7

= H (1))
sem gefur pa & fylkjaformi

{z’hc’+(t) h(Acy (t) + Be_(t)),
ihé_(t) = h(—Ac_(t) + Bey(t)).

(b) Rifjum upp (og leggjum aherslu &) ad fyrir eiginastond Hamilton-virkjans pa gildir ad

i xs) = eTE )



og eins fyrir [y_) og bar sem ad timaproun i kerfi er 1yst med pessum heetti pa er paegilegast ad
timaproa kerfi midad vid eiginasténd Hamilton-virkjans. Faum pvi hér ao:

(1)) = Ae™ P [y )+ pe M x )
sem gefur pvi ad
cy () = (+le(t))
= (+| </\e_iE+t/h cos g +) + pe Bt/ cos g |+>>
= Ne 8U/2 cog g — ¢*M/2 gin g.

Med pvi ad taka tveer timaafleidur af ofangreindri nidurstédu héfum vid

et) = - (5 ) et

(c) Pa viljum vid reikna:
() = ().

Nu gefur upphafsskilyrdid okkur ad A cosg — Msing = 0 en betta gefur ad A\ = utang SVO
L= AP+ |uf® = (1 + tan® 5

Pannig ad upp ad fasahorni v héfum vid akvardad ad

0
= COS <€
a 2

iy

en ba er A = sin gei”’ og vid getum tekid e 1t fyrir sviga 1 |¢(¢)). Setjum bvi v = 0 til ein-

foldunar og an skerdingar & vidgildi pvi heildarfasahorn breytir ekki edlisfreedilegum eiginleikum
astandsins. Stingum pessu inn og faum:

() = () * = e ()

= ()\e_mt/2 cos g — pe™/? sin g) ()\e—iQt/Q cos g — pue/2 gin g)

— gin2 Q cos? Q (e—iﬂt/2 _ eiQt/Z) <eiQt/2 _ e—iQt/2>

2 2
1 N (N (2
= ;sin 0( 2z)s1n( 5 )(2z)sm< 2)
o O

2. .
= sin“ @ sin® —.
2

(d) Petta er bara bad sama og (c) nema vid skiptum & hlutverki & p, (t) og p—(¢).



Heimadaemi 4: 12. september

Dami 4.4.7. Schrodinger vs Heisenberg

Latum A(t) vera timah&dan Hermiskan virkja midad vid Schrodinger ramma. Latum
Hamilton-virkjann H(¢) einnig vera timahadan. Synid ad

dAy 8A(t)>
H

h
T

= [Au(t), Hu(t)] +ih (7

bar sem ad Hpy(t) og (0A/0t)y eru fengnir ut fra H(t) og (OA(t)/0t) med somu um-
myndunarreglu og fyrir A(t).

Lausn: Rifjum upp a0 timapréunarvirkinn er hér gefinn med:

Ul(t,to) = e*%(t*to)H, og ba andhverfa hans med U~ !(t,t9) = er(t—to)H

En pvi feest
LdAy  d
ih 7 —zha (U AU)

=1ih <e%(t_t°)HA(t)e_%(t_t°)H)

_in (%eé(t—to)H HAe—it-to)H | e%‘(t—tow%_Ae—%(t—to)H D h—to)H 4 He—%'@f—to)H)
t

St

= en(t=t0)H[ A e~ r(i—to)H 4 me%(t—to)H%_Ae—%(t—to)H
’ t
0A

e (%)

pbar sem ad vid notudum ad

[Ap,Hy) = [U'AU, U HU] = U PAUU 'HU — U 'HUU AU = U '[A, H]U.




Dami 5.5.1. Pverstadladur grunnur eiginastanda

Synid med strangheidarlegum reikningum ad eiginvigrarnir |x,) sem eru gefnir med

2
Ixs) = Zeméskon , 6322 se{0,1,...,N —1}

mynda pverstadladan grunn fyrir astandsramio.

Lausn: Faum

1 N—-1N-1
<X3|X€ - N ¢i(mde=nds) Wn’30m>
n=0 m=0 _ M
N-1
_ 1N in@es)
N n=0
N-1
ER S GO
N n=0

Athugum fyrst ad ef £ = s ba eru allir NV lidirnir { summunni jafnir 1 svo ba er (xs|xs) = 1.
Hinsvegar ef £ # s ba er petta kvotar6d med kvota z = e N (€=9) e fyrir kvotarco gildir ad

N-1
o 1—2z
svo fyrir £ # s héfum vid pvi
11— 27rz(£ s)
{(Xs|xe) = N e 0
S N 62 S\g] )

pvi ¢ — s er heiltala svo e2m(—3) = (.




Heimadaemi 5: 19. september

Dami 6.5.1. Pinfeldid er 6h4d grunninum
Synid ad binfeldid |p ® ¥) € H = H1 ® Ha sem er skilgreint fyrir eftirfarandi tvo astond
N M
o) = > cnln) € Hiog [¢) = > dm |m) € Ha samkveemt
m=1

n=1

|¢®¢>:chdm|n®m>.

n,m

Lausn: Latum |n) vera annan grunn & H;. P4 ma finna linulega vérpun pannig ad tengja
megi saman grunnvigrana samkvaemt

n) = 3 R If)

En petta pydir pa sér 1 lagi ad

N N N
o) = ch In) = Z chRﬁn 7)) = Zéﬁ |7)

n=1n=1 n
N
bar sem ad vid skilgreindum ¢é; = ) ¢, Rii,. Eins méa gera fyrir grunnvigrana i Hs sem gefur
n=1

e@Y) = cudm In@m) = codm |Y_ Rin 1) ©@ > Sm |m>>

= > culdmBanSim |7t @ 1)

n,m,n,m

226ﬁdm|ﬁ®ﬁl>.

fi,m

sem synir ad nidurstadan er 6had vali & grunni.

Daemi 6.5.2. Pinfeldi tveggja 2 x 2 fylkja

Latum A = <‘CL b) og B = (3 b ) Reiknid pinfeldid C = A ® B.

d )
Lausn: P4 er ac afl ba bB
_(aB bB\ _|ay ad by b
A®B—<CB dB>_ co c,B da dﬂ

¢y ¢ dy dé



Daematimi 5: 18. september

Dami 6.5.3. Eiginleikar astandsvirkja

(a) Fyligastokin pis = (ilpli), pj; = {iloli). pij = (iloli) og psi = (jlpli) md nota til ad smida

22 fylkid A = /f?? Z]) . Synid ad (i) pii > 008 pjj > 0, (if) det A = piipj;—|pi|* > 0.
Jt JJ

(b) Gerum nu rad fyrir ad p lysi hreinu astandi pannig ad rita megi p = |p)¢|. Gerum par ad
auki rad fyrir ad rita megi

p=X' 4+ (1—=X)p", parsem 0<A<1.
Synid ad ba gildir ad p = p’ = p”.

Dami 6.5.4. Finvik og Zeeman-hrif fyrir raftvennd
Skodum raftvennd sem samanstendur af rafeind og jaeind, andeind rafeindarinnar.

(a) Reiknid orku grunnéstandsins sem fall af grunnéastandi vetnisatomsins Ey = —13,6eV.

10 t 0 0 -1
: 1 0 c .
grunninn < |[4) = 0) |-) = 1) Reiknid pinfeldin:

Oy KOy, Oy Q Ty, 0, X0, .

(b) Pauli-fylkin eru gefin med o, = <0 1> . Oy = (0 _Z> , O,= (1 0 ) , midad vio

og utskyrid hvad hver pessara virkja gerir vid astondin |[++) , |[+—), |—+) og |——).
(c) Akvardid hvad 71 @ 2 = 0, ® 04 + 0y ® 0y + 0, ® 0, gerir vid [++),[+—), |—+) og |——).
(d) Skilgreinum nu eftirfarandi fjora vigra:
1 1
— (=) = |-+)) .
7 7 (=) = =+)

Synid ad pessi astond myndi pverstadladan grunn fyrir Hilbert-ramid His = Hi ® Ho.
Synid par ad auki ad petta séu eiginvigrar G; - g3 og akvardio tilheyrandi eigingildi peirra.

1) =1++), U =—F(+=)+|=-+), [H)=|--), [V)=

(e) Skilgreinum nua ofanvarpsvirkjana P4 og Pp & hlutramin sem samsvara eigingildum &7 - 5.
Skrifid sér i lagi ofanvarpsvirkjana & forminu Al + p &7 - g5.

(f) Skodum nu virkja & forminu Pjs = % (I + 04 -d2). Synid ad Pjg sé ofanvarpsvirki og ad
Pyo vixlar 4 spuna i seeti 1 og 2, b.e. synid ad
Py |++) =4++), Pol+-)=|-+), Pol-+)=4+-), Pol|l-—)=|-—).
(g) Skilgreinum nt Hamilton-virkja sem er gefinn med
Ho = Eogl + Ady - 0o,
bar sem A > 0. Akvardid eigingildi og eiginvigra Ho.
(h) Nu er kveikt 4 einsleitu segulsvidi B 1 z-stefnu. Synid a0 Hamilton-virkinn sé gefinn med:

h
H=Ho— 2Bo,ol—-I1®0,).
2m

ch
2m

Skilgreinum svo £+ B = — Ax og akvardid eigingildi H sem fall af x og rissid upp mynd.



Dami 6.5.5. Spunabylgjur og seguleindir

Einfalt likan af jarnseglun lysir henni sem kedju af lengd N > 1 par sem a0 hver eind kedjunnar
hefur spuna % og bilid 4 milli einda kedjunnar er ¢. Einfaldasta nalgunin er ad gera rad fyrir ad
einungis nagrannaverkun skipti méali. P4 méa skrifa Hamilton-fall kedjunnar & eftirfarandi formi:
1 (Nl o
H = NAI -2 > Fn®Fni.
n=0
(a) Feerid rok fyrir pvi ad 6ll eigingildi H séu jakveed. Synid ad grunnastandid |®g) samsvarar
pvi ad annadhvort visi allir spunarnir upp eda allir spunarnir nidur.

(b) Synid ad rita megi

N-1 N-1
H:NAI_AZPn,n-i-l :AZ(I_Pn,n-H)
n=0 n=0

par sem ad Py, p41 = %(I + &y ® Opy1) er ofanvarpsvirkinn fra pvi 1 1i0 (f) 1 deemi 6.5.4.
(c) Skilgreinum nt astandid
[Yn) =|+++...+—+...+)
sem er b.a. bad er |—) { n-ta seeti en 611 hin seetin eru |[+). Akvardid hvad H gerir vid [ty,).

(d) Skilgreinum nu astondin:

N-1
ko) = S ™) med ks:%f, se{0,1,... N—1}.
m=0
Synid ad |ks) séu eiginvigrar ‘H og akvardid tilheyrandi eigingildi Ej. Synid auk bess ad
fyrir litil gildi & ks ba er sveiflutioni bylgjunnar wy = %Ek ~ k2. Petta skammtadstand
|ks) lysir seguleindinni.

Dami 5.5.5. Vetnisjénin H,

Skodum einfalt likan af vetnisjoninni H;r sem samanstendur af tveimur réteindum sem liggja {
xr = +35 & z-4s. Umhverfis paer hringsolar rafeind.

(a) Gerum nu rad fyrir ad rafeindin sé einnig & z-4s. Skrifid nidur tilheyrandi rafmeetti, U(z)
fyrir rafeindina og teiknid graf sem synir rafmeaettid sem fall af x.

(b) Lysa ma kerfinu med Hamilton-virkja 4 forminu:
_(Ey —-A
n=(55)
Par sem ad Fy taknar grunnastand vetnisatomsins. Akvardid eigingildi og eiginvigra .
Utskyrid hvers vegna H tekur petta formkorn. Hvernig ber ad tilka A? Utskyrid hvers
vegna vid hofum ad A = A(r) og feerid rok fyrir pvi ad A(r) sé vaxandi fall par ad auki
sem ad lim A(r) = 0.
T—00
(c) Latum E4(r) tdkna eigingildi H sem samsvara eiginastondum rafeindarinnar. Feerid rok

€2
Amegr”

fyrir pvi ad heildarorka jonarinnar sé pa gefin med E’ (r) = E4(r) +

(d) Nuaer A(r) gefid med A(r) = %e"’/ b Skilgreinum fravikio fra grunnastandi vetnisatéms-

ins sem steerdina AE(r) := E, (r) — Ey og synid ad laggildid s¢ AE(rg) = ¢ <1 - i).

~ dmegro 0




Heimadsemi 5: 26. september

Dzmi 6.5.7. Bell-6jafnan og E(a,b)
Létum [2) = J:(1+-) — [=+)) = J5(01) - [10)).

(a) Reiknid sveifluviddirnar a4_,a_4 og a—_ i samraemi vid jofnu (6.46) i bokinni.

b) Synid ad . ) )
(&) 5 E(a,b) = (B|(F-a) ® (& b)|®) = —a-b.

Lausn:

(a) Athugum fyrst ad
‘+,l§> =cos§|+) +sin§|-), ‘—,l;> =—sinf|+) +cos§|-) .

En pad pyodir pa ad

ay, = (<+\ ® <+,6\) =) ==+ = %sin%,
s = (118 (=8]) 75 (1= = 1) = s cos
0t = ({1 (+,8]) 75 (4-) = =4) = = cos$,
a_ = (<—| ® <—,6|) % (=) ==+ = %sin%
(b) Nt er
Gl =00, + 0yay + 0ra, = (ax izmy ax_aiay)

Med beinhérdum reikningum héfum vid pvi ad

B(ab) = (07 0) @ (7-5))
=gt -qon ((, 4, =) e(, vy ™)) (o - oy

T

0 ab, a(by — iby) (ag —iay)b, (az —iay)(by — iby) 0
1] 1 a,(by + iby) —azb, (az — iay)(by + iby) —b.(ay —iay) 1
2| -1 (ag +iay)b, (agz + iay)(by — iby) —ab, —a(by — iby) -1
0 (az + iay)(by + iby) —b.(a, +iay) —a(by + iby) ab, 0

a,(by —iby) — (ay —iay)b,

1 —azb, — (ag —iay)(by + iby)
=—(0 1 -1 0 e N TTYIAE
2 ( ) (ag +iay)(by — iby) + a.b,
—b.(az + iay) + az(by + iby)
1
=3 (—azb; — (az — iay)(by + iby) — (az + iay)(by — iby) — ab.)

= —azb, — azb, — ayby



Poérdardeemi fra lokaproéfi arid 2020

Tveir skammtabitar eru i astandinu

1
) = \/ﬁ (|00)y +2|01) + 3|10) +4|11)) .

(i) Synid ad petta astand sé flaekt.

(ii) Akvardid péttleikafylkid sem lysir astandi fyrri skammtabitans p; = Try p bar sem
p = |Y)X1|. Akvardid einnig péttleikafylki py = Try p. Finnid eigingildi fylkjanna.

(iii) Finnid likur bess ad finna fyrri skammtabitann i dstandinu

1

V2

Finnid tilsvarandi likur fyrir seinni skammtabitann. Hverjar eru likur pess ad finna
béda skammtabitana i dstandinu |a)?

|a) (10) + [1)-

Lausn:

(i) Rifjum upp ad fyrir tveggja bita skammtakerfi pa gildir ad
a]00) +b|01) + ¢|10) + d|11)

er fleekt p.p.a.a. det (‘; 3) £ 0.

1 2

3 4

Okkur neegir pvi ad athuga ad det [% (

)] = —% # 0 svo petta astand er flaekt.

(ii) Péttleikafylkid er gefid med

1 2 3 4
112 4 6 8
4 8 12 16

Almennt ma reikna hlutsporio fyrir tveggja bita astand med

a b c d
e f g h _ _(a+[f c+h _ _(a+k b+l
Poli ok pl_Tr?p_(z‘+n kts) 2T eqr prs)
m n ros

Utskyrum adeins hvernig ad petta var fengid. Samkveemt skilgreiningunni er
p1=Trop=120[ pI®|0)+I® (1| pl®|l).

En nt mé skrifa virkjana & fylkjaformi sem

ro=( @)= [ 2] rem- ) (0)-

O O O
O = O O
O O = O
_= o o O



Par med hofum vid ad

/100 0
PL=\0 0 1 0)°

OO O
O = O O

= o o O

Eins ma reikna ps med pessum heetti. I pessu deemi hofum vid pvi

C1/10 14
P2=355\14 20)

_1(5 1
Pr=30\11 25)
Eigingildi beggja pessara fylkja eru

Ay =
(iii) Vio athugum ad

|aa) =

N —

SVO

En bad gefur a0
Tr(py |a)al) =

(L
30

L
30

5 11
11 25
10 14\
14 20

Tr(pz |aal) = Tr(

Tr(p laa)aal) = Tr

W N =
CoO O = N

Takio einnig eftir ad %

1
515+ V221).

(|00) + |01) + |10) + |11)).

1 1

1 1
laa)aa| = - 11

1 1
1 1 /16
D))= (@ s
1 1 /24
D))= (&
3 4 1 1
6 8 1 11
9 12 411 1
12 16 1 1

- 23~ 0,838 en 3 ~ 0,833

O g
—_ = = =

)

24
34

T G G Ty

a+f c+h
i+n k+s

>_16+36
>_M+M
1
1 5
1 6
1

)

13
15

29
30°



Midmisserisprof i Skammtafraedi 1

Daemi 1: Rafeind er i spunaastandi
|¢) = B((1—2i)[+) +2]-)) ,
bar sem |+£) eru st6dlud eiginastond virkjans S,.
(a) Akvardid fastann B bannig ad spunaastandid sé stadlad.
(b) Reiknid veentigildi meelistaerdanna S, og Sy i pessu astandi.
(c) Hvada meeligildi koma til greina fyrir S, og hvada likur eru & hverju um sig?

(d) Meling er framkvaemd & S, strax & eftir maelingu &4 S,. Hvada meeligildi koma til
greina i seinni melingunni og med hvada likum?

Lausn: (a) Vid athugum ad

1
1= (9l¢) = |BI” |[1—2if + 22| = 9|B]" = |B|= 3.

(b) Veentigildin ma sidan reikna med

wisilo) = 5 wionle = g+2 (g %) (157) - 5%
(615:16) = 5 (Gloulg) = - (1421 2) (‘1) (1)) (1 —22i> 2

(c) Hugsanleg gildi &4 S, eru :I:%. Likurnar eru

2

1
Upp: ‘g(l — 2i)

5
= —, Nidur: g
9 3

(d) Ef vid bekkjum spuna i z-stefnu pa vitum vid ekkert um spuna { z-stefnu. Pvi eru hugsanleg
gildi sem vid getum meelt :l:g med helmingslikum & hvoru um sig.



Heimadami 8: 17. oktober

Daemi 9.7.1. Heisenberg 6jafnan

(a) Latum @(x) vera pverstadlad astand og skilgreinum

I(«) :/+oodm

—00

2
> 0.

dp
zo(x) + ar”

par sem o € R. Synio ad
I() = (X?) — a + 0X(K?)
og synid ad

(X2)(K?) >

AN

(b) Hvernig er haegt ad breyta ofangreindum rékum til pess ad syna ad AzAk > 3.

(c) Synid ad ef jafnadarmerkid gildir pba sé ¢ Gauss-bylgjupakki.

Lausn: Vid faum med beinum reikningum ad
2

+00 d
I(a):/ dx xcp(:l:)%—aﬁ
Foo do* d d de*
poap x AP P
:/ dx |:1‘2|(,0|2+042%%+06$§0 %—FOZI'QD Ao :|

Med pvi a0 hluttegra pannig ad allar afleidurnar endi & ¢ en ekki & ¢* og henda 6llum jadarlio-
unum pé faum vid

+oo d? d d
* P P
I(a) = / dx ¢ [9@2@ — aQW + ar = oo (:ccp)}

—oo dx
N
= (X% + 55(P) ~a
bar sem ad vid notudum ad P = —ih%. Par sem ad I(«) > 0 ba faum vid med pvi ad finna
laggildi sem fall af o ad
2« h?
I'(a) = 5 (P —1=0 =
En pad gefur pvi ad laggildid er tekio i
h? h? h? h?
I )| = (X)) e — —— > X2\(P%) > —.
(i) = 6%+ gy~ 20 = X2
Med pvi ad hlidra um (X) og (P) ba fest ad
AXAP > /(X?)(P2) > g
Athugum loks ad jafnadarmerkio gefur ad
d d
Ia)=0 = zp(z)+ aﬁ =0 = T (ae%ﬁgo(w)) =0 = o) =y ezt



Daemi 2.

Astandi agnar sem hreyfist i einni vidd er Iyst med ket-vigrinum [+)). Virkjarnir U(\) og
W (o) eru skilgreindir pannig ad

(@ UNy) = e**y(z),
(@|W(o)|[¢) = ¢(x+0),

par sem ad A\, o € R og ¢(x) = (z|).
(a) Synid ad U og W séu einoka virkjar.
(b) Finnid sjalfoka virkja A()\) og B(c) bannig ad U(\) = 4P og W (o) = !B,
(c) Synid ad [U(X), W(o)] = 0 ba og bvi adeins ad Ao = 27n bar sem n € Z.

Lausn: Vid athugum fyrst a0
(@UTW) = e (), (W o)) = ¥z — o)
En af pvi leidir beint ad UTU = I = WTW. P4 eru virkjarnir A og B gefnir med
AN) = AX, B(o) =
og loks athugum vio ad

[UA), W(o)] =



Heimadami 9: 24. oktober

Daemi 1.

Ruamspeglun mé lysa med virkjanum IT sem verkar & 61l samkveemt I1f(z) = f(—x).

(a) Synio ad II sé sjalfoka. Hver eru eigingildi IT?

(b) Vid segjum ad virki A sé jafnstedur ef II ATl = A. Synid ad jafnstedur virki vixlar
vid ramspeglunarvirkjann, p.e.a.s. ad [II, A] = 0.

(¢) Latum na spunalausa 6gn med massa m hreyfast i meetti V(x) i einni vidd. Hvada
skilyrdi parf V(z) ad uppfylla til ad Hamiltonvirkinn sé jafnsteedur? Synid ad ef
betta skilyrdi er uppfyllt, og |1) er eigindstand H med eigingildi E ba sé IT1|y)
einnig eigindstand H med sama eigingildi.

(d) Notid nidurstéduna ur lidnum hér & undan, d4samt beirri stadreynd ad orkuréf spuna-
lausrar agnar i einni vidd er &vallt &n margfeldni, til ad draga alyktun um hegdoun
eiginfalla jafnsteeds Hamiltonvirkja vio rimspeglun.

Lausn: Vid byrjum & bvi ad athuga ad I1? f (z) = I1f(—x) = f(z) svo IT er sjalfoka. Athugum
sidan ad

If(z) = M(z) = f(z) =1 f(z) = L\ f(x)) = ALf(z) = X*f(2)
en par med eru eigingildi f(x) naudsynlega A = £1. Skodum sidan
[TI, A] = TIA — ATl = TTATI? — ATl = ATl — ATl = 0.

Athugum sidan ad fyrir Hamilton-virkjann

h? d?
=gz TV
pba faum vid ad
2 a2y
ITHIY(z) = NHY(—z) = “om a2 T V(—z)(z)

en af pvi leidir pvi ad til pess ad Hamilton-virkinn sé jafnsteedur pa parf V(—z) = V(z) ad vera
jafnsteett fall. En af pessu leidir pvi ad [II, H] = 0 svo eiginastond Hamiltonvirkjans eru einnig
eiginastond II. Hofum sidan ad

H(Iy) = IHy = [IE+ = EIIy.

svo Il er eiginastand H med sama eigingildi. Loks athugum vid ad par sem ad orkur6fid er an
margfeldni og vid hofum ad ¢ (z) og Iy (x) hafa sému eigingildi en par med er ¥(x) = ¥(—x)
svo bylgjuféllin eru einnig jafnstaeo.



Daemi 2.

Ogn med massa m er i einvidum 6endanlega djupum maettisbrunni,

0 f 0
V(a:):{ ef 0 <z < a,

oo annars.

Astandi agnarinnar klukkan ¢ = 0 er lyst med bylgjufallinu

¥(x,0) = {Asin(%fo) ef 0 <z <3

0 annars.

(a) Akvardid veentigildi meelisteerdanna X og P klukkan ¢ = 0.
(b) Nu er orka agnarinnar meeld. Hvert er veentigildi X eftir maelinguna?

(c) Hvada likur eru 4 ad meelingin & orku agnarinnar gefi laeegstu mogulegu orku i maett-
inu V(x)?

Lausn: (a) Vid byrjum & pvi ad dkvarda studulinn A en hann mé akvarda samkveemt:

a 2
2 2 . 2/9ma |A| a | 2

Veentigildin & X og P eru sidan gefin med

2A?7 1
V= 0—|A| / z sin? dw—alﬁ =4
omih|A> 5 (2 2
(P)i—g = —ih|A|? / sin (222) (51n(2”)) dx = _ 2wkl AP /2 sin(ﬂ> cos(ﬂ)d:c = 0.
a 0 a a

(b) Eftir meelingu & orkunni ba fellur astandid nidur { eitt af eigindstondum Hamilton-virkjans
en pau eru gefin med

2 . /nmx

Un(z) = \/jan(—)
a a

en Oll bau astond hafa veentigildi § svo bad er veentigildi X eftir maelinguna & orku agnarinnar.

(c) Loks purfum vid ad lida upphafsastandid i linulega samantekt af eiginastondum Hamilton-
virkjans. Skrifum pvi

'(/)(:E,O) = Z anwn(‘r)

n€Z+

Vid rifjum sidan upp ad leidin til pess ad akvarda studlana a, er med pvi ad nyta sér ad eigina-
stondin eru hornrétt hver & annad pannig ad med pvi ad margfalda badar hlidar med ,,(x) og

tegra feest:
4+/2 sin (2=
am—/ Y (x Z anPn(x / Ym(x _éhr——n(”l,ir)
neZy
ef m # 2 annars er az = 1/v/2. En til bess ad svara spurningunni purfum vid einungis a; svo

vid hofum ad likurnar eru:
2
4+/2 32
la1|* = V232 0,36.
37 972



Heimadami 10: 31. oktober

Daemi 1.
Ogn med massa m og orku E > Vj > 0 hreyfist i einni vidd i proskuldsmaetti

Vo ef 2
V(as):{ o eflzl <3,

0 annars.

(a) Synid ad gegnstreymisstudullinn sé gefinn med

AE(E — Vo)

i
4E(E — Vp) + V@sin?(41/2m(E — V)

(b) Teiknid graf sem synir 7" sem fall af a fyrir fast gildi 4 £ > Vj.

Lausn: (a) Teiknum mynd af maettinu:

V(z)
I 11 111
+E>Vy>0

Vo

[T
[T

Mynd 1: Proskuldsmeettio.

Med bvi ad leysa Schrodinger-jofnuna & hverju sveedi fyrir sig pa feest ad
'@DI(I) — Aeikx + Be~ikm
T,ZJII(JJ‘) — Ceimx + De—m
wIII(x) _ Feikz + Ge—ika}
par sem vio skilgreindum
k= 1V2mE, k= $v/2m(E — Vp).

Vid krefjumst pess sidan ad G = 0 (ekkert endurkastast ar 6endanlegu) og ad innfallid sé¢ A =1
og notum sidan jadarskilyrdin i £§ til bess a0 fa

e %3 4 Beths = Ce ™% 4 De't3
Cer2 4+ De™™5 = Fetks
ike 5 _ ikBe'*3 = ixC "% — jxDelrs
ikCe™s — ikDe % = ikFe'*3

sem vid getum endurskrifad & fylkjaformi sem

o i a e
_ezk 5 e~ iR e 0 B e ik 5
0 eir2 eTiND —e*3 C 0
ke . _sa . ikl =|. _.a
ike'ts ke ™5 —jkerd 0 D ike k3
. - Q . ik . &
0 ike™z  —ike 3 —jketks F 0



En betta er einfalt jéfnuhneppi sem hefur lausnir

e—iak(k2 _ ﬂ2)

B =
k? + K2 + 2ikk cot(ak) ’
O _ 26_%ia(k_”)k(k + k)
- elian(k — k)2 — (k+ k)2’
D_ 26—%ia(k—3n)k(k _ K)

- eian(k — k)2 — (K + k)2’
B 2ie~ 1k kg
 2ikkcos(ak) + (k2 + K2) sin(ak)

En par med er gegnstreymisstudullinn gefinn med

4k K2
4k2kK2 cos?(ak) + (k2 + Kk2)2sin? (ak)
_ 4k%K?
 4k2k2 (cos?(ak) + sin®(ak)) + (k2 — k2)2 sin?(ak)
_ BE-w)
"~ 4E(E — Vp) + V¢ sin?(ak)

T:|F|2:

pbar sem ad i lokaskrefinu notudum vid ad

4m? 4m?2V3
k2K2 = oz E(E - Vb)a (k2 - ’{2)2 = B4 0

(b) Til bess ad teikna grafid purfum vid fyrst ad atta okkur & tutgildunum

2 hrm /2
T’(a)éO = sin(%“ 2m(E—VO)> =0 = §\/2m(E—%)=nﬂ = a= nhin/

V2m(E — Vo)

En i bessu deemi er a strangt jakvaed steerd (lengd brunnsins) og gildin 4 7" { bessum utgildum
eru gefin med

x AE(E — V;
Tmax = T(0) =1, Toin = T(—m2__y — ( 0)

V/2m(E-Vp) >0

@E Vo2 ~

og fallid sveiflast milli pessara gilda med lotu hw/+/2m(E — V). Grafid verdur pvi:

T(a)

| a

Mynd 2: Graf af hegdun gegnstreymisstudulsins sem fall af lengd proskuldsins, a.



Daemi 10.7.4. Hverfipungi j = % ogj=1

(a) Nytid ykkur nidurstéduna i jofnum (10.22-10.23) ar Bellac, b.e.
(g'm’| Jo|jm) = My j6mim ,
(G| Tl imy = [5G+ 1) — mm’)? 606m0 et
til a0 akvarda S;, Sy og S fyrir spuna j = %
(b) Notiod sidan jofnu (10.23) til pess ad dkvarda J,, J, og J. fyrir spuna j = 1.

(c) Orsponnudirnir

00 O 0 0 =2
TCL‘ = 0 0 —’[/ 9 Ty = 0 O O , TZ — y
0 2 O - 0 0

tengjast J;, Jy, og J. fyrir spuna j = 1 med peim heetti a0 ef
7 = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0)

ba gildir a0 J; = U U pbar sem

1 (1 0 1)
U=——-—t 0 —i].
\/§ 0 \/5

Lausn: (a) Ut fra fylkjastokunum sjdum vid ad fyrir j/ = j = £ feest fyrir m = —3, 1 ad
1 1 1 1 3 Lo
—3|8£[-3) =0, (3]8£[=3) =/ 7+ 790G -3 £ 1),
1 1 31 11 1 1
(=3l8«[3) =7+ 7022 %), (3]8<]3) =0.

sem gefur okkur ad
(01 (00 (-5 0
s=(oo) =00} (@]
En hér er S, = Sy og S+ = S, £145, sem gefur ad
1 1/0 1 1 1/0 —i
Sx—§(5++5—)—§(1 0), Sy—2_i(5+—5—)—§(i 0)-
(b) Vid reiknum b4 aftur fylkjastok ntt med j' = j =1 og m = —1,0,1. Faum ba
(—1[Je|-1) =0,  (=11J£]0) =v26(=1,0 £ 1),  (=1[J£|1) =0,

(0]Jx|—1) = V26(0,—1£1),  (0]J<]0) =0, (0]JL|1) = V26(0,1 + 1),

(1|Jx|=1) =0,  (1]J£]0) = V25(1,041), (1|J|1) = 0.



sem gefur pvi a0

00 0 010
Jr=+v2[1 0 0], J_=+v2[0 0 1
010 00 0
og par med alyktum vid ad
LI—hJ+J)—i—?é X J—ELI—J)—i—g
T2 VR g o) T TR

(c) Med sma Mathematica koda feest ad

In[1]:= Tx {{0, 0, 0}, {O, 0, —I}, {O, I, 0}};
Ty {{O, O, I}’ {O, Or O}r {_I, or 0}};
Tz = {{o0, -1, 0}, {I, 0, 0}, {0, O, O}};

Jx = 1/Sqrt[2] {{0, 1, O}, {1, O, 1}, {0, 1, 0}};
Jy = 1/Sqrt[2] {{0, -I, 0}, {I, 0, -1}, {0, I, 0}};
Jz = {{1, o0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, -1}};

U = 1/Sqrt[2] {{-1, 0, 1}, {-I, 0, -I}, {0, Sqrt[2], 0}};

In[2:= ConjugateTranspose[U] . Tx . U == Jx // Simplify
ConjugateTranspose[U] . Ty . U == Jy // Simplify
ConjugateTranspose[U] . Tz . U == Jz // Simplify

Out[2]= True
True
True



Heimadami 11: 13. névember

Daemi 1

Astandi vetnisfrumeindar & tilteknum tima er lyst med bylgjufallinu:
Y(3,y,2) = N(z + y + 2)e” VT H7+22/2a0)

bar sem ag er Bohr-geislinn og N > 0 er fasti.

(a) Akvardid N med pvi ad stadla bylgjufallid.
(b) Hvada meeligildi koma til greina fyrir orku frumeindarinnar og L2 bessu astandi?
(c) Hvada likur eru & ad meeling & L, gefi 07

)

(d) Gerum rad fyrir ad meeling & L, gefi 0. Hvada meeligildi koma til greina fyrir virkjann
L2 + L2 eftir bad?

Lausn: Vio athugum b4 ao:

0o ™ 2r
1=y = N2/ dr/ de/ d¢r* sin 0 (sin ¢ sin O + cos ¢psin @ + cos §)% 77/
0 0 0
= 47rN2/ drrte™"/%0 = 967aj N2,
0

sem gefur ad
_
\/967ad '

Athugum sidan a0 vid getum umritad ¢ pannig ad haedid & bylgjufollunum verdi skyrara. Faum
hér ad:

N =

f(0,¢) = (sin¢gsinf + cos psin @ + cos ) = Z amY;" (6, ¢)

Im

sem gefur okkur ad:

i = / 49 (Y™ (0,6))" £(6. )

Hér feest pvi ad:

P(r,0,¢) = N\/? ((i ~D)YP G+ YT+ \/55/10) e/ (200)

En geislalaegi hlutinn er { beinu hlutfalli vid Ry (r) = Rai1(r) = zzre /2% svo ad n = 2. Pannig

ad einu gildin sem ad koma til greina & orkunni eru med n = 2,1 =1 og m € {—1,0,1}. En
orkugildin { vetnisatéminu eru



Hugsanleg gildi fyrir L2 eru sidan
I(1+1)h* = 2n?

bvil = 1 fyrir 61l asténdin. Par sem |1 +i| = |1 — i| = v/2 ba eru jafnar likur & 6llum &sténdunum
med m = 0, —1,1 svo likurnar & pvi ad L, gefi nall eru 1/3. Loks ef maeling &4 L, gefur null ba
fellur astandid nidur {

o = MY re "/ (200)

bar sem ad M er stodlunarfasti. I pvi tilviki er L2y = (L2 + L2 + L2)o = (L3 + L) svo

einu meligildin sem koma til greina fyrir virkjann L2 + L32; eru pau sému og fyrir L2 b.e. 2h2.



Daemi 2

Prjar agnir, allar med spunatélu s = %, vixlverka med Hamiltonvirkjanum
H=-AS -S+8-85+8;-5)
(a) Finnio oll eigingildi H og margfeldni beirra.
(b) Hvert er astand kerfisins klukkan ¢ > 0 ef bad er |¢(0)) = |+ + —) klukkan ¢ = 07

Hér er adeins 60ruvisi lausn til ad syna adra leid sem var haegt ad gera petta.
Lausn: (a) Vid athugum ad S; = %(le, O1y,012) svo bad er einfalt mal ad reikna pinfeldin
sem koma fyrir. Faum ad:

30 0 0 0 0 0 0
0O -1 2 0 2 0 0 0

02 -1 0 2 0 0 0

g Arfo o 0 -1.0 2 20
4102 2 0 -1 0 0 0

00 0 2 0 -1 2 0

00 0 2 0 2 -10

o0 0 0 0 0 0 3

sem hefur eigingildi :I:% med margfeldni 4 hvort um sig.
(b) Purfum ad akvarda hvada linulega samantekt af eiginastondum Hamilton-virkjans betta
eru. Athugum fyrst ad astandid sem vid héfum mé skrifa & pinfeldisformi sem:

E
+
|
Il
N\
O =
N———
®
N
O =
N——
®
R
=)
N———
Il

OO O OO R OO

Purfum a0 akvarda hvada linulega samantekt petta er af eiginastondum Hamilton-virkjans en
pbau eru

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 -1 -1
0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 -1 -1 0 0
or’1opfrp ot oo 1o
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0

En pa ma &kvarda hvernig linuleg samantekt upphafsastandio er af pessum eiginasténdum og



vid faum

)
)

LW =

OO O OO ~=OO
w

O OO = O FKF=O

S OO R OO

(s B en B e Ben B e IS

en par med verdur astandio sem fall af ¢t gefid meo0:

1 } 1 aur 2 s
|¢(t)> — §e+3Ahzt/4 |3> _ ge 3Ahit/4 I7> + ge 3Ahit/4 |8>

bar sem |i) tdknar i-ta eiginvigur Hamilton-virkjans.



Heimadami 12: 14. né6vember

Daemi 1

(a) Astandi hreintona sveifls klukkan ¢ = 0 er lyst med bylgjufallinu

$(@,0) = AL -2,/ Za)2e /N,

par sem A € C er fasti. Hvert er veentigildi orku sveifilsins i pessu astandi?

(b) Klukkan ¢t = T > 0 hefur bylgjufallid proast yfir i

’(/J(.CC,T) _ B(1—|—2 /%xye—mwzy(?h)’

med B € C. Akvardid laegsta mogulega gildi T'.

Lausn: (a) Byrjum & pvi ad kynna einingarlausar steerdir med pvi ad setja a = "% og

y = y/ax ba ma rita
Y(w,0) = AL — 2)%e V2 = A(1 — 4y + 4y*)e V2,

Vid athugum sidan ad fyrstu prja orkulaegstu astondin eru gefin med

o)== (3)" e,

1 =) = (2) " Vagerre
2) = vale) = (2)" 07 - e

svo astandio sem vid héfum fengio hlitur ad vera linuleg samantekt af pessum premur astondum
sem gefur eftirfarandi jéfnuhneppi:

a+V2y+—2y° —1)=1—4y+ 4> = (a,b,c) = (3, -2V2,+2V2)

<
V2
med 60rum ordum er

¥(z,0) = A(3]0) — 2v2[1) + 2v/2]2)).

studullinn A akvardast par med af pvi ad 1 = A% (9 + 8 + 8) sem gefur ad A = % En bar sem
H = hw(N + %) En b4 er veentigildid & orkunni einfaldlega:

2 2 2
Wl =75+ o (0N W) = 5+ 1 [0+ (3) +1.(_¥) +2.<¥) T,

(b) Purfum fyrst ad akvarda hvada linulega samantekt betta er af eigindstondunum sem um
reedir. Med sému adferd og hér ad ofan faest ad

Wz, T) = % (3\0> +2v2 (1) + 2\/§|2>> :



Timapréunarvirkinn er sidan pannig ad:

3 _, 2V2 _a 242 -
’(/)(év,t) 5e—zt/2|0> \5/_6_3“5/2|1> \;—65Zt/2|2>
urfum pvi ad dkvarda t pannig ad
b b g
o—it/2 ei(;b, o 3it/2 _eiqb, e Bit/2 _ id

en betta getur gerst pegar t =T = 7 ef et = —j.

Daemi 2

Samfasa astand hreinténa sveifils er astand sem uppfyllir
alz) =z|z) ,
bar sem a er leekkunarvirkinn og z € C er fasti.

(a) Reiknid veentigildi stadsetningarvirkjans X og skridpungavirkjans P i st60ludu sam-
fasa astandi |z).

(b) Reiknid vixlana [a, (aT)"] og [a, eo‘“T] fyrir heiltolu n og fasta a € C.

(c) Synid ad astandid ™' |0) sé samfasa astand.

Lausn: (a) Vid hofum fyrst ad:
1

V2

en pessi vennsl ma leysa fyrir X og P og fa

X = <i) . (L) P atal), P (mwh) 2P = (m—“’h) L

mw 2mw

a (X +iP), al =

En nt er a|z) = z|2) og bar med (2] al = (2| 2* svo vid faum bvi ad:

(2] X2 = (%)1/2 (z]a+al]z) = (%)W (242" = (i—Z) Re(z),

1/21 /2
<z|P|z>=<m—m) ;<Z|a—a*|z>=2(mm> S5 = (2mwh) Y Im().

2 2 24

(b) Synum med prepun ad [a, (a’)"] = n(al)"~!. Petta gildir fyrir n = 0,1,2. Nu fest fyrir
n >3 ad

0. (@) ] = af|a, (@')"] + |a.a'|(@!)" = n(a)" + (@')" = (n + D)(a")"

par sem ad vid notudum prepunarforsenduna og [a, aT] = [. P4 getum vid nytt pessa nidurstédu
til ad reikna vixilinn:

+oo T\n too  n +oo T\n—1

aat| _ (aa’ ) _ o f\n—1 __ (aa’ ) _ aal

[a,e }—[a,z o ]—Zmn(a) =« ICEE = ae
n=0 n=0 n=1

(c) Pa feest ad
ale' 0) = ([a.e'] - e*'a) 0) = [a. ]



Daematimi 12: 13. névember

Daemi 1

Synid ad grunnastand agnar 4n spuna i midleegu meetti sé avallt s-dstand.

Lausn: Synum betta med sénnun med motsogn. Rifjum upp ad s-astand er dstand sem
hefur ¢ = 0 (Fyrir ofan jofnu 10.79). Byrjum bvi & pvi ad gera rad fyrir ad grunnastandio,
P(r,0,¢) =Y(r)Y;"™ (0, ¢) hafi £ > 0 og orku E og synum ad ba veeri til orkuminna astand sem
er motsogn. Nu gefur Hy = Ev okkur ad

[_lei(mp(r)) + (z;z];;) + V(r)) ¢(r)] — Bo(r).

Latum sidan v;(r, 0, ¢) = 1;(r) vera lausnir & Schrédinger-jéfnunni med ¢ = 0 sem hafa orkugildi
E; hver um sig. En nu feest:

= @it = [0 [t + (S v e
> /Ooo«p*(r [—Llaﬁwvm] (r)

bar sem ad i 60ru jafnadarmerkinu slepptum vid £(¢ + 1) lidnum pvi £ > 0 var jakveett. En na
mé skrifa () sem linulega samantekt af astondunum sem hafa ¢ = 0 pannig ad

= Z cihi(r)

par sem ), les]? = 1 svo vid faum ad:

* 0
E=2Y % [Tauio) {_ﬁ;aﬂ ‘v ]w I
i

en par sem |¢;| < 1 fyrir sérhvert i ba er til a.m.k. eitt i pannig ad E > E; sem er motsogn.

Daemi 2

Reiknid likurnar fyrir vetnisfrumeind i grunnastandi ad rafeindin sé lengra en einn Bohr-
geisla fré kjarnanum.

Lausn: Eiginastond vetnisatomsins eru gefin med:

YVnim (Ta 0, ¢) = Rnl(r)ylm(ea ¢) .

Grunnastand vetnisatomsins er pvi gefio meo:

Y100(r, 0, ¢) = Rio(r) Yy (0, ¢) = e /e,

Ta3

Likurnar & pvi a0 finna 6gnina fyrir utan kilu med geisla r = a par sem a er Bohr-geislinn eru

e} 2w g 00
= / dr/ dd)/ df r*sin @ (Y|y) = %/ drr?e= 2/ = % ~0,677.
a 0 0 a a €



Daemi 3

Hamiltonvirki einsatta privids sveifils er

1 5 1 -
H:_P2 - 2 2
o +2me

Akvardid prju leegstu orkueigingildi sveifilsins og margfeldni peirra. Reynid ad leida ut
formulu fyrir margfeldni n-ta érvada orkueigingildisins.

Lausn: Orkugildi einvida sveifilsins eru E,, = fuw(n + %) svo orkugildi privida sveifilsins eru
3
E(ng,ny,n,) = hw n$+ny+n2+§ .

Prja legstu orkugildin verda pvi:

Sho,  E(1,0,0)= 2k,  B(1,1,0) = “hw

E -
(0,0,0) =5 - 2

Seinni tvo hafa margfeldni pvi t.d. er E(1,0,0) = E(0,1,0). Leidum sidan ut almenna formulu
fyrir margfeldni dstandanna.

Hvad eru margar leidir til ad fa n =n, +ny, +n.?

Nt ma velja n, € [[0,n]] sem eru (n + 1) valkostir. Eftir pad ma velja n, € [[0,n — ny]| sem
eru (n — n, + 1) valkostir. Loks verdum vid ad velja n, = n — n, — n,. Heildarmargfeldnin, d,
verdur pvi

d:zn:(n—nz+1)— an— (n+ 1) (n;Ll) %(n+1)(n+2).
nge=0

Daemi 11.5.1. Fylkjastok virkjanna @) og P
(a) Reiknid fylkjastokin (n|Q|m) og (n|P|m) fyrir @ og P midad vid grunninn |n).
(b) Reiknid [@,||? fyrir |on) = (a + a®)? |n).

(c) Reiknid vaentigildid af Q* i astandinu |n).

Lausn: Vio athugum a0

(nlQIm) = ()" (n|QIm)

Nt er [n) = —= (aT)n |0) svo (n| = ﬁ (0] a™ og vid faum bvi ad

n!

(n|QIm) = ()" (0la"Q(a")™|0)

1
vn!m!

Vid athugum sidan ad vid héfum samkvaemt skilgreiningunum ad

[Q 15} a= T(Q +iP), al =



svo vi0 athugum ad:

o] -

7

En par me0 feest med prepun ad:

En petta pydir pvi ad:

(0la"Q(a")™|m) = (0|Qa"(al)

<c>+us>,@] _
a.Q] = 5

% [15, Q} _ %I.
n—1

m 4+ ﬂan—l(a’[)ml(»

V2

Petta var ni ekki sniougt Matthias. Vio hefdum bara att ad athuga ad

SVO

nmzinia G/T
(nlQim) = /55 (nl (@ + )

Eins feest fyrir P.

Latum

|¢n)

(a+a')?|n)

) =1/ g ((n|a|m) + (nIaT|m>> =\/mo

= (aa + a'a + d'a’ + aa’) |n)
avnlin—1)+a'vnln—1) +a'vn+1|ln+1) +avn+1|n+1)
Vamn—1)|n=2)+nn) +v(n+1)(n+2)[n+2) + (n+1)n)

=2n+1)n)+vnn—-1)In—2)++/(n+1)(n+2) |In+ 2)

pbar sem ad vid notudum haekkunar- og leekkunarreglurnar

alln)y =vn+1n+1),

En par me0 er

aln)y =+vnln—1).

(\/Eén,m—l +vm+ l(sn,m—l) .

lenll? = (enlen) = 2n+1)2+n(n—1) + (n+1)(n+2) = 3(2n* + 2n + 1).

Nu kemur tengingin:

en par meod er

i) = (

2m
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Daematimi 1: 21. agust

Daemi 1.6.1. Fermi mat og viddargreining

()

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Metid orkuna sem ad ljoseind, nifteind og rafeind hafa i eV ef beer hafa (de Broglie)
bylgjulengd A = 1 A.

Hlj6deindir (e. phonons) svipa til ljéseinda (e. photons) nema ad bylgjan sem um raedir
er hljoobylgja en ekki ljosbylgja. Pegar ad bylgjulengd hlj60s er meiri heldur en bilid milli
grinda { kristalbyggingu ba geta myndast hljodeindir. Metid orku hljdédeindar E; = hw
fyrir hljodbylgju i stali ¢, = 5 - 10 m/s ef bylgjutala hljodeindarinnar er k = 1 ﬁ

Steersta sameindin sem ad vid héfum meelt agnar/bylgju tviedli fyrir er C% sameindin.
Medalhradi sameindanna er 220m/s begar ad peer fara i gegnum raufarnar. Hver er de
Broglie bylgjulengd beirra og hvernig passar bad vid steerd sameindanna?

Skodum sameind sem ad samanstendur af tveimur atomum. Hugsum okkur ad petta sé
eins og stong med 160 M; og M, & sitthvorum enda og heildarlengd ro = 2a9 = 0,53 A
(Bohr-geislinn) milli atébmana. Latum atémid hafa hverfibunga h. Hversu hratt snyst pa
stongin um massamidju sina? Hver er heildarorka snuningsins F,ot?

Sameindin i (d)-1id getur einnig vibrad/titrad medfram &s stangarinnar umhverfis jafnveeg-
isstoduna r = rg = 2ag og hegdar sér eins og gormur med gormstudul k£ = % Hver er
sveiflutioni sameindarinnar w, og tilheyrandi orka E, = hw,?

Planck-orkuna Ep og Planck-lengdina £p ma smida med viddargreiningu eingunis sem fall
af G, h og c. Akvardid formkornid 4 pessum staerdum.

Daemi 2.4.1. Innfeldi og stadall

Nota mé innfeldid til pess ad skilgreina stadal samkveemt ||| = (J¢), @) = (@|p).

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Synid ad stadallinn uppfylli prihyrningsojofnuna ||x + ¢l < ||x|| + [|¢]|-

Synid ad ||Ix|| — llelll < [[x + «l|-
L. 2 2 2 2
Synid ad ||x + ¢||” + [Ix — ¢l = 2(Ix/I” + llell%)-

Ofugt: Synid ad ef stadallinn uppfyllir skilyrdid i (c)-1id pa skilgreini hann innfeldi

(6.0 = (6 8) = 7 (I + 61 = = ¢1) .

Dami 2.4.2. Vixlar og spor

(a)
(b)
()
(d)

Synid ad [A, BC| = B[A,C] + [A, B]C.
Synid ad Tr(AB) = Tr(BA).
Synid ad sporid sé rasad, p.e. Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB).

Synid ad sporid sé 6had pvi hvada grunn vid veljum. Med 60rum ordum synid ad undir
hnitaskiptum A — A’ = SAS™! b4 s¢ Tr(A’) = Tr(A).



Dami 2.4.3. Akvedan og sporid

(a) Latum A(t) vera timahad fylki en latum B vera timaohad. Akvardid lausnir deildajafnanna

dA(t) dA(t)
— - =AMB, — - = BAW).

(b) Latum A vera hornalinugeranlegt. Synid ad

det (e11) det (e'2) = det (eA(t1+t2>) ‘

(c) Synid loks ad det (eA) = eT"(4) og ad det(A) = eTr(n(4)),

Dzemi 2.4.4. Ofanvarpsvirki i R?

Latum i og iy vera vigra i R? sem eru linulega 6hadir (en ekki naudsynlega hornréttir). Latum
P vera ofanvarpsvirkja 4 planid M sem vigrarnir @ og @z spanna, b.a. M = {siiy + tis | (s, t) € R?}.
Latum nt ¢ € R3\ M. Synid ad rita megi

2.4.11. Virkjaleikfimi
(a) Latum A og B vera timaohad fylki og skilgreinum
f(t) = e Be 4,

Synl6 ad df d2f
YA f@), =[A,[A F@)]]-

dt dt?
(b) Synid ad )
¢ABe A — B 4 1[4, B] + %[A, (A, B]] + ...
(c) Latum nu sér i lagi virkjana A, B, C uppfylla
[A, B] =iC, [B,C] =iA.

Synid ad pa gildi ad , ,
eBtAe Bt = Acos(t) 4+ C'sin(t) .

(d) Gerum na rad fyrir ad baedia A og B vixlist vid vixilinn sinn, b.e.a.s. ad [A, [A, B]] =0 og
ad [B,[A, B]] = 0. Synid ad ba gildi ad

(i) ATB _ eAeBe—%[A,B]’ (id) eAeB — ¢BoAgABl



Dzematimi 1: 21. agast (Lausnir)

Daemi 1.6.1. Fermi mat og viddargreining

(a) Metid orkuna sem ad ljoseind, nifteind og rafeind hafa i eV ef peer hafa bylgjulengd A = 1 A.

Lausn: Ljéseindin hefur orku E., = % = 12,4keV. Til pess a0 dkvarda orkuna &

rafeindinni og nifteindinni purfum vio ad nota de Broglie bylgjulengdina Ap = % ba
feest E,, = p* W2 _ 82 meV og eins E, = R _ 1516V.

2mn . 2)2mp 2X2me

(b) Hljodeindir (e. phonons) svipa til ljéseinda (e. photons) nema ad bylgjan sem um raedir
er hljoobylgja en ekki ljosbylgja. Pegar ad bylgjulengd hlj6ds er meiri heldur en bilid milli
grinda 1 kristalbyggingu ba geta myndast hljooeindir. Metid orku hljédeindar hw fyrir
hljodbylgju 1 stali cs = 5 - 103 m/s ef bylgjutala hljédeindarinnar er k = 1 ﬁ

[ Lausn: Pa er Ep = hw = hcsk = 3,3meV.

(c) Steersta sameindin sem ad vid héfum meelt agnar/bylgju tviedli fyrir er C%° sameindin.
Medalhradi sameindanna er 220m/s begar ad peer fara i gegnum raufarnar. Hver er de
Broglie bylgjulengd peirra og hvernig passar pad vid steerd sameindanna?

= 2,5 pm.

p T mw = 60-12mqv

[ Lausn: de Broglie bylgjulengd C% sameindar er A = 2 = 2 h

(d) Skodum sameind sem ad samanstendur af tveimur atomum. Hugsum okkur ad betta sé
eins og stong med 160 M, og Mo & sitthvorum enda og heildarlengd ro = 2a9 = 0,53 A
(Bohr-geislinn) milli atébmana. Latum atémid hafa hverfibunga h. Hversu hratt snyst pa
stongin um massamidju sina? Hver er heildarorka sntningsins Fyqt?

p
0 i3 2 fi — _Morg 4 _ _Miro
Laus:,n. Massamidjan er 1 fjarleegd r1 = Tt M3 fra massanum M; en ry = TG
fra hinum endanum. Hverfitregda stangarinnar er pa gefin med
My Mo
I=Mr?4 Mor2 = ——= % = ur?
1 272 0 = MTo-
My + M,
bar sem ad p = J\%f]%& er smaekkadi massi kerfisins. P4 er h = L = Iw sem gefur
¢ __ h oo s . _ 1 2 _ b2
bvi ad w = 7. Sniiningsorkan er sidan Eyo = 5/w* = B3
\

(e) Sameindin i (d)-1id getur einnig vibrad/titrad medfram as stangarinnar umhverfis jafnveeg-
isstoduna r = rg = 2ag og hegdar sér eins og gormur med gormstudul k£ = ﬁ Hver er
sveiflutioni sameindarinnar w, og tilheyrandi orka FE, = hw,?

Lausn: P4 er sveiflutionin w = /& = & L
i 2a0 2a0




(f) Planck-orkuna Ep og Planck-lengdina £p mé smida med viddargreiningu eingunis sem fall
af G, h og c¢. Akvardid formkornid & pessum steerdum.

Lausn: Faum
Ep = G°IPc?

Par sem ad einingar steerdanna eru [E,] = & o G] = iy [A] = X1 og [ = o
ba feest med viddargreiningu

kgs_;n2 = [Ep] = [GI*[P” = (kr;;)a (kgsm2>ﬂ (?)7

sem gefur pvi jofnuhneppid (kg: 1= —a + 8
m: 2=3a+28+7y
s —2=-2a—-f8—7v

Leggjum saman sidustu tveer jofnurnar feest o+ 8 = 0 og med fyrstu jofnunni gefur
bettabviaéﬂz%ogbéaz—% enbéerfy:2—3a—25=%. bvi er

hcd hc G
Ep=1/—=195-10] = (p=— =/h— =1,6-10"%m.
P G ,95 OJ P EP 63 a6 O m

Daemi 2.4.1. Innfeldi og stadall
Nota mé innfeldid til bess ad skilgreina stadal samkveemt ||| = (J¢), ) = (@|p).
(a) Synid ad stadallinn uppfylli prihyrningséjofnuna ||x + | < |Ix|| + ¢l
(b) Synid ad (x|l — Il < Ilx + ¢l
(c) Synid ad [Ix + ll* + Ix — @ll* = 2(/IxII* + llell)-
(d) Ofugt: Synid ad ef stadallinn uppfyllir skilyrdid i (c)-1id b4 skilgreini hann innfeldi

(6.0 = 06 8) = 7 (I + 61 = I = 61) .
Lausn:

Dami 2.4.2. Vixlar og spor
(a) Synid ad (i) [A, BC| = B[A,C| + [A, B]C (ii) [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0.

(b) Spor virkjans A er skilgreint sem summa stakanna & hornalinunni
Tr(A) = Ann.

Synid ad Tr(AB) = Tr(BA).
(c) Synid ad sporid sé rasad, p.e. Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB).

(d) Synid ad sporid sé 6had pvi hvada grunn vid veljum. Med 6drum ordum synid ad undir
hnitaskiptum A — A’ = SAS™! ba sé Tr(A4’) = Tr(A).



Lausn: (a) Vid athugum ad
[A,BC] = ABC — BCA
og eins athugum vid ad
B[A,C)+ [A,B|C = BAC — BCA+ ABC — BAC = ABC — BCA = [A, B(.
(b) Latum C = AB og D = BA Dba gildir ad fylkjastokin eru gefin med

Cnm = Z AnkBkma Dnm = Z BnkAkm .
k k

bannig ad vid faum

Tr(AB) = Tr(C) = Z Z ApiBin = Z Z BinApi = Tr(D) = Tr(BA).
n k k n

(c) Med bvi ad lata X = A og Y = BC feest med (b)-1id ad
Tr(ABC) = Tr(XY) = Tr(YX) = Tr(BCA).
eins feest Tr(ABC) = Tr(CAB) ef vid latum X = AB og Y = C.

(d) Par sem ad sporid er résad faest ad Tr(A') = Tr(SAS™!) = Tr(S~1SA) = Tr(A).

Dzemi 2.4.3. Akvedan og sporid

(a) Latum A(t) vera timahad fylki en latum B vera tima6had. Akvardid lausnir deildajafnanna
dA(t) dA(t)
dt dt
(b) Latum A vera hornalinugeranlegt. Synid ad
det(e") det (e4%2) = deg (e +42))

— A(t)B, — BA(t).

(c) Synid loks ad det (eA) = T4 og ad det(A) = TIn(A),

Lausn: (a) Hofum ad fyrir A(t) = A(0)eB! feest ad

4

dt

bar sem ad vid notudum ad [B, B] = 0. Hinsvegar ef A(T) = eP!A(0) b4 feest
d

AW = BeBtA(0) = BA(t).

(b) Latum ), vera eigingildi A pba gildir ad
det(4) =[] Mn

(A(t)) = A(0)BeP! = A(t)B

bannig a0

P4 faest ad

An)t An )t (X An)(t1+t2)
det(eAtl) det(eAt2) = e(%: : le(; )2 =e" = det (GA(t1+t2)>.



Dzemi 2.4.4. Ofanvarpsvirki i R3
Latum i og iy vera vigra i R? sem eru linulega 6hadir (en ekki naudsynlega hornréttir). Latum
P vera ofanvarpsvirkja & planid M sem vigrarnir i og ils spanna, p.a. M = {sﬂl + tis | (s,t) € RZ}.
Latum nt 7 € R3\ M. Synid ad rita megi
2 i iy G -
- A - 1-Ur Up - U2
Pv = Z Cyy (U 1;); par sem Cjj = (732 0y 11'2) .
5,j=1
Lausn: Par sem ad P er ofanvarpsvirki pa er Py € M og bvi er ¥ — P¥ vigur sem er
hornréttur & M og par med & baedi 4 og us. Vid hoéfum pvi ad

(T—P) i, =0, og (T —Po) - i = 0.

Mynd 1: Ofanvarp vigursins ¢ nidur { tvivida hlutramid M sem w; og iz spanna.

Sér 1 lagi par sem ad Py € M ba mé finna studla a,b pannig ad rita megi
PU = aui + bus,
markmidio okkar er ad akvarda a og b. En hornrétta skilyrdio hér ad ofan gefur okkur ad
- iy — (aui + bidy) -y =0, Tty — (auy + bily) - ila = 0.

en petta getum vid umritad sem jofnuhneppi fyrir a og b

ﬁl'ﬁl ﬁl'ﬁQ a . 17’[7:1
Uy - Ug U - Us b v-ty)

En fylkid vinstra meginn er einmitt fylkid Cj; svo vid sjaum ad

—

—a11’1~12'1—b61~ﬂ'2=0,
—au

S Sl

ST
[\&)

1-Uy —biy -ty =0.

eda 4 fylkjaformi

En betta gefur pvi ad
PT = adiy + by = [CNT - @) + Co (T - @)] @1 + [C3 (T @1) + Cop (7 @) o

sem var pad sem syna atti.



2.4.11. Virkjaleikfimi

(a) Latum A og B vera timaohad fylki og skilgreinum
F(t) = €A Be—tA

Synid ad

df d>f
a = [A, f(t)] R W = [A? [A? f(t)]] :

(b) Synid ad 2
e Be™'A = B +t[A, B] + 5 1A 1A, Bl +

(c) Latum na sér i lagi virkjana A, B, C' uppfylla
[A, B] =iC, [B,C] =iA.

Synid ad ba gildi ad ePtAe™ Bt = Acos(t) + C'sin(t).

Lausn: (a) Faum ad

df _d

dt — dt (
En pad gefur ad

MBe™4) = At Be ™ + A B(—A)e T = Af(t) — f()A = [A, f(1)].

2
- (%) - £ o) = 5 s - 100 = 4% - Lac [a B~ (a0,

(b) Faum ba ad

e Bt Ae™ Bt = A+ t[iB, A] + g[iB, [iB, A]] +
= A+it(—iC) + g[iB,i(—iC)] +
12
=A+Ct— 5A+...
= Acos(t) + C'sin(t).
(c) Latum g(t) = eA*eP? og faum ba ad
J(t) = AeAtePt 4 AtBEBt — At(A 4 B)ePt
Margfoldum svo med 1 = e~ AteAt (bvi [A, A] = 0) og faum ba ad
A(A+ B)e MeMePt = (A+ B +t[A, B)g(t)
en betta gefur pvi ad ¢'(t) = (A + B + t[A, B])g(t) en st diffurjafna hefur lausn
g(t) = e(A+B)t+%[A,B]t29(O)

en vid vitum ad g(t) = eA*eP! svo g(0) = 1 en bar med hofum vid synt ad

1 2
oAt Bt _ (A+B)t+1[ABlt

L[A,B]t2

Loks vixlast A og B vid [A, B] og bvi megum vid margfalda i gegn med e~ 3 pannig ad

nidurstadan faist.






Dami fyrir skammtafraedi 1

Daemi 1: Pauli-fylkin eru skilgreind pannig ad

(01 (0 = (10

Pad er gott ad hafa i huga ad pau eru notud i likani fyrir spuna upp/nidur og hafa eigingildi +1.
(a) Synid ad Pauli fylkin séu sjalfhverf (b.e.a.s. ad bau séu sin eigin andhverfa):
2 2 2_ g

=0, =0, =

Oy Y z

par sem I tédknar einingarfylkid. Synid auk pess ad vio hofum —io,oy0, = 1.
(b) Reiknid vixlana [0y, 0], (04, 0] og [0y, 0:].
(c) Reiknid andvixilinn {o,, 0y} = 0,0y + 0y0,.

(d) Synid ad e?= = I cos(t) + io, sin(t).

Dami 2: Tengsl vid Lie-grapuna SU(2) og Lie-algebruna su(2)
Vid segjum ad ferningsfylki A sé einoka ef ad andhverfa pess A~1 = A par sem AT er adokafylkid.

Mengi allra einoka (e. unitary) ferningsfylkja er tdknad med U(n):= {4 € C™*"|A~1 = AT}
Sér 1 lagi mun hlutmengid SU(n) := {A € C™" | A~} = AT, det(A) = 1} koma vida vid ségu.

(a) Latum ni A = (2 %) vera 2 x 2 tvinntalnafylki. Synid ad til pess ad A € SU(2) ba parf

c=—bog d=a. Med 6drum ordum, synid ad rita megi sérhvert stak i SU(2) & forminu
a b 2 2
A= 7 a) bar sem ad la|” + |b]” = 1.

(b) Synid ad rita megi
A = Re(a)! +Im(b)io, + Re(b)io, + Im(a)io, .
Med 60rum ordum ad {I,io,,ioy,i0,} myndi grunn (med rauntalnastudlum) fyrir SU(2).

(c¢) Skodum nu érsmeedarhnikun fréa einingarfylkinu A = I4+¢eB. Synid ad til bess ad A € SU(2)
béa purfi Tr(B) = 0 og almennasta formid 4 B er gefid med

B:(Z_ I_U), z+7Z=2Re(z) =0.

Alyktid ad {ioy,ioy,i0,} myndi grunn fyrir snertlaramid su(2) vid SU(2) i grennd vid
einingarfylkio.

(d) Almennt gildir ad

10



Gomul préofdaemi i Skammtafraedi 1

1 Lida i kalufoll

(Dzemi 1 fra 2018) A tilteknum tima hefur 6gn 4 hreyfingu i prividu rami bylgjufall

5

Y(F) = c(rz + 322 — r2)e™r
bar sem b, ¢ eru jakveedir fastar.

(i) Hvada gildi geta meelst 4 heildarhverfipunganum I2 og hverfibunganum L, { stefnu
z-4ss og med hvada likum?

(ii) Nu beitum vid heekkunarvirkjanum L & v og faum ¢; = L. Finnid ¢; og svarid
sému spurningum og i (i).

Lausn: (i) Vid byrjum & pvi ad umrita gefna bylgjufallid sem linulega samantekt af kualu-
follunum Y,™ (0, ¢). Takid eftir pvi ad vid erum ekkert spurd um geislalaega hluta bylgjufallsins
svo ad vid pburfum ekki ad dkvarda R,p. Vid byrjum & bvi ad skrifa ¢(7) i kaluhnitum pannig ad

x = rsind cos ¢,
y = rsinfsin ¢,

z=rcoséb.
med rammalsfrymi dV = 72 sin 0drdfdé. En par med sjaum vid ad
(7)) = crle —br? (cosf 4+ 3cos? 6 —1).

Btium sidan til litla t6flu med kalufollunum til Gtskyringar:

y," Fall
0 T
Yo iz
\ ,/81 sin fe~1®

\2 \/>cos 0

% — \/7 sin fe'®
Y{Q \/Esm e =20
Y2_1 \/g sin 6 cos fe ¢
Yy \/wzw(?’ cos?f — 1)

Y| - % sin 6 cos fe’?

Y3 \/ 35> sin? fe?®

Med sma stérun sjaum vid ad petta er linuleg samantekt af Y, = Y9, Y10, ¥50. Nanar tiltekid

4 1
W (T) _CTQE_bT (1/ 7rY1 +4/ 67TY2

En par med sjaum vid ad hugsanleg gildi sem ad vid getum meelt hafa £ = 1,2 og m = 0.
Gildin & heildarhverfibunganum L? eru bvi £(¢ + 1)h? svo annad hvort 2h? med likum % eda

1



672 med likum i—? (likurnar & pvi ad finna hvort um sig eru %AQ og IGT”AQ par sem A? kemur
fra stodlun bylgjufallsins - en heildarsumman er 1 sem akvardar A? = 618—5;). Eina hugsanlega

gildid sem kemur til greina & hverfibunga i stefnu z-ass er sidan 0 pvi m = 0 og eigingildin eru mh.

(ii) Pegar ad vid verkum med L, ba verkar hann einungis & kaluféllinn pannig ad hann
heekkar gildid & m med eftirfarandi heetti

LaYy™ = U+ 1) —m(m + 1)V,

En par med héfum vid ad

P1(7) = Lyp(7) = CT2€_br5(\/§\/Y11 Ty 16%\/131)-

Vid purfum sidan ekki & pvi ad halda en svona til framtidar b4 minnumst vid 4 ad geislalaegi
hlutinn R,, er med samskonar toflu:

Ry Function

Rig 2 %)3/ T

Rl (&) (1)
R3 0 ﬁ (%)3/2 1-— 3% + 22;:3) e~"/(3a0)
R | i (2) 5 (1 ) et
R3 81\4/?5 ($>3/2% /)

(Dzemi 1 fra 2019) A tilteknum tima hefur 6gn 4 hreyfingu i prividu rami bylgjufall

Y(F) = cae™
bar sem b, ¢ eru jakveedir fastar.

(i) Hvada gildi geta meelst & heildarhverfibunganum I2 og hverfibunganum L, 1 stefnu
z-4ss og med hvada likum?

(ii) Hvad gildi geta meelst & L, hverfibunganum i stefnu z-ass og med hvada likum?




2 Spuna Hamiltonvirki

(Dzemi 2 fra 2018) Tveer agnir, 6gn 1 og 6gn 2, badar med spuna 2 eru kyrrsteedar i
raminu og vixlverka med Hamilton-virkja

H=-AS -5,

par sem A > 0 er fasti og 5'} = (Sjz,5;,,5;. er spunavirkinn fyrir 6gn nimer j = 1, 2.

(i) Finnio oll eigingildi H og margfeldni beirra.

(ii) Virkinn S = (S,,8,,S.) = 51 + Sy Iysir heildarspuna kerfisins. Latum |4, m) tédkna
sameiginleg eiginket S2 = §- S og 9. med eigingildi j(j + 1)h? og mh. Ef kerfid er
i astandinu |4, 2) hvada gildi geta meelst 4 S1, og med hvada likum?

(Daemi 2 fra 2019) Prjar agnir, 6gn 1, 6gn 2 og 6gn 3, allar med spuna %, eru kyrrstaedar
i raminu og vixlverka med Hamiltonvirkja

H:—A(§1~§2+§2'§3+§1-§3),
bar sem A > 0 er fasti og §j = (Sjz,s,,.5,. e spunavirkinn fyrir 6gn ntmer j = 1,2, 3.
(1) Finnid oll eigingildi H og margfeldni beirra.

(ii) Ef kerfid er i astandinu [¢(0)) = |+ + —) & timanum ¢ = 0 finnid 4stand spunanna
fyrir ¢ > 0. Hér merkir |[+ 4+ —) ad spunar agna 1 og 2 eru %h en spuni agnar 3 er
—%h i stefnu z-éss.

3 Hreinténa sveifill

(Dzemi 3 fra 2018) Prividur einséatta hreintona sveifill er { dstandinu
) = ¢(]1,1,0) +12,0,0) +10,1,0)),
bar sem c er stodlunarfasti & timanum ¢t = 0. Eins og venjulega er
[0y iy, mz) = (nalny o) ™2 (a])"™ (af)™ (al)™ |0,0,0)
bar sem |0, 0,0) er grunnastandid.
(i) Finnio astand sveifilsins & timanum ¢ > 0.

(ii) Reiknid veentigildi brautarhverfibungans i stefnu z-ass 4 timanum ¢t = 0 og gerid
grein fyrir pvi hvernig pbad breytist med tima.




(Dzemi 3 fra 2019)

(i) Spunalaus 6gn er & hreyfingu i einni vidd i maetti V; sem & sér bundid astand.
Taknum orku grunnéastandsins med F7. Onnur eins 6gn hreyfist { meetti V5 par sem
Vo < Vi og latum FEs vera grunnastandsorku hennar. Synid ad Fy < Ej.

(ii) Gerum nu rad fyrir ad 6gn hreyfist 1 meetti
1,22
5MW°T z|<a
V(z) =< 2 | Els )
00, |z| > a.

Synid ad grunnéastandsorka hennar Fy uppfyllir 6jofnurnar

4 Skammtatolvur

(Dzemi 2 fra 2017) Anna og Baldur deila flektu skammtaastandi pannig ad Anna er
meo fyrsta skammtabitann en Baldur med seinni skammtabitann.

(i) Ef skammtabitarnir eru i astandinu

_100) + |11)

|¢+> - \/i
hverjar eru pa likurnar &4 pvi ad baedi Anna og Baldur finni skammtabitann sinn {
astandinu |+) = %?

(ii) Sama spurning nema fyrir astandid

_ |00y - 11)

|9-) 7

(iii) I fyrirlestri syndum vid hvernig ad nota mé astandid |¢4) til bess ad fjarflytja
skammtaéastandi. Er heegt ad nota astandid |+)_) til bess ad gera hid sama? Utskyrid.




(Dzemi 4 fra 2018) Téknum é&stand tveggja skammtabita { reikningsgrunninum med
liri2) bar sem i1,i2 € {0,1}. Latum H; tdkna Hadamard gatt fyrir fyrri skammtabitann
og latum CNOT vera styrda NOT gatt fyrir tvo skammtabita par sem fyrri skammtabitinn
styrir hinum sidari, p.e. verkun CNOT er lyst meo:

|00) — |00), |01) — |O1), [10) — |11), |11) — |10).

(i) Synido ad W = H; CNOT H; er skammtagatt fyrir tvo skammtabita og finnid hvad
W gerir vid ketin { reikningsgrunninum.

(ii) Ef U er skammtagatt bannig ad U |00) = (|01) + [10)) /v/2 og U |11) = (|01) —
110))/+/2, hvad getid bid sagt um U |01) og U |10)?

(Dzemi 4 fra 2019)

(i) Taknum &astand tveggja skammtabita i reikningsgrunninum med |i1i2) bar sem
i1,12 € {0,1}. Latum U vera skammtagatt sem er skilgreind med

00) > [01),  [01) = |10), [10) = [11), |11) + |00).

Gerum rad fyrir ad dstand skammtabitanna sé [1)). Synid ad |1) sé flackt ef og adeins
ef U |vy) sé flaekt

(ii) Gerum rad fyrir ad skammtabitarnir séu i astandinu
1
|#) = 5(00) +01) +[10) + [11)).

N1 fjarleegjum vid sidari skammtabitann. Finnid péttleikafylkid sem lysir dstandi
fyrri skammtabitans. Er astandid hreint eda blandad?

5 Truflanareikningur

(Daemi 4 fra 2014) Vetnisatéom { grunnastandi verdur fyrir truflun W = A X2,
1) Reiknid 1 leegstu nalgun i A breytinguna 4 orku grunnéastandsins.
g g yung g

(ii) Fyrir hvada otruflud astond vetnis [ném) getur innfeldid (nfm|V]100) verid fra-
brugdio nall?

(Dzemi 4 fra 2016) Vetnisatom er truflad med meetti W = Ar2.
(i) Finnio fyrsta stigs leidréttingu & orku grunnéstandsins.
(ii) Finnid efri og nedri mork & annars stigs leidréttinguna & orku grunnéastandsins.

(iii) Latum Hj vera otrufladan Hamilton-virkja vetnisatomsins. Fyrir hvada skammta-
tolur getur (ném|eo+W|000) verid frabrugdid nall?




(Dzemi 5 fra 2017) Notid fyrsta stigs timachadan truflunarreikning til pess ad akvarda
klofnun 4 fyrsta érvada astandi vetnisatoémsins vegna truflunarinnar W = AXY'.

(Deemi 5 fra 2018) Tvividur einsatta hreintona sveifill er i fyrsta 6rvada astandi. Sveif-
illinn verdur fyrir truflun af véldum meettis W = AX2Y?2. Akvardid klofnun pessa astands
af voldum truflunarinnr i leegstu nalgun i .

Lausn: Vid byrjum & pvi ad athuga ad fyrir tvividan einsatta kjorsveifil gildir ad orkueigin-
gildi hans eru gefin med

E(ng,ny) = hw(ng +ny + 1).

og bvi er fyrsta drvada astandid margfalt astand |01) og |10) med orku Eél) = 2hw. Okkur neegir

bvi ad reikna eigingildi fyrir fylkio:

Wy = (<01|W\01> <01\W\10>) _ <<0|X2|0> (1[Y2[1)  (0]X2[1) (1\Y2|0>)

(10jwio1) (10[w[10)/) — \ (11X2[0) (0]Y?|1) (1|X?[1) (0]Y*]0)

En til pess er gott ad rifja upp ad

1 1

X1iP), = (x-iP)
(X +iP) (X —iP)

h o h
= _ = T
X ”mwX \/Qmw(a—i—a).
En par med héfum vid ad

(X1 = |5 [VESu1 + VEF Tnia)
(n| X2|k) = % [\/k(k D)0 n + (2K + 1)0n s + /(E+ 1)k + 2)5n,k+2] .

Einu fylkjastokin sem okkur vantar { pessu deemi eru hinsvegar:

a =

Sl

En bad gefur bvi ad

3h

h
X20) = —— X2[1) = 11X2]0) = 11X2[1) = )
(0].X=|0) o’ (0[X=1) =0, (1]X7[0) =0, (1]X7[1) py

oz 0
Wi =" a2 |-

4m2w?

en par med alyktum vid ad

svo pad er engin klofnun i orkugildunum eftir fyrsta stigs truflun i A.

(Dzemi 5 fra 2019) Tvividur einsatta hreinténa sveifill er { 6dru 6rvada astandi, b.e.
astandi med orku Fo = 3Aw. Sveifillinn verdur fyrir truflun af véldum meettis W =
AX2Y?2. Akvardid klofnun Es af voldum truflunarinnar i laegstu nalgun 1 .




Lausn: Eins og 4dur eru orkueigingildin
E(ng,ny) = hw(ng +ny + 1).

og bvi er fyrsta 6rvada astandid margfalt astand |20) , |02) og |11) med orku E((JQ) = 3hw. Okkur
naegir pvi ad reikna eigingildi fyrir fylkio:

(20[W[20)  (20[W[11)  (20]W]02) 20 gk
Wy = w20y @iw) w2y | =| o 22, o
(02|W]20)  (02|W|[11) (02|W]02) N B =

pbar sem ad vid purftum aukalega & fylkjastokunum

(21X2J0) = (0]X2J2) = ;7/;—22

5h

2| X22) = —
(2|X72) Sy

a0 halda fra pvi i deeminu 4 undan. En eigingildin & pessu fylki eru gefin med:

3h2 Th? \ K2
4m2w?’ 4m2w?’ Am2w?’

(Dzemi 5 fra 2014) Prividur einsatta hreinténa sveifill med tioni w verdur fyrir truflun
W =AXY?Z.
(i) Finnid hlidrun 4 orku grunnastandsins i laegstu nalgun sem ekki er 0.

(ii) Akvardid klofnun & orku fyrsta 6rvada astands af voldum V i laegstu nalgun.

Lausn: (i) Okkur neegir ad reikna
AE = (000[W|000) = (0]X]0) (0[Y2[0) (0]Z]0) = 0.
svo a0 fyrsta stigs nalgun hverfur. Purfum pvi ad reikna annars stigs en til pess parf a0 reikna
_ ey Lo k|W|o
k£0 Eo -
En bvi purfum vid ad reikna fylkjastokin:
(namyn=[W1000) = (ng| X[0) (ny|Y2[0) (n-|Z]0)

en nua er

B h B h o I
el X10) = /5 —0n.as (alZ10) =[5 —bnas  (myIY2I0) = - [dn,0 + V20n,2]

sem gefur okkur pvi ad astondin sem koma til greina eru |000) og [020) en bad fyrr nefnda er
grunnastandid svo summan er ekki yfir pad dstand par med er

2 3
ABD _ e 00000, b

hw AmAwd”



